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Correzione Esercitazione

-2. Indicare quali delle seguenti equazioni sono lineari: (a) 5z + 7y — 8yz, (b)

x+my+ez=logh, (¢)3x+ky—82=16, keR.

Soluzione: a) non ¢ lineare; b) ¢ lineare ¢) ¢ lineare

-1. Dire se u = (1,1, 1) & soluzione della seguente equazione x + 2y — 3z = 4.

Soluzione:
Sostituendo u = (1,1,1) nell’equazione si ha: 1 +2 — 3 = 4 ossia 0 = 4

non avendo un’identita si ha che u non e soluzione dell’equazione:

0. Dire se (a) u = (3,2,1,0) (b) u = (1,2,4,5) sono soluzioni dell’equazione:
[L’1—|—2$2—|—4$3+1‘4:3.

Soluzione:

(a) Sostituendo u = (3,2,1,0) nell’equazione si ha: 3+2-2+4-1+
0 = 3 ossia 11 = 3 non avendo un’identita si ha che uw non & soluzione
dell’equazione.

(b) Sostituendo v = (1,2,4,5) nell’equazione si ha: 1 4+2-2+4+ 4.4+
5 = 3 ossia 26 = 3 non avendo un’identita si ha che w non & soluzione

dell’equazione.

1. Risolvere le seguenti equazioni: (a) ex = logh, (b) cx =0, (¢) 3z —4 —z =

2 +3,(d) 2+ 2 —4=3zx+3—z.

Soluzione:
(a) = ©%; (b) Se ¢ = 0 allora si ha un’identita per qualunque valore di

X, se ¢ # 0 I'unica soluzione e = 0; (c) Si ottiene 0 = 7 quindi I’'equazione

¢ impossibile. (d) z =7

2. Descrivere le soluzioni dell’equazione: 2x +y + 2z — 5 = 2y + 3 — y + 4.



Soluzione:

Eliminando gli opposti si ottiene —5 = 4 quindi ’equazione ¢ impossibile.

3. Indicare le soluzioni dell’equazione: 2y +3x —y+4=x+3+y+ 1+ 2x.

Soluzione:

Eliminando gli opposti si ottiene 4 = 4 ossia indeterminata quindi I'in-

sieme delle soluzioni ¢ S = {(z,y) € R?}

4. Data 'equazione lineare x —2y+3z = 4. Trovare (a) tre soluzioni particolari,
(b) la soluzione generale.
Soluzione:
(a)Soluzioni particolari potrebbero essere (1,0,1), (6,1,0), (0,1,2) rica-
vate ponendo rispettivamente r =1 y=0,z2=6 y=1,z=0 y=2
ricavando nei tre casi la rimanente variabile.
(b) Poiché abbiamo tre incognite e una sola equazione esplicitiamo la x
rispetto alle altre due variabili: © = 4 4+ 2y — 3z, allora posto y = t; e

z = t2 si ha S = (4+2t1 —3t2,t1,t2)

5. Risolvere il sistema:

20 =3y +52—2t=0

oy —z+3t=1
Tz—t=3
2t =8

Soluzione:

Il sistema e gid ridotto a gradini pertanto si ha :

T 2t—522+3y
y = 1—?;)t+z
o — 3+

t

-~

sostituendo:



6. Determinare le variabili libere nei seguenti sistemi:

3r+2y—52—6s+2t=14 or —3y+T7z=1

z2++8s—3t=6 4y +52=206

§s—5Ht=95H 4z =9
Soluzione:

Ricordando che le variabili libere sono quelle variabili non eliminabili e
tutte le altre si esprimono in funzione di esse, per determinarle si pué
procedere nel seguente modo:

Riduciamo la matrice a gradini, determiniamo i pivot (in grassetto) le

variabili libere sono quelle che corrispondono ai “non pivot” (in corsivo):

3 2 -5 —6 2 4
0 0 1 8 —3 6 | pertanto le variabili libere sono y e .
00 0 1 -5 5

5 -3 7 1
Consideriamo la matrice associata al secondo sistemas 0 4 5 6
0O 0 4 9

non ci sono variabili libere.

7. Scrivere il seguente sistema in forma matriciale e risolverlo usando 1’elimi-

nazione di Gauss:

Soluzione:
rT—=2y+z=7
20 —y 442 =17
3r—2y+2z=14
1 -2 1 7
la matrice associata al sistema é: 2 =1 4 17
3 =2 2 14

Operiamo le seguenti operazioni:

alla seconda riga sostituiamo la differenza tra la seconda e due volte la

1 -2 1 7
prima (Ro —2R;): [ 0 3 2 3 |;
3 =2 2 14
alla terza riga sostituiamo la differenza tra la terza e tre volte la prima
1 -2 1 7
(Rs3—3Ry): | 0 3 2 3 |;
0 4 -1 -7



alla terza riga sostituiamo la differenza tra la terza e quattro terzi la
1 -2 1 7

seconda (Ry —3Rp): | 0 3 2 3 :
0 0 -4 -1

pertanto il sistema ottenuto é:

T=2y+z=7
3y+2z=3
=11

8. Risolvere il sistema:

20 —by+32—4s+2t =0
3r—Ty+2z—5s+4t =9
or — 10y — bz —4s+ Tt = 22
Soluzione:
La matrice completa del sistema e:
2 -5 3 —4 2 0
3 =7 2 =54 9 :
5 =10 =5 —4 7 22
Eseguendo successivamente le seguenti operazioni elementari Ry «+— Ry +
RQ, R3 — R2 - Rg, Rl — 5R1, R2 — QRQ, R2 — R1 — R2 ed infine
Rs «— —2Ry + R3 ( dove, ad esempio, Ry <« R; + R significa che alla
riga due si sostituisce la somma della prima e della seconda) si ha che la

matrice diventa:

10 =25 15 -20 10 O
0o -1 5 -2 -2 —-18
0 0 O 1 3 23

Pertanto il sistema diventa:
10z — 25y 4+ 15z — 20s + 10t = 0

—y+ 5z —2s —2t=—18
s+ 3t =23



da cui:
_ 5y—3z+92+10t

X 2
y=—644+52+1
s =233t

9. Risolvere il sistema
r+2y—324+4t =2

20+ 5y —2z24+t=1
Sr+ 12y —72+6t=17

Soluzione:
1 2 -3 4 2

La matrice associata al sistema e: 2 5 =211 |;
5 12 -7 6 7

alla seconda riga sostituiamo la differenza tra la seconda e due volte la
1 2 -3 4 2
prima (Ry —2R;): [ 0 1 4 -7 =3 |:
5 12 -7 6 7
alla terza riga sostituiamo la differenza tra la terza e cinque volte la prima
1 2 -3 4 2
(Rs—5Ry): | O 1 4 =7 =3 |;
02 8 —-14 -3
alla terza riga sostituiamo la differenza tra la terza e due volte la seconda
12 -3 4 2
(Rs—2Ry): | O 1 4 -7 =3 ],
00 0 0 3
pertanto il sistema ottenuto e:

T4+ 2y —3z2+4t =2
y+4z—-Tt=-3
0=3

si ricava quindi che il sistema non ammette alcuna soluzione.

10. Trovare i valori del parametro reale A in modo tale che il seguente sis-
tema nelle incognite x, y e z abbia :(a)una soluzione unica, (b) nessuna

soluzione, (¢)un numero infinito di soluzioni:

r—y—3z=1
20+ 3y + Az =3
r+Ay+3=2

Soluzione:



Ricordiamo che il teorema di Rouché-Capelli afferma che un sistema di
n equazioni in m incognite ¢ compatibile s e e solo se il rango (r,) della
matrice dei coefficienti e uguale al rango della matrice completa e in tal

caso si ha che la dimensione delle soluzioni ¢ n — r,.

Riducendo la matrice completa a gradini: si ricava:

11 —1 1
0 1 A+ 2 1
00 —A—=XA4+6 —X+2
11 —1
La matrice A= | 0 1 A+2 ha rango tre quando —\% — \ +

00 —AN—=X+6
6 # 0 cioé quando A # 2 e A # —3, mentre se A =2 e A = =3 r,(A4) = 2.

la matrice completa ha rango tre quando —A+2 # 0 ossia A # 2 pertanto
si ha:

se A =2 allora r,(A) = 2 = r,(Ab) = sistema compatibile, dimensione 1
se A = —3 allora r,(A) = 2 # r,(Ab) = 3 = sistema incompatibile

se A # —3 e X\ # 2 allora r,(A) = 3 = r,(Ab) = sistema compatibile,
unica soluzione.

Ricerchiamo le soluzioni:

11 -1 1
e caso A = 2: 0 1 4 1 |, considerando z come variabile libera
00 0 O
5t
siha=| 1-—4t
t

e Consideriamo ora A # —3 e A # 2 si ottiene la soluzione
1
1

A3
1

A+3

11. Trovare le condizioni su a,b e ¢ (numeri reali) tali che il seguente sistema

nelle incognite x, y e z abbia una soluzione:

r+2y—3z2=a
2v 4+ 6y — 11z =0
r—=2y+T7z=c

6



Soluzione:

1 2 -3 a
Consideriamo la matrice completa: 2 6 —11 b |,
1 -2 7 ¢
1 2 =3 a
riducendo a gradini di ha: 0 2 =5 b—2a pertanto il rango

00 0 2b+c—ba
di A ¢ 2 mentre il rango di Ab vale 2 se 2b + ¢ — 5a = 0 altrimenti vale

3. quindi se 2b+ ¢ — 5a = 0 r4(A) = 2 = r,(Ab) il sistema ¢ compatibile
e si ha che la dimensione delle soluzioni € 1; se 2b + ¢ — 5a # 0 1,(A) =
2 # r,(Ab) = 3 il sistema ¢ incompatibile, pertanto non e possibile trovare

alcuna condizione su a, b, ¢ tale che il sistema ammetta soluzione unica.
12. Vero o falso (la matrice dei coefficienti € sempre diversa dalla matrice nulla):

e Un sistema omogeneo ¢ sempre compatibile.

VERO: infatti ammette sempre almeno la soluzione banale (0,0, ..., 0)

e Un sistema omogeneo di 4 equazioni in 12 incognite ammette sempre

soluzioni e queste dipendono da almeno 8 parametri.

VERO: sia n numero incognite e m numero equazioni, il teorema di
Rouche-Capelli afferma che dimensione = n —ry, ma r, < m quindi

dimensione >n—m =12 -4 =28

e Un sistema omogeneo di 4 equazioni in 12 incognite ammette sempre
soluzioni e queste dipendono esattamente da 8 parametri.
FALSO: infatti (vedi anche punto precedente) sarebbe vero solo nel
caso in cui il rango fosse massimo, ma non abbiamo nessuna ipotesi

che ci permetta di affermare questo.

e Un sistema di 2 equazioni in 4 incognite ammette sempre soluzioni e
queste dipendono da almeno 4 parametri.
FALSO: un qualunque sistema ammette soluzione nel caso in cui
rq(A) = r,(Ab) e questa condizione potrebbe non essere soddisfatta,

anche se ammettesse soluzioni i parametri sarebbero 2 o 3.



Un sistema omogeneo di 4 equazioni in 2 incognite ammette sempre

soluzioni e queste dipendono da almeno 2 parametri.

FALSO: se le equazioni non sono tra loro proporzionali 'unica soluzione

quella banale che non dipende da alcun parametro.

Un sistema omogeneo di 4 equazioni in 2 incognite ammette sempre

soluzioni e queste dipendono esattamente da 2 parametri.

FALSO: vedi punto precedente.

Se A € M, ,, con m < n, allora il sistema omogeneo Az = 0 ammette

soluzioni non banali

VERO: un sistema omogeneo ammette soluzioni non banali se r,(A) <

n, poiché si ha r,(A) < m < n la condizione ¢ verificata.

Se A € M,,,, e il sistema omogeneo Az = 0 ammette soluzioni non

banali, allora m < n.

FALSO: Per dimostrare che 'affermazione ¢ falsa ¢ sufficiente con-
siderare un qualunque sistema omogeneo compatibile in cui m < n (
la sua esistenza ¢ garantita da quanto gia dimostrato nel precedente
punto) e aggiungere equazioni proporzionali a quelle gia considerate
fino a quando m > n. Il sistema cosi ottenuto ¢ compatibile ma ha

piu equazioni che incognite.

Se A € M,,,, conm > n, allora il sistema omogeneo Az = 0 ammette

soluzioni non banali.

FALSO: Analogamente a prima, e sufficiente considerare un sistema
omogeneo con m = n a gradini, esso ammettera solo la soluzione
banale, se aggiungiamo equazioni proporzionali a quelle gia scritte

abbiamo un sistema con m > n che ammette solo soluzioni banali.



