Capitolo 1

I numeri complessi

1.1 I numeri complessi

Introduciamo un simbolo ¢, detto unita immaginaria definito

dalla condizione

Il simbolo 7 soddisfa 1'equazione

22 +1=0.

Un numero complesso & un’espressione del tipo:

z=a-+1b, a,beR.

[ numeri a e b si chiamano parte reale e parte immaginaria

del numero complesso z.



Indicheremo con Rez e con Im z la parte reale e la parte

immaginaria di un numero complesso z.
Sia C l'insieme dei numeri complessi.

[’insieme del numeri reali R e un sottoinsieme di C. Infatti

i numeri reali si possono identificare con l'insieme

{z=a+ib e C| Im(z)=0b=0}.

[ numeri complessi z = a + b tali che Rez = 0 si dicono

Immaginari puri.

Due numeri complessi z = a + ib e w = ¢ + ¢d sono uguali

sca=ceb=d.

Definiamo la somma e la moltiplicazione di due numeri com-

plessi z = a+1tb e w = ¢+ 1d con le solite regole del calcolo

algebrico.

z+w=(a+1b)+ (c+id) =a+c+i(b+d),

2w = (a+ib)(ctid) = act+ibctiad+i*bd = ac—bd+i(bctad).

Dato un numero complesso z = a + b # 0 esiste un numero

complesso w, chiamato I'inverso di z tale che

z-w = 1.



1

Denoteremo l'inverso di z con -

1 1

Per trovare - scriviamo - = z + ¢y. Allora
1 . . :
2= 1= (a+1b)(z+1iy) = (ax — by) + i(bx + ay),
quindi

ar —by =1, bx 4+ ay = 0.

Abbiamo quindi un sistema lineare di due equazioni nelle due

incognite x, y. Usando, il fatto che 2z # 0 e quindi a®+b* # 0

otteniamo:
a —b
r=—72>s, = :
a’ + b? R
Equivalentemente
1 1 a — 1b a — 1b

: a+ib (a+1ib)(a —ib)  a®+b*

Quindi il quoziente di due numeri complessi w = ¢ + td e
z =a+1b # 0 ¢ dato da:
w 1 c+id (c+id)(a—1ib) ac+bd .ad—bc

z z_a+ib—(a+z’b)(a—z’b)_a2+b2+za2+b2'

Osservazione 1 Le operazioni di somma e prodotto dei
numeri complessi, ristrette ai numeri reali (cioe ai numeri

complessi con parte immaginaria uguale a zero), coincidono



con le operazioni di somma e prodotto sui numeri reali. Per
questo motivo si dice che il campo dei numeri complessi C e

un estenstone del campo dei numeri reali R.

Osservazione 2 Una differenza sostanziale tra il campo
dei numeri reali e quello dei numeri complessi e quella del-
'ordinamento.

Il campo dei numeri reali € un campo ordinato in quanto

sussistono le seguenti proprieta:
l)sex <yey < zalloraz=y;

2)sex <yey < zallorax < z;

4

)
)

3) Vx,y € R si ha x <y oppure y < x;
Jsex <y alloraz+ 2z <y+ 2 VzeR;
)

H)se 0 <zxzel<y,allora0 < zy.

Nel campo dei numeri complessi C non e possibile definire
una struttura “ <7 di campo ordinato.
Infatti dalle proprieta 4) e 5) seguirebbe che una relazione

d’ordine < soddisfa le seguenti proprieta:

e se un numero € positivo (negativo) il suo oppposto e

negativo (positivo);



e il quadrato di un numero qualsiasi non ¢ mai negativo.

D’altra parte 12 = 1 e 2 = —1. Quindi abbiamo due qua-
drati che sono I'uno l'opposto dell’altro. Nessuno dei due
pero puo essere negativo (perche sono quadrati) e questo e

assurdo (perche tra a e —a uno dev’essere negativo se a # 0).

Il complesso coniugato di un numero complesso z = a + b

¢ il numero, che si indica con z, dato da z = a — 1b.

Un numero complesso ¢ reale se e solo se coincide col suo

conlugato.

Inoltre valgono le seguenti proprieta (esercizio!):

 Re(z) = 47,

° Im(z) = 22;5;

o 2z = (Re(2))* + (Im(2))*

ISE

IR



Esempio 3 Vogliamo scrivere la forma algebrica, cioe la

forma z = a + b del numero complesso

245
1 =3

Per fare questo moltiplichiamo numeratore e denominatore

Z

per 1 + 3¢ (il complesso coniugato di 1 — 3i) e otteniamo:

2+ 01 2+ 01)(1+ 3 1
S C )| G ) N YIS T )
1—3 (1—3i)(1+34) 10

Quindi @ = Re(z) = =122 e b = Im(z) = 15

Esempio 4 Scriviamo in forma algebrica il numero com-

plesso

(5 + 67)> — .

i(5 + 67) T
Si ha:
. . . 4(1 + 1) . . .
i(25+60i+36i) — , = —60—117—2(1+%) = —62—137
( ) (1—12)(1+1) (1+4)

1.2 Rappresentazione geometrica e trigonome-

trica dei numeri complessi

Ricordiamo che i numeri reali si possono rappresentare come
i punti di una retta una volta scelto un sistema di riferimen-

to su di essa. Analogamente i numeri complessi si possono



rappresentare con i punti di un piano, che prende il nome di

piano di Gauss.

Fissato un sistema di coordinate ortogonali, associamo al nu-

mero complesso z = a+1b il punto P del piano di coordinate

(a,b).

In questo modo ai numeri reali vengono associati i punti
dell’asse z, che viene detto asse reale, mentre gli immagi-
nari puri sono rappresentati dai punti dell’asse y, detto asse

1MMaginario.

L’unita immaginaria viene quindi rappresentata come la cop-
pia (0, 1).

Il punto che rappresenta il complesso coniugato z ¢ il sim-

metrico rispetto all’asse x del punto che rappresenta z.

La distanza dall’origine O (che rappresenta lo zero 0 in C)
del punto P che rappresenta z si chiama modulo di 2z e si

indica con p = |z|.
Per il Teorema di Pitagora

p=|z| =Vzz2 = Va2 + b2

Supponiamo z # 0 (e quindi P # O). Denotiamo con
0 = Arg(z)



la misura in radianti di una qualsiasi rotazione che sovrap-
pone l'asse delle x al segmento orientato O P, presa con il
segno positivo se avviene in senso antiorario, negativo nel

caso opposto, si chiama argomento di z.

Osserviamo che I'argomento di z € definito a meno di multipli

di 27r. Inoltre se z = 0, 'argomento ¢ indeterminato.

Per assegnare un ben determinato argomento basta assegna-
re un intervallo di ampiezza 27 nel quale far variare ’angolo

6. Noi fisseremo 'intervallo [0, 27).

Dato un numero complesso z = a+ b sussistono le relazioni:

a = Re(z) = pcosh, b=1Im(z) = psiné. (1.1)

Quindi

z = p(cosh +isinf)), (1.2)

che prende il nome di rappresentazione trigonometrica del

numero complesso z.

Per trovare la forma trigonometrica (1.2) di un numero com-
plesso z = a + b si usano le (1.1). Prima di tutto si calcola

il modulo di z dato da

p=va?+ b




Inoltre

6089:% sin @ =

b
o

e quindi possiamo trovare univocamente 6 restringendosi

all'intervallo [0, 27r).

Esempio 5 Scriviamo la forma trigonometrica del numero

complesso z =1 — 4. Si ha

p=V12+12=12

mentre
1 1 7 T
cos) = —=—=0=— oppure § = —
P2 T 4
-1 -1 b 16
Sifl@:—:—:>0:—o ure&:_
P V2 § o 4
Segue che 6 = % e la forma trigonometrica di z ¢ data da

7 7
z = \/5(008% + 2 sin Zﬂ)

Due numeri complessi
21 = pr(cosby +isinfy) e zo = po(cos by + isinby)
sono uguali se e solo se

P1 = P2, 812624—2]{71',]662



Dati
21 = p1(cosy +isinfy) e zo = po(cos by + isinby)
usando le relazioni trigonometriche

cos(01 + 6) = cos 01 cos By — sin 6 sin 0,

sin(6; + 0y) = sin 0 cos Oy + sin O cos Oy

s1 ottiene

2129 = p1p2lcos(fy + Oy) + isin(0y + Os)]|. (1.3)

Proprieta il prodotto di due numeri complessi ha co-
me modulo il prodotto der moduli e come argomento la

somma deglt argomenti

In particolare per ogni intero non negativo n e per ogni nu-
mero complesso z = p(cos € 4 isin 6) si ottiene la cosidetta

formula di De Moivre:

2" = p"[cos(nf) + isin(nb)] (1.4)

Inoltre e immediato verificare che:

1 1 1 1
’_‘ T ) Afg(
y

2| p z

)= —Arg(z) = —6.
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Equivalentemente

1 1 1
— = —(cos(—0) +isin(—0)) = —(cosf — isinh).
© — fcos(=0) +isin(—0) = 1 )

Dati
21 = p1(cosB +isinfy) e zy = pa(cos by + isinby)

con 29 # 0
2 Pleos(@ — 0y) +isin(0 — 65)].  (1.5)
<2 P2

Proprieta il quoziente di due numeri complessi ha co-
me modulo il quoziente dei moduli e come argomento la

differenza deglt argomenti.

Esempio 6 Calcoliamo z = (2 — 2i)°. Si ha:
=(2-2i)>=2"(1—14) =32(1 — ).
Per 'esempio (5)
1—i= \/E(COS%T —i—z’sin7—7r)

4
Usando formula di formula di De Moivre (1.4) otteniamo:

7 39 39
(1—)> = (v/2)°(cos Zﬂ%—z’ sin Z) = 4v/2(cos —W+i sin Tﬁ)

T — 3T 4 &rr), otteniamo

(1—4)° = 4v/2(cos 3—7T+z' sin Z) — 4/2(— \@ \}5) = 4(—1+1).

Siccome

Quindi z = 128(—1 + ).
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Esempio 7 Cerchiamo i numeri complessi z che soddisfano
I'equazione:

2 —|z]* = 0. (1.6)
Primo metodo Scriviamo z in forma algebrica z = z+1y.
L’equazione (1.6) diventa

2= (x +1iy)° = 2 — 3wy’ +i(32*y — v°) = 2% + v7,

la quale e equivalente al sistema (non lineare!)

{ZL’S—SZL’yQ = :I:2+y2

i (1.7)

nelle incognite reali x e y.

Dalla seconda equazione ricaviamo y(3z? — y?) = 0 le cui
soluzioni sono y = 0 e y* = 322

Sostituendo y = 0 nella prima equazione otteniamo

7’ = z°

le cui soluzioni sono x = 0 e x = 1. Quindi le coppie
(x =0,y =0) e (x =1,y = 0) sono soluzioni del sistema.

Sostituendo y? = 322 nella prima equazione si ottiene
23— 023 = —82° = 2% 4 32% = 42?,
0, equivalentemente,

42?2z + 1) = 0,
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le cul soluzioni sono x = 0 e x = —%. La soluzione x = 0

sostituita in y? = 322 c¢i da y = 0 mentre z = —% sostituita

in y? = 3a? Cidayzéey:—g.

Abbiamo trovato quindi due nuove soluzioni (z = —%, Yy =
3 1 3

Pelz=-5y="%)

In definitiva abbiamo trovato le quattro coppie di soluzioni

(Ov 0)7 (17 O)v (_57 7)7 (_57 _7)7

e quindi le soluzioni dell’equazione (1.6) sono fornite dai

quattro numeri complessi:

1 V3 1 3

21=0,z9=1,23=—=+1—, 24 = —— — 1—.
’ ’ 2 2’ 2 2
Secondo metodo Scriviamo z in forma trigonometrica

z = p(cos B +isinf).

Per la formula di De Moivre, I'equazione (1.6) ¢ equivalente

all’equazione
p*(cos(36) + isin(36)) = p?,

la quale ¢ a sua volta equivalente al sistema

{ = (1.8)
cos(30) +isin(30) =1

nelle incognite p > 0 e 0 € [0, 27).
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Le soluzioni della prima equazione sono p = 0 e p =

1. Mentre le soluzioni della seconda equazione sono 30 =

2 4n
»'37 3"

modo ritroviamo le soluzioni gia trovate in precedenza e cioe:

2km, k € 7Z ossia le tre soluzioni 6 = 0 In questo

21 =0,29 =cos0+2sin0 =1,

2 2 1 3
zgcosg—l—ising—é—i—ig

Ar dm 1 /3
2y =COS— + 181N — = —— — }—.

3 3 2 2

Esempio 8 Calcoliamo il quoziente j—; dove 21 =1 e 29 =
1 — ¢ usando le loro forme trigonometriche. Il modulo e
Pargomento di z; = 7 sono p; = 1 e ) = 5, mentre il
modulo e 'argomento di 25 sono dati da p, = V2e 0, = %.

Qunidi per la formula (1.5)

21 1 (7T 77'(') s (7T 77'(')
— = —¢co8(— — —) +781n(— — —
Zo /2 2 4 2 4
Osserviamo che
T Ir Y8 b 3w
_———_— = —— = 27‘(‘ _—— = -,
2 4 4 4 4
da cui
21 1 3r . . 37 1 1 1 ,
— = —=(Ccos —+18In —) = ——=+1 = —(—1+2
” ﬂ( 1 ) \/5( 7 \/5) ( )
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1.3 Radici di un numero complesso

Vogliamo estendere il concetto di radice n-esima valido per

1 numeri reali positivi a tutti i numeri complessi.

Definizione 9 Dati un numero naturale n > 1 e un nu-
mero complesso w, diremo che il numero complesso z
e una radice n-esima di w, e scriveremo z = /W Se

ZTL

= w.

Teorema 10 Sia w € C, w #£ 0, e n un intero > 1. Esi-
stono esattamente n radici n-estme complesse 2y, 21, . . ., Zn—1
di w. Posto w = r(cosp + ising) e 2z, = pi(cosby +

i sin0y) abbiamo

pr = /T

o+ 2km

S

O

FEquivalentemente

2k = {‘/7_”((:03(%%) + i sm(%m)), k=0,1,...,n—1

(1.9)

Dimostrazione: I numeri z; sono evidentemente radici n-
esime di w, come risulta applicando la formula di De Moivre

(1.4). Mostriamo che non ce ne sono altre. Infatti affinche
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un numero complesso R(cost) + isint) sia radice n-esima

di w, dovrebbe risultare:

R'=re np=p+2hr,h €’

e cioe o
7
R=r e ¢ = Ld + —.
n n
Attribuendo a n i valori 0,1, ...,n — 1 troviamo appunto i

numeri z;. Dando a A un qualsiasi altro valore h diverso dai
precedenti, questo pud scriversi nella forma h = k+mn, m €
Z (m € 7Z ¢ il quoziente e k il resto della divisione di h per

n) per cui sarebbe

2k
¢:£+—+2m729k+2m7r
n n
e ritroveremmo ancora gli stessi z; precedenti. [

Indichiamo con € le radici n-esime del numero 1.  Osser-

viamo che il modulo del numero 1 ¢ uguale a 1 mentre
I'argomento e 6 = 0.

Dalla formula (1.9) si ottiene allora:

€ =cos T 1 jsin?T k=0,1,...,n—1| (1.10)

n n ’

Esempio 11 Calcoliamo le radici quarte di 1. In queto

caso nella formula (1.10) k£ = 0,1, 2, 3. Otteniamo quindi:

€g =cos0+12sm0 =1

16



20 . 2w T 7

€1 = COS— + 2SIN — = CcoS— +128ln — =1
! A A 9 9
4 Ar .
62:COSZ—FZSIHZ:COSW—FZSIDWI—1
67T+,, o 37T+,,37T ,
€2 = COS — —+ 281N — = COS — + 281N — = —1.
k A A 9 9

Proposizione 12 Le radici n-esime di un qualunque nu-
mero complesso z si possono ottenere moltiplicando una

di esse per le n radici n-esime del numero 1.

Dimostrazione: se z; ¢ una radice n-esima di z ed € una

qualsiasi radice n-esima di 1 si ha:
(z16)" = 2 ()" = 2 = 2

e quindi z1€; € una radice n-esima di z; inoltre, al variare di

e,k =0,1,...,n— 1, 1 numeri z1€; sono tutti distinti. [

Esempio 13 Calcoliamo le radici terze di —27. Sicuramen-
te ci sono tre radici complesse. Una di queste ¢ —3. Per la
Proposizione 12 le radici terze di —27 si possono ottenere

moltiplicando —3 per le radici terze di 1.

Dalla formula (1.10) queste ultime sono date da:

€g =cos0+12sm0 =1

17



2 27 1 V3

€1 :cos?%—@sm—:——#—@—

3 2 2
dr . 4w 1 3
€9 =COS— +1SIN — = —— — 1——
3 3 2 2
Quindi le radici terze di —27 sono date zg = —3,2; = % —
zﬁ 29 —i— z?’f

[l Teorema 10 ci dice che un polinomio del tipo 2" = 2z
ammette n radici complesse. Vale un risultato piu generale
noto come il teorema fondamentale dell’algebra del quale

riportiamo I’enunciato.

Abbiamo bisogno di una definizione

Definizione 14 Se P(z) é un polinomio in z di grado n
e 2o una sua radice, si dice che zy ¢ di molteplicita k (k

intero > 1) se vale la formula
P(2) = (2 — 2)"Q(2),
dove @) ¢ un polinomio tale che Q(zy) # 0.

Esempio 15 L’unita immaginaria © ¢ radice di molte-

plicita due del polinomio P(z) = 2° — iz + 2 — i =

Pz—i)+z—1)=(z—-90)Z*+1) = (2 —i)* 2z +1)

18



Teorema 16 (teorema fondamentale dell’algebra) Un’e-

quazione polinomaiale
ap+arz+---+a,z" =0, a, #0

con coefficienti complessi qualsiasi ammette precisamen-
te n radici in C, se ognuna di esse viene contata con la

sua molteplicita.
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Capitolo 2

Vettori nel piano e nello spazio

Vedi libro di testo e appunti presi in classe.
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Capitolo 3

Matrici e sistemi lineari

3.1 Matrici

Una tabella
(all ai2 A1n \
a1 a22 Tt Aon,
(3.1)
K am1 Am2 tte Amn, )
si chiama matrice m per n.
Le m n-uple orizzontali
(a11, a2, ..., aln) ) (a217 a2, ..., azn) y oo (amla Am2, - ..

si chiamano righe della matrice e le n m-uple

(an\ (au\ (am\

ai a2 A2n

o ) N ) L

21
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verticali sono chiamate le colonne di A.

Indicheremo una matrice con il simbolo

A=(aj),i=1,....,mj=1...,n

Siano A e B due matrici m X n:

( a1 a19 : Q1p \ ( b11 b12
as1 a9 : a2p . bar  boo
K am1 Am2 Tt Amn, ) \ bml bm2

(3.2)

bia )

b2n

b |

La somma di A e B si scrive A+ B ed ¢ la matrice m X n

ottenuta come segue:

Usando la notazione (3.2)

(A -+ B)Zj = CLZ']' + bij

( ay + b1 a2 + b1a oo A+ by \
as; + bay a2 + Do cee gy + by
\ am1 + bml Am2 + me o Amn + bmn )

(3.3)

Osservazione 17 Osserviamo che la somma tra due ma-

trict e possibile solo quando le due matrici hanno lo

stesso numero di righe e di colonne.
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Il prodotto di una matrice A e uno scalare A si scrive A\A
ed e la matrice m X n che si ottiene moltiplicando per A ogni

elemento di A:

( Aaig a2 e Ay \
Aag Ao e Aaay, (3. 4)
\ )\aml )\am2 e )\amn /

Vale il seguente:

Teorema 18 L’insieme delle matrici m X n € uno spa-
210 vettoriale rispetto alle operazione di somma e mol-
tiplicazione per uno scalare definite da (3.3) e (3.4) ri-
spettivamente. Il vettore nullo e la matrice nulla m X n

mentre ['opposto della matrice A = (a;;) € la matrice

—A = (—aj;).

Siano A = (a;;) e B = (bjr) due matrici m x p e p x
n rispettivamente (il numero di colonne di A ¢ uguale al
numero di righe di B). Allora il prodotto AB ¢ la matrice
m X n il cui elemento 25 e ottenuto moltiplicando la riga z-ma
A; di A per lariga j-ma B; di B (qui si intende il prodotto
scalare della riga e la colonna considerati come vettori in R?).

In altre parole se C' = (¢jj),t =1,2,...m,7=1,2...neil
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prodotto tra A e B allora:
p
Cik = @by + @igbog + -+ + Qipbyr = Z Qijbjk-
j=1
Osserviamo che che il prodotto AB tra due matrici A
e B non ¢ definito se il numero di colonne di A e diverso
dal numero di righe di B. Osserviamo inoltre che anche
se definito il prodotto di due matrici ¢ , in generale, non

commutativo (costruire un esempio).

Valgono le seguenti relazioni:
(i) (AB)C = A(BC),YA € M, B € M, C € Myp;

(ii

(iii) (B+ C)A= BA+ CAVB,C € M,;;, A € M,,;;

)
) A(B+C(C)=AB+ AC,VA € M,;;, B,C € M,,,;
)
)
)
)

(iv

MAB) = (M)B = A(AB),YA, B € M, A € R;
(v) OA = O, O matrice nulla m x p, A € M,,,;

(vi) BO =0, O matrice nulla p x n, B € M,,,

La trasposta A’ di una matrice A € M,,, ¢ la matrice
in M,,, ottenuta da A scambiando le sue righe con le sue
colonne.

Una matrice n X n cioe che presenta lo stesso numero di

righe e colonne si dice quadrata. 11 numero di righe (e quello
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delle colonne) si chiama ordine della matrice. L’insieme delle
matrici quadrate verra denotato con M,,.
Una matrice quadrata A € M, si dice simmetrica se AT =
A.
Una matrice quadrata A € M, si dice antisimmetrica se
AT = —A.

La diagonale principale di A = (a;;) € M, ¢ costituita
dagli elementi a1, s, . .., Gyp.
Data una matrice quadrata A € M, la traccia di A ¢ il
numero reale che si ottiene sommando gli elementi della sua

diagonale principale. e si indica con tr A, cioe

n
tr A = Z ijj.
7=1

Osserviamo che se A e B sono due matrici quadrate al-
lora ha senso considerare sia AB che BA. Se A = (aj;) ¢
una matrice quadrata. La diagonale di A e costituita dagli
elementi aq1, as, . .., Anyy,.

La matrice diagonale che ha tutti gli elementi 1 nella diago-

nale e 0 altrove si chiama la matrice 1dentica e si indica con
I,
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Osserviamo che la matrice identica I,, = (d;;) ¢ tale che

Il se1=7y
0jj = L
0 set? #
Essa soddisfa: Al, = I,,A per ogni A € M,,. Uno matrice
A = (a;j) e detta triangolare superiormente se a;; = 0,1 <
J mentre ¢ triangolare inferiormente se a;; = 0,1 > j.

Una matrice quadrata A di ordine n si dice invertibile se

esiste una matrice B tale che:
AB = BA=1,. (3.5)

La matrice B che soddisfa la (3.5) ¢ unica:
ABl = BlA = ]n e AB2 = BQA = In implicano

By = Bil, = Bi(ABs) = (ByA)By = I, B, = B>.

La matrice B che soddisfa (3.5) si chiama la matrice inversa
di A e si indica con A"

Osserviamo che che la moltiplicazione di due matrici di
ordine n A e B da origine ad una matrice invertibile AB
la cui inversa ¢ B~'A™!. Pill in generale se Ay, Ag, ... A,
sono matrici invertibili allora A; Ay ... A, ¢ invertibile con
inversa A, . .. ATAT

Il primo caso non banale di inversione di una matrice qua-
drata ¢ il caso 2 X 2 (se @ ¢ una matrice non nulla 1 x 1, cioe

un numero non nullo allora il suo inverso ¢ dato da ).
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Sia allora

=(10)

una matrice 2 X 2. Cerchiamo degli scalari ., vy, 2z, t tali che

a b ry\ (10
c d z t 01
o equivalentemente

ar+bz =1 ay+bt =0
e
ct+dz =0 cy+dt =1
[ due sistemi ammettono soluzione se e solo se det A = ad —

bec £ 0 e si ottiene facilmente

1 d —b
At = :
det A ( —C Q >

Per trovare I'inversa di una matrice di ordine n qualunque

0 per capire se una tale inversa esiste abbiamo bisogno di
alcune definizioni.
Il determinante di una matrice quadrata n x n si definisce

come (sviluppo rispetto alla prima riga)

det A = Z(—1)1+ja1jA1j,
J=1
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dove A;; ¢ la matrice (n — 1) x (n — 1) ottenuta eleminando
la prima riga e la colonna j-sima dalla matrice A.

Si puo dimostrare che il determinante puo essere sviluppato
anche secondo una riga qualunque tenendo conto opportuna-
mente dei segni. Piu precisamente vale la seguente formula,

che rappresenta lo sviluppo rispetto alla i-sima riga.

det A = Z HJ a;j A

Definiamo ora le operazioni elementari sulle righe di una
matrice A € M, .

Sia A; la riga i-esima di A.

Allora

(A
A

4,/

Consideriamo le seguenti operazioni elementari:
1. Scambiare la riga i-esima con la riga j-esima A; < A;;

2. moltiplicare la riga ¢-ma per uno scalare non nullo A,

A — NA;

28



3. sostituire alla riga ¢-esima A volte la j-esima sommata

alla riga 7-esima stessa, A; — AA; + A;.
Valgono le seguenti proprieta:

e il determinante cambia di segno se si scambiano due

righe tra loro;

e il determinante risulta moltiplicato per A se si moltiplica

una riga per A;

e il determinante non cambia se si applica un’ operazione

elementare di tipo 3;

e il determinante di una matrice con due righe uguali e

nullo;

e il determinante di una matrice con due righe proporzio-

nali e nullo;

e ¢ nullo il determinante di una matrice che ha una riga

che e combinazione lineare delle altre righe;
o det(A) = det(Al);

o det(AB) = det Adet B
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Un criterio per capire se una matrice ¢ invertibile e il seguen-
te: una matrice invertibile se e solo se il suo determinante ¢

diverso da zero.

Un criterio per capire se n vettori in R"” formano una base
e il seguente: n-vettori in R” formano una base se e solo se
la matrice n X n che ha come righe i vettori in questione ha

determinante diverso da zero.

L’ algoritmo per trovare 'inversa di una matrice quadrata
A di ordine n, o per determinare se A non e invertibile ¢ il

seguente:

Passo 1. formare la matrice n x 2n M = (A|l,): A nella meta

sinistra /,, nella meta destra di M.

Passo 2. usando operazioni elementari sulle righe ridurre M nella

forma (I,,| B), dove I, & la matrice identita n X n

Passo 3. porre A~! = B.
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Esempio 19 Trovare 'inversa della matrice

(12 10

01 -1 1
13 1 =2

\14—2 4

Scriviamo la matrice 4 x 8

(12 1 01000)
01 -1 10100
13 1 20010
\14-2 40001

Applicando le operazioni elementari:
Az — —A1 + A3, Ay — —A1 + Ay

S1 ottiene:

(12 1 0 1000)
01 -1 1 0100
01 0 —-2-1010
\02 -3 4 -1001)
Applicando le operazioni elementari:

Al — —2142 + Al,Ag — _A2 + Ag,A4 — —2A2 + A4
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s1 ottiene:

(10 3 -2 1 -200)
01 -1 1 0 100
00 1 -3 -1 110
\00 -1 2 -1 -201)

Applicando le operazioni elementari:
Al — —3A3+ Ay, Ay — A3+ Ay, Ay — Az + Ay

Sl ottiene:

(100 7 4 1 =30)
010 -2-1 0 10
001 -3 —-1-1 10
\000 -1 -2-3 11)

Applicando I’ operazione elementare: A, — — Ay si ottie-

ne:

(100 7 4 1 -3 0)
010 -2-1 0 1 0
001 -3 —-1-1 1 0
\000 1 2 3 —1—-1)
Infine, applicando le operazioni elementari:
As — 3A+ A3, Ay — 2A, 4+ Ay, Ay — —TAL+ A4

s1 ottiene:
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(1000 -10 20 4 7))
0100 3 6 —1 —2
0010 5 8 —2 —3
\0001 2 3 —1—-1)

Di conseguenza:

(=10 =20 4 7
36 —1 2
508 —2 -3

\ 2 3 -1 -1

Lo studente e inviatato a verificare che questa matrice rap-

Al =

presenta effettivimente 'inversa della matrice A.

Osservazione 20 Se applicando 1'algoritmo precedente si
viene a creare nella meta sinistra di M una riga o una colonna

nulla questo significa che la matrice non ¢ invertibile.

Sia A € M,,,,. Un minore di ordine p di A ¢ una matrice
p X p che si ottiene da A cancellando m — p righe e n — p
colonne. Diremo che il rango di A e r, e scriveremo rg(A) =
r, se A ha un minore M di ordine di  con det M = 0 e tutti

i minori di ordine maggiore di  hanno determinante nullo.
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Il rango di una matrice ¢ invariante per operazioni elementa-
ri. Questo fornisce anche un metodo per il calcolo del rango

di una matrice.

3.2 Sistemi di equazioni lineari

Consideriamo un sistema di m equazioni lineari, diciamo

Ly, Lo, ..., L, inn incognite x1, xo, ..., x, nella forma
(
a1r1 + apprs + -+ 4+ apx, = b
ao1T1 + axry + - 4+ agx, = by
(3.6)
L Am1T1 + AmaT2 + - + AppTy = bm

dove le a;; e le b; sono costanti. Una soluzione (o soluzio-
ne particolare) di detto sistema e un n-uplau = (A1, A, ... A\y)
di costanti soluzione di ogni equazione del sistema. L’insie-
me di tutte queste soluzioni si chiama soluzione generale
del sistema. Sistemi di equazioni lineari nelle stesse inco-
gnite si dicono equivalent: quando hanno la stessa soluzio-
ne generale. Un modo per ottenere un sistema equivalente
ad uno assegnato e di applicare una sequenza delle seguenti

operazioni elementari:

e Scambiare I'equazione ¢-ma con la j-ma;
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e moltiplicare '’equazione ¢-ma per uno scalare non nullo
A;

e sostituire I'equazione ¢-ma con A volte la j-ma sommata

alla 7-ma.

Un metodo per risolvere un sistema di equazioni lineari ¢

quello di eliminazione di Gauss:

Passo 1. Usando le operazioni elementari ridurre il sistema ad
uno equivalente piu semplice (in forma triangolare o a

gradini, vedi oltre).
Passo 2. Trovare le soluzioni del sistema semplificato

Supponiamo che durante I'applicazione del passo 1 si ot-

tenga l'equazione

L:0x1+0x94---+0x,=0>5

allora:

e se b = 0, L si puo cancellare senza che l'insieme delle

soluzioni cambi;
e se b # 0 allora il sistema non ha soluzioni.

Sistemi in forma triangolare
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Un sistema di equazioni lineari ¢ in forma triangolare
se il numero di equazioni ¢ uguale a quello delle incognite,
e se xj ¢ incognita iniziale dell’equazione k-ma. Percio un

sistema triangolare di equazioni lineari avra la forma;

/

a11r1 + appry + + A1 p-1Tp—1 T A1y
A22T9 + + A2n-1Tp—1 + A25n-1Tp—1
\
An—1n-1Tp—1 T Ap—1pTp = bp—1
Apndn — bn

dove all#O,agg#O...am#O.

Il suddetto sistema ha una soluzione unica, che si puo ot-
tenere con un procedimento di sostituzione a posteriori: si ri-
cava x, dall'ultima equazione lo si sostituisce nella penultima
che si risolve rispetto all'incognita x,,_1 etc. Il procedimento
ha fine quando si trova la prima incognita ;.

Sistema a gradini

Un sistema di equazioni lineari ¢ in forma a gradini se
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della forma seguente:

p

aj1ry + agpry + - + aypr, = b
) A2j,Tjy + A25y+1Tjp41 + -0+ GTn = by
L Ay, L, + Ay . +1T j+1 + o + ATy = br

dove 1 < jo <--- < jreap #0,a2, #0,...,a., #0.

Un’incognita x; in un sistema a gradini si chiama variabi-
le libera se essa non ¢ incognita iniziale in alcuna equazione,
OVVEIO X # X1, Tk # Tjyy - -, Tk 7 Tj,.

Osserviamo che r < n. Se r = n 1l sistema ¢ allora in
forma triangolare e quindi ammette un’'unica soluzione; se
r < n ¢l sono meno equazioni che incognite. Si possono
allora assegnare valori arbitrari alle n — r variabili libere e
ottenere una soluzione del sistema. Al variare di questi valori
arbitrari si ottengono soluzioni diverse, quindi il sistema ha
infinite soluzioni.

Algoritmo di Gauss—Jordan

Quest’algoritmo permette di ridurre un sistema di m equa-
zioni in m incognite ad un sistema a gradini (o in forma)

triangolare ovvero determina se il sistema non ha soluzioni.

Passo 1. Scambiare le righe in modo che la prima incognita x; ap-
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Passo 2.

Passo 3.

Passo 4.

Passo 5.

paia con un coefficiente non nullo nella prima equazione:
arr # 0;

Usare aq; come perno per eliminare x; da tutte le equa-

zioni meno che la prima (sostituendo la 7-ma equazio-

ne ¢ > 1 con la prima equazione moltiplicata per —<i
sommata alla -ma equazione);

Elsaminare ogni nuova equazione L:

(a) se L ha la forma

L:0x1+0x94---+0x, =0

o se L e multipla di un’altra equazione, cancellarla

dal sistema;

(b) se L ha la forma
L:0x;+0xy+---+0x, =0,
b # 0, uscire dall’algoritmo: il sistema non ha solu-
zlonl.
Ripetere i passi 1, 2, 3 sul sottosistema formato da tutte

le equazioni meno la prima;

Continuare il procedimento finche il sistema non si pre-
senta in forma a gradini, o finche nel caso (b) non si

ottiene un’equazione degenere.
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Sistemi omogenei
Una classe importanza di sistemi sono quelli omogenet

Un sistema omogeneo di m equazioni in n incognite ha la

forma:
)
aj1xy + aprs + -+ + apx, = 0
ao1r1 -+ Qa99T9 + -+ + QopX, =
(37)
L Am1T1 + a2 + -+ + AupTy, = 0

Un tale sistema ha sempre una soluzione, la soluzione nulla
consistente della n-upla (0,0, ...,0), detta anche soluzione
banale. Ogni altra soluzione, se esiste, si chiama soluzione
non banale.

Come conseguenza un sistema omogeneo potra essere sem-

pre ricondotto ad un sistema omogeno in forma a gradini:

/

aj1xr,y + agppry + - + aipx, = 0
) A2jyTjy + A2jp41Tjp41 + o0+ ATy =
\ Arj,Tj, + Qrjp1ZTje1 + o0+ @y =

dove1<j2<---<jrea11#O,a%#o,...,amr#o.

Ci sono quindi due possibilita :
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(i) 7 = n, il sistema ¢ triangolare e ammette quindi la sola

soluzione nulla.
(ii) 7 < n, il sistema ha una soluzione non zero.

Concludiamo enunciando due teoremi e il corrispondente

corollario (che saranno dimostrati nel corso delle lezioni).

Teorema 21 Sia Ax = b un sistema lineare compatibile.
Allora tutte le sue soluzioni si ottengono sommando ad
una sua soluzione particolare Xy tutte le soluzioni del

sistema lineare omogeneo Ax = 0.

Teorema 22 Sia A una matrice mxn. Allora il sistema
Az = b & compatibile se e solo se rgA = rg(Alb). Quan-
do 1l sistema ¢ compatibile, le soluzioni dipendono da
n — rg A parametri (variabili libere). Il numero n — rg A
e detta la dimensione dell’insieme delle soluzioni. In

particolare la soluzione € unica se rg A = n.

Corollario 23 Sia A una matrice m x n. Allora il si-
stema omogeneo Ax = 0 ha una soluzione non banale
x # 0 se e solo se rgA < n. Percio se m <n, Ar =0

ha sempre una soluzione non banale. Nel caso m = n:

o Az=0 ha una soluzione non banale se e solo se A ¢é

singolare,
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o Ax = b ha esattamente una soluzione se e solo se A

e non singolare.
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Capitolo 4

Combinazioni lineari, vettori

linearmente indipendenti...

Queste brevi note sono un reassunto di quello che abbiamo
visto a lezione. I vettori e; rappresentano i vettori di R" con

1 nell’ 7-esima posizione e 0 altrove.

4.1 Combinazioni lineari

Un vettore v € R" si dice combinazione lineare del vettori

V1, ..., Vi Se esistono scalari z1, ...,z € R tali che
V = X1V1 + X9V + - - T V.

Gli scalari 1, ...,z si chiamano coefficient: della combi-
nazione lineare. La combinazione lineare e detta non banale

se almeno uno dei coeflicienti e diverso da zero.

Lo spazio generato dai vettori vq,...,vix € R” ¢ I'insieme
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di tutti 1 vettori che si ottengono come combinazioni lineari

di vi,...,Vk
L={x1vy+ xova + - - xpVK|T1, ..., Tk € R}
Un insieme di vettori vq,...,vix € R" si dice insieme di

generatori per R” se
L(vy,...,vk) =R",

cioe se ogni vettore di R™ ¢ combinazione lineare di vq, . . . , V.

In questo caso si dice anche che che vq, ..., vy generano R”.

e Se vy ¢ un vettore non nullo in R? allora £(vy) ¢ la
retta per origine {tvq|t € R}. Se v; = 0 allora £(vy)

consiste della sola origine.

e Se vy e vg sono due vettori di R?, allora £(vy,va) ¢
I'insieme dei vettori della forma a;vy +asva. Se vy e va
non sono multipli I'uno dell’altro, £(v1,va) € un piano
per l'origine, altrimenti ¢ una retta per ’origine, eccetto

il caso vi = vg = 0., dove L(vq,Vva) e lorigine stessa.

e Analogamente, lo spazio generato da tre vettori vy, va,
V3 puo essere tutto R3, o un piano passante per 1’origine,

o una retta passante per l'origine, o l'origine stessa.
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e | vettori ej,7 = 1,2, ...n generano R".

[ vettori vq, ..., vk € R" si dicono linearmente dipendent:
se esistono x1,...,zr € R, almeno uno dei quali diverso da

zero , tali che
T1V1 + Tove + - -2V = 0.
In altre parole, se il vettore nullo puo essere scritto come
combinazione lineare non banale di vq, ..., V.
[ vettori si dicono linearmente indipendenti se non sono

linearmente dipendenti, cioe se da

T1V1 + ToVy + -+ T VK = 0

segue che

T =2T9="---=x = 0.

Ovvero 'unica combinazione lineare di vq, . . . , Vi che e ugua-

le al vettore nullo & quella banale.
[ vettori ej,2 = 1,...,n sono linearmente indipendenti.

Valgono i seguenti fatti:
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e Se uno dei vettori vq,..., vy e il vettore nullo, allora

V1, ..., Vk sono linearmente dipendenti;

e un vettore vy e linearmente indipendente se e solo se
vi1 # 0;

e due vettori vi e vy sono linearmente indipendenti se e

solo se non sono multipli 'uno dell’altro;

® Se v e Vo sono linearmente indipendenti, ma vy, vg v3
sono dipendenti, allora v3 ¢ combinazione lineare di vy
e va. Viceversa, se vy € combinazione lineare di vy e

vo, allora vq, vg e v3 sono linearmente dipendenti;

e Vettori di R" non nulli e ortogonali sono linearmente

indipendenti.

Criterio per vettori di R"

Dati vq,..., vk € R” possiamo formare la matrice n X k,
A = (vq,...,Vk) che ha per colonne i vettori dati. Allo-
ra ogni combinazione lineare dei vettori vq,..., Vi si puo

esprimere come un prodotto di matrici:
T1V1 + ToVe + -+ - + 11V = Ax,

dove z ¢ il vettore colonna di componenti (z1, T, . .., xy).
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Cio consente di riformulare le nozioni di dipendenza lineare,
indipendenza lineare e spazio generato nella terminologia dei

sistemi lineari:

1. I vettori vq,...,vk € R" sono linearmente dipendenti
se e solo se esiste una soluzione x # 0 del sistema lineare

omogeneo Ax = 0;

2. I vettori vq,...,vk € R" sono linearmente indipen-
denti se e solo se 'unica soluzione del sistema lineare

omogeneo Ax = 0 ¢ quella banale x = 0;

3. Un vettore b appartiene a L(vq,..., Vi) se e solo se il

sistema lineare Az = b e compatibile.

Combinando le affermazioni precedenti con 1 Teoremi relativi

al sistemi lienari, otteniamo:

4. k vettori di R" sono lineramente indipendenti se e solo
se la corrispondente matrice n x k ha rango k (quindi
k<n);

5.se k > n, k vettori di R" sono linearmente dipendenti

(Attenzione: il viceversa non e vero. Fare un esempio);

6. k vettori di R" generano R" se e solo se la matrice A, n X

k ha rango n. Questo richiede che k > n. (Attenzione
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non ¢ vero che un qualsiasi insieme di n o piu vettori di

di R™ genera R". Fare un esempio).

Un base di R"™ ¢ un insieme ordinato di generatori linear-
mente indipendenti di R". Una base ortogonale di R" ¢ una
base 1 cui vettori sono a due a due ortogonali. Una base di
R" si dice ortonormale se inoltre tutti i suoi vettori hanno

lunghezza uno.
[ vettori e;,72 = 1,...n sono una base ortonormale di R".
Deduciamo il seguente

Teorema 24 Una base di R" e formata esattamente da

n vettori. Un insieme di vettori vi,...,vy € R" € una
base se e solo se la matrice n xn A= (vy,...,Vy) € non
singolare.

Una base dello spazio
L={x1vi+ xova + - - T Vk| 21, ..., 21 € R}

generato dai vettori vq,...v; ¢ uguale al minimo nume-
ro di generatori di £ ovvero il massimo numero di vettori

linearmente indipendenti di L.
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