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7.4 Il Lemma e il Teorema di Gauss

Lemma 7.4.1 (Gauss) Il gruppo Aut(Z,m) é ciclico per ogni primo dispari p e per
ognim > 1.

Dimostriamo solo il caso m = 1, in cui Z;, € un campo. Il lettore interessato
al caso generale potra consultare I’Appendice A.

Lemma 7.4.2 (Lemma di Gauss per m = 1) Aut(Z,), con p primo dispari, é ciclico.

Dimostrazione: Dimostriamo che se K ¢ un campo e G < K* & un sottogrup-
po finito del gruppo moltiplicativo, allora G & ciclico (da cid segue immediata-
mente che Aut(Z,) = U(Z,) = (Z, \ {[0],}, -) & ciclico).
Sia k = max{o(a) | a € G} esia x € G tale che o(x) = k. La dimostrazione
sara conclusa se dimostriamo che |G| = k.
Consideriamo
X={aecG|ad=1}CG.

Se per assurdo X # G, allora esisterebbe y € G tale che y* # 1, e quindi

0(y) 1 k. Per il Corollario 3.5.14, poiché x e y commutano (essendo G abeliano),

esisterebbe z € G tale che o(z) = [0(x),0(y)] = [k,0(y)] > k, contraddicendo
l'ipotesi.

Quindi G = X. Dato che k = |{ x )| < |G| e |X]| < k, in quanto il polinomio

xK — 1 (a coefficienti nel campo KK) ha al pii1 k radici, si conclude che |G| = k.

O

Teorema 7.4.3 (Gauss) Il gruppo Aut(Z,) éciclicoseesolosen € {1,2,4, p™,2p™},
con p un primo dispari.

Dimostrazione: Iniziamo dimostrando che se n € {1,2,4,p™,2p™}, con p
primo dispari, allora Aut(Z,) ¢ ciclico.

Pericasin = 1en = 2, abbiamo rispettivamente il gruppo banale e Z,, i
cui gruppi di automorfismi sono entrambi banali. Per n = 4, si ha Aut(Z4) =
Zj. 1l caso n = p™ segue dal Lemma di Gauss (Lemma 7.4.1). Infine, se n =
2p™, allora poiché (2, p™) =1, siaha Z,, = Z; x Z,m e per il Teorema 6.3.1

Aut(Z,) = Aut(Z,) x Aut(Zym) = {0} x Aut(Zym) = Aut(Zym),

che e ciclico, ancora per il Lemma di Gauss.
Mostriamo ora che se Aut(Z,) & ciclico, alloran € {1,2,4, p™,2p™}, con p
primo dispari.
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dove i p; sono primi dispari distinti.

o
n=2%p P 420, pi#p
Dimostriamo che puo esserci al massimo un solo primo dispari nella scom-
posizione di n. Supponiamo per assurdo che esistano due primi dispari distin-
ti, diciamo pj e p2, con g > 1eay > 1. In questo caso, Z,, = Zpal X Zpaz X Ly,
1 2
dove r = 2%pZ® - .. pi*. Allora, per il Teorema 6.3.1, si ha

Aut(Z,) = Aut(Zpacl) X Aut(Zpaz) x Aut(Z,).
2

1

Essendo Aut(Z,) ciclico, anche Aut(Zpal )e Aut(Zpaz) devono essere ciclici, e
1 2

i loro ordini devono essere primi tra loro. Tuttavia,

| Aut(Z )| = o (p;") = i (pi— 1),

che e pari peri = 1,2, portando cosi a una contraddizione. Quindi, n = 2%p*,
con p un primo dispari.

Restano ora da esaminare i casi n = 2% conag > 3 en = 2%0p* con ay > 2
e a > 1, per mostrare che in questi casi Aut(Z,) non & ciclico.

Consideriamo innanzitutto il caso n = 2% con &y > 3. Supponiamo, per
assurdo che Aut(Z, ) sia ciclico. Consideriamo l’applicazione

AU(Zyo) = U(Zny) — Aut(Zs) = U(Zs), [u]0 > [u]s

che & un omomorfismo suriettivo di gruppi e quindi Aut(Zg) dovrebbe essere
ciclico, ma Aut(Zg) = Z, x Z,, non é ciclico.

Infine, consideriamo il caso n = 2*0p® con ay > 2 e & > 1. Dall’isomorfismo
Zy = Zowy X Zye, si ottiene

Aut(Zn) = Aut(Zzao) X Aut(Zpa),
nuovamente per il Teorema 6.3.1. Tuttavia, le cardinalita sono
| Aut(Zy )| = @(2%0) =271, [Aut(Zp)| = p*(p— 1),

entrambe pari (poiché ap > 2 e p € un primo dispari), il che implica che
Aut(Z,) non e ciclico, ottenendo cosi la contraddizione cercata. U



