Capitolo 1

Semigruppi, monoidi e gruppi

1.1 Semigruppi

Sia X un insieme diverso dal vuoto. Un’ operazione binaria - su X & un’applica-
zione
X x X=X, (xy) = x-y.

Diremo che un’operazione binaria - su un insieme X e associativa se
(x-y)-z=x-(y-z),Vx,y,z € X.

Osservazione 1.1.1 Indicheremo con xy il prodotto x - y rta due elementi x, y
quando l'operazione binaria - sara chiara dal contesto. Inoltre se vale la pro-
prieta associativa, dati tre elementi x,y, z potremo scrivere senza ambiguita
xyz per indicare (xy)z = x(yz)

Un semigruppo & una coppia (S, -), dove S # @ e - & un’operazione binaria
su S associativa.

Dato un semigruppo (S, -) diremo che S & il supporto del semigruppo (S, )
e indichieremo la sua cardinalita con |S|. A volte chiameremo |S| I” ordine del
semigruppo (S, ). Diremo anche che un semigruppo € finito (risp. infinito) se
il suo ordine e finito (risp. infinito).

Un’operazione binaria su un insieme X # @ e detta commutativa se

x-y=y-x,vx,y € X.

Un semigruppo (S, -) nel quale I'operazione binaria - € commutativa verra
chiamato semigruppo abeliano o commutativo.

Esempio 1.1.2 Le coppie (S,+) dove S = N, Z, Q, R, C e + & la somma
usuale sono semigruppi abeliani infiniti.
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Esempio 1.1.3 Le coppie (S, +) dove St =INT, Z*,Q",R" sono semigrup-
pi abeliani infiniti. In quest’esempio ST = {x € S | x > 0}.

Esempio 1.1.4 Le coppie (S,-)dove S =N, Z, Q, R, Ce - &lamoltiplicazione

usuale sono semigruppi abeliani infiniti.

Esempio 1.1.5 Le coppie (S, -) dove S = IN*¥, Z*, Q*, R*, C* sono semigrup-
pi abeliani infiniti. In queste note indicheremo con S* = S\ {0} se S & un
insieme numerico contenente 0 (si noti che N* = IN*).

Esempio 1.1.6 Sia P l'insieme dei numeri interi pari allora (P,+), (P*,+),
(P,-), e (P*,-) sono semigruppi abeliani infiniti, dove la somma e la motiplica-
zione sono quelle usuali.

Esempio 1.1.7 Sia m > 2 un numero naturale allora (Z,,, +) e (Z,-) con le
operazioni definite sulle classi modulo m come

[X]m + [Ylm =[x+ Ylm (1.1)

(X - [Ylm = [xy]m (1.2)

sono semigruppi abeliani di ordine m.

Esempio 1.1.8 Sia P(X) l'insieme delle parti di un insieme X # @. Sia U (risp.
N) 'operazione binaria su P(X) che a due elementi A,B € P(X) (A,B C X)
associa la loro unione (risp. intersezione) A U B (risp. A N B). Allora (P(X), U)
(risp. (P(X),N)) & un semigruppo abeliano. L'ordine di P(X) ¢ finito se e solo
se X ha cardinalita finita.

Esempio 1.1.9 Sia X un insieme, X # @. Definiamo un’operazione binaria -
su X come
x-y=uxVx,yecX (1.3)

Si verifica immediatamente che (X, -) € un semigruppo. non abeliano se X
ha almeno due elementi. Analogamente possiamo definire su X 1’operzione
binaria

x-y=yx,yc X (1.4)

Esempio 1.1.10 Sia X un insieme, X # @. Consideriamo l'insieme S = X%
costituito da tutte le applicazioni da X in se stesso con operazione binaria

fog&Vf.g€Ss,
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dove o denota la composizione di applicazioni.

Si verifica immediatamente che (S, -) &€ un semigruppo. Inoltre questo se-
migruppo non ¢ abeliano se X ha almeno due elementi. Infatti se a,b € X,
a # b allora le applicazioni (costanti) f,¢ € S definite da f(x) =ae g(x) =,

per ogni x € X, sono tali che f(g(a)) =aeg(f(a)) =bequindi fog # go f.

Sia - un’operazione binaria su un insieme X # @. Diremo che x € X ¢
cancellabile a sinistra (risp. a destra) se

x-y=x-z = y=z VyzeX (1.5)

(risp. y-x=z-x = y=1z VyzeX). (1.6)

Un’operazione binaria - su un insieme X soddisfa la legge di cancellazione a
sinistra (risp. a destra) se ogni elemento di X & cancellabile a sinistra (risp. a
destra), cioe

x-y=x-z = y=2z2 x,yze€X (1.7)

(risp. y-x=z-x = y=2z Vx,y,z € X). (1.8)

Diremo che un’operazione binaria su X # @ soddisfa la legge di cancellazio-
ne se soddisfa la legge di cancellazione sia a sinistra che a destra.

Osservazione 1.1.11 Se l'operazione binaria € commutativa allora ogni x € X
¢ cancellabile a sinistra se e solo se e cancellabile a destra e quindi vale la legge
di cancellazione a sinistra se e solo se vale la legge di cancellazione a destra se
e solo se vale la legge di cancellazione.

Esempi 1.1.12 1l lettore e invitato a convincerci fornendo se necessario una
dimostrazione della validita delle affermazioni seguenti.

1. nei semigruppi abeliani (S, +) e (ST, +) degli Esempi 1.1.2 e 1.1.3 vale la
legge di cancellazione.

2. Nei semigruppi (S, -) dell’Esempio 1.1.4 non vale la legge di cancellazio-
ne: infatti0-2 = 0 - 3 ma 2 # 3. Un elemento e cancellabile se e solo se &
diverso da 0.

3. nei semigruppi (S, -) dell’'Esempio 1.1.5 vale la legge di cancellazione.

4. nei semigruppi abeliani (P, +), (P, +) e (P*, -) dell’'Esempio 1.1.6 vale la
legge di cancellazione. Mentre nel semigruppo abeliano (P, -) dello stesso
esempio non vale la legge di cancellazione (un elemento & cancellabile se
e solo se e diverso da 0).
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. 'operazione binaria (1.1) soddisfa la legge di cancellazione. Mentre 1'o-

perazione binaria (1.2) non la soddisfa. Infatti [0} (0] = [0]mu[1]m = [1]m
ma [0];; # [1]m. Lo studio degli elementi cancellabili nel semigruppo
(Zy, -) e legato ai divisori dello zero nell’anello (Z,,, -), argomento non
trattato in queste note.

. il semigruppo abeliano (P(X), U) (risp. (P(X),N)) non soddisfa la legge

di cancellazione. Per esempiose A C Be A C Ce B # Callora A =
ANB=ANCnonimplica B = C.

sia X un insieme con almeno due elementi. Allora I'operazione binaria
(1.3) (risp. (1.4)) soddisfa la legge di cancellazione a destra (risp. sinistra)
ma non a sinistra (risp. destra).

. nel semigruppo (S, o) dell’'Esempio 1.1.10 un elemento f € S & cancella-

bile a sinistra (risp. a destra) se e solo se f ¢ iniettiva (risp. suriettiva).

Sia - un’operzaione binaria su un insime X # @. Diremo che b € X e

idempotente se

b>:=b-b=h.

Esempi 1.1.13 1l lettore & invitato a convincersi fornendo se necessario una

dimostrazione della validita delle affermazioni seguenti.

1.

nei semigruppi (S, +) dell” Esempio 1.1.2 'unico elemento idempotente
e 0.

. nei semigruppi (ST, +) dell’ Esempio 1.1.3 non ci sono elementi idempo-
tenti.

. nei semigruppi (S, -) dell’Esempio 1.1.4 ci sono due elementi idempoten-
ti,0el.

. nei semigruppi (S, -) dell’Esempio 1.1.5 I'unico elemento idempotente &
0.

. nei semigruppo (P, +) e (P, -) l'unico elemento idempotente ¢ 0. Nei

semigruppo (P, +) e (P*, ) non ci sono elementi idempotenti.

. nel semigruppo (Z;, +), [0]m € l'unico elemento idempotente se m &

dispari. Cosa succede se m e pari?
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7. nei semigruppi degli Esempi 1.1.8 e 1.1.9 tutti gli elementi sono idempo-
tenti.

Osservazione 1.1.14 Nel semigruppo (S, o) dell’Esempio 1.1.10 ci possono es-
sere tanti elementi idempotenti e la loro classificazione varia al variare dell’in-

sieme X. Il lettore & inviato a riflettere sul caso X = R.

Concludiamo questa sezione dimostrando 'esistenza di un elemento idem-
potente in un semigruppo finito.

Proposizione 1.1.15 Sia (S, -) un semigruppo finito. Allora esiste almeno un ele-
mento idempotente di S.

Dimostrazione: Sia x € S un elemento arbitrario. Per la proprieta associativa

dell’operazione binaria - possiamo definire

xti=x-x---x, Yn e NT.
L —

n volte

Inoltre per induzione su n € IN si dimostra che
X" = x"x = xx™, Vn e NT (1.9)
e, pit1 in generale,
XM = "™ = x"x", Ym,n € N7. (1.10)
La (1.10) segue facilmente fissando m € IN, usando I'induzione su n e la (1.9).
Sia
C(x)={x"|neNT}

Poiche C(x) C Se|S| < coanche |C(x)| < oo. Consideriamo ora ’applicazione
f:INT = C(x), n— x".

Poiche la cardinalita di N & infinita, 'applicazione f non @ iniettiva. Esiste-
ranno quindii,j € INT,coni > j tali che:

Xt = . (1.11)
Dalla (1.10) segue allora che

xt=xiTiy = . (1.12)
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Inoltre, abbiamo che
xt = x"0-Dyl, wn e N*. (1.13)

La (1.13) si dimostra per induzione come segue. Per n = 1 & vera per la (1.12).
Supponiamola vear per n, cioé supponiamo la validita di (1.13). Allora da
(1.10), (1.11) e (1.12) si ottiene

x(n+1)(i_j)xj e xn(i_j)_'_(i_j)xj — xn(i_j)xi_jxj -
= x"=Dylx =T = ¥yl =T = ¥ixi=I = &,

che mostra la validita di (1.13) per n + 1.
Scegliamo ora k € N tale che k(i — j) > j e definiamo b € S come

b= xk(=1),

Mostriamo che b & un elemento idempotente. Infatti

D2 b b= kD) k) — ki) k)i — ki) i k=)~

okl — k=)= — k=) —
O

Osservazione 1.1.16 I semigruppi (ST, +) dell” Esempio 1.1.3 mostrano che
l'ipotesi che S sia finito & necessaria per la validita della proposizione prece-
dente.

1.2 Monoidi

Sia - un’operazione binaria su un insieme X # @. Un elemento 1 € M si dice
elemento neutro a destra (risp. sinistra) per 1’operazione binaria -, se

x-1=x(risp. 1-x=x), Vx € X.

Diremo che 1 é un elemento neutro per 'operazione binaria - se 1 é un
elemento neutro sia a destra che a sinistra.

Se l'operazione binaria & chiara dal constesto, parleremo di elemento neutro
(a destra oppure sinistra) senza specificare I'operazione binaria.

Osservazione 1.2.1 Se l'operazione binaria su un insieme X ¢ commutativa
allora 1 é un elemento neutro a destra se e solo se 1 é un elemento neutro a

sinistra se e solo se 1 & un elemento neutro.
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Osserviamo che se esiste un elemento neutro e per un’operazione binaria
su un insieme X, allora 1 é 1'unico elemento neutro, e parleremo quindi di 1
come |’elemento neutro.

Infatti, se T € X é un altro elemento neutro allora

1=1-1=1,

dove nella prima uguaglianza stiamo usando il fatto che 1 é un elemento neu-
tro a destra, mentre nella seconda che 1 é un elemento neutro a sinistra.
Diremo che un semigruppo (M, -) é un monoide se esiste 1’elemento neutro
1 € M. Equivalentemente, un monoide ¢ un tripletta (M, -, 1), dove (M, ) é
un semigruppo ed 1 é I'elemento neutro.
Un monoide (M, -, 1) é detto abeliano o commutativo se il semigruppo (M, -)
é abeliano.

Notazione 1.2.2 Nel caso di un monoide abeliano scriveremo 1’operazione bi-
naria con + e l’elemento neutro con 0. Quindi un monoide abeliano sara

indicato con (M, +,0). Un monoide arbitrario sara indicato con (M, -, 1).

Esempio 1.2.3 Le coppie (S, +) dell’ Esempio 1.1.2 sono monoidi abeliani in-
tiniti dove I’elemento neutro é lo 0.

Esempio 1.2.4 Nessuna delle coppie (ST, +) dell’Esempio 1.1.3 é un monoide.

Esempio 1.2.5 Le coppie (S, -) dell’Esempio 1.1.4 sono monoidi abeliani infi-
niti con elemento neutro 1.

Esempio 1.2.6 Le coppie (S,-) dell’Esempio 1.1.5 sono semigruppi abeliani
infiniti con elemento neutro 1.

Esempio 1.2.7 Sia P l'insieme dei numeri interi pari come nell’Esempio 1.1.6.
Allora (P, +,0) & un monoide abeliano infinito. Mentre nessuna delle coppie
(P*,4), (P,-) e (P*,-) é un monoide.

Esempio 1.2.8 In riferimento all’Esempio 1.1.7, (Z,, +, [0]m) € (Zm, -, [1]m) so-

no entrambi monoidi abeliani di ordine m.

Esempio 1.2.9 In riferimento all’Esempio 1.1.8 (P(X), U, @) (risp. (P(X), N, X))
sono monoidi abeliani.

Esempio 1.2.10 In riferimento all’Esempio 1.2.10, (X, -) non é mai un monoide
per |X| > 2.
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Esempio 1.2.11 In riferimento all'Esempio 1.1.10, (S = X%, 0) é un monoide
con elemento neutro idx (idx(x) = x per ogni x € X).

Dato un monoide (M, -,1) allora 1’elemento neutro & chiaramente un ele-
mento idempotente (1-1 = 1).

Proposizione 1.2.12 Sia (M, -, 1) un monoide dove vale la legge di cancellazione a
destra oppure a sinistra. Allora 1 é 'unico elemento idempotente.

Dimostrazione: Supponiamo che b € M sia un idempotente e che valga la
legge di cancellazione a destra. Allora dalla relazione

b-b=b>=b=1-b

si ottiene (b é cancellabile a destra) b = 1. Analogamente, se vale la legge di
cancellazione a sinistra da

b-b=bv=b=5b-1

si ottiene (b é cancellabile a sinistra) b = 1. ]

Senza l'ipotesi della legga di cancellazione la proposizione precedente non
¢ valida come mostra il monoide dell’Esempio 1.2.9, dove tutti gli elementi so-
no idempotenti. La Proposizione 1.2.12 non si estende a semigruppi. Si pensi,
per esempio, ad un insieme X con operazione binaria x - y = x (cf. Esempio
1.1.9). Come abbiamo osservato in quest’esempio vale la legge di cancellazione
a destra ma non a sinistra e tutti gli elementi sono idempotenti.

D’altra parte la Proposizione 1.2.12 si estende a semigruppi se si richiede
che valga la legge di cancellazione (sia a destra che a sinistra).

Proposizione 1.2.13 Sia (S, -) un semigruppo dove vale la legge di cancellazione e
siab € S un elemento idempotente. Allora b é I'elemento neutro e quindi (S, -,b) é un
monoide.

Dimostrazione: Supponiamo che b € M sia un idempotente. Allora
b-b-x=0b*x =bx, Vx € S.

Usando la legge di cancellazione a sinistra si ottiene quindi che b - x = x per
ogni x € S e quindi b é un elemento neutro a sinistra. In modo analogo, dalla

relazione
x-b-b=x-b> =x-b,VxeS§

e usando la legge di cancellazione a destra si ottiene b - x = x per ogni x € S.
Quindi b é I’elemento neutro e (S, -, b) é un monoide. O
Combinando la Proposizione 1.1.15 con la Proposizione 1.2.13 si ottiene:
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Corollario 1.2.14 Un semigruppo finito dove vale la legge di cancellazione é un mo-
noide.

1.3 Gruppi

Sia (M, -,1) un monoide e sia x € M. Diremo che a € M é un inverso destro di
X se
x-a=1. (1.14)

Diremo che a € M é un inverso sinistro di x se
a-x=1. (1.15)

Diremo che a ¢ un’inverso di x se, a é sia inverso destro che inverso sinistro. Se
x ha un’inverso allora diremo che x é invertibile

Proposizione 1.3.1 Sia x un elemento di un monoide (M, -,1). Se x é invertibile
allora il suo inverso e unico.

Dimostrazione: Siano a2 e b due inversi di x. Per la proprietd associativa
possiamo scrivere

a=a-1=a-(x-b)=(a-x)-b=1-b=0b,

dove nella seconda uguaglianza abbiamo usato il fatto che b é I'inverso destro
di x e nella terza che a é I'inverso sinistro di x. 4
In virta della proposizione precedente dato un elemento inveritibile x € M
parleremo del suo inverso che indicheremo (momentaneamente) con i(x).
Una tripletta (G, -, 1) é un gruppo se é un monoide e tutti gli elementi di G
sono invertibili.
Quindi un gruppo é una tripletta (G, -, 1) dove (G, -) é un semigruppo (cioé
I'operazione binaria - : G X G — G é associativa) tale che:

x-1=x,Vx € G (1eéelemento neutro a destra); (1.16)

1-x=x,Vx € G (1 e elemento neutro a sinistra); (1.17)

e per ogni x € G esiste i(x) tale che:
x-i(x) =1 (i(x) einverso destro di x); (1.18)

i(x)-x =1 (i(x) einverso sinistro di x). (1.19)
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Osservazione 1.3.2 Come conseguenza dell’esistenza di un inverso per ogni
elemento otteniamo che ogni equazione di primo grado in un gruppo G ha
sempre un’unica soluzione: dati a,b € G. esiste un unico x € G che soddisfa
I'equazione.

ax = b. (1.20)

Infatti moltiplicando a sinistra (risp. destra) per a~! 'equazione precedente si
ottiene a=! - (a-x) = (a='-a) - x = x (risp. a~'b). E quindi 'unica soluzione
dell’equazione (1.20) & x = a~1b.

Notiamo che alcune delle proprietd nella definizione di gruppo sono ri-
dondanti. Infatti, come mostra la seguente proposizione, basta richiedere la
validita del’esistenza di un elemento neutro a destra (risp. sinistra) e di un
inverso destro (risp. sinistro) per ogni elemento di un semigruppo per essere
sicuri che il semigruppo sia in effetti un gruppo.

Proposizione 1.3.3 Sia (S, -) un semigruppo. Supponiamo che le (1.16) e (1.18)
(risp. (1.17) e (1.19)) siano soddisfatte. . Allora (S, -, 1) é un gruppo.

Dimostrazione: Sia x € S. Per la (1.18) esiste i(x) € S tale che x -i(x) = 1.
Vogliamo mostrare che i(x) é anche inverso sinistro di x. Osserviamo che

b:=i(x) x
é idempotente. Infatti
P*=b-b=(i(x)-x)-(i(x)-x) =i(x)-(x-i(x))-x = (i(x)-1) - x =i(x)-x =b,

dove nella penultima uguaglianza abbiamo usato la (1.16). Sia ora i(b) l'inver-
so destro di b che esiste sempre per la (1.18). Allora

e quindii(x) - x = 1ei(x) é inverso sinistro di x. Inoltre 1 & un elemento neutro
a sinistra. Infatti

1-x=(x-i(x)) - x

I
=
—~
~
=
N
=
N
I
=
—_
I
=

In modo analogo si dimostra che un semigruppo dove valgono le (1.17) e (1.19)
¢ un gruppo. [
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Osservazione 1.3.4 Le conclusioni della Proposizione 1.3.3 non sono valide se
si richiede che valgano le (1.16) e (1.19) (risp. (1.17) e (1.18)). Per esempio
sia (X, ) il semigruppo dato da un insieme X # @ con operazione binaria
x-y = x perognix,y € X (si veda 'Esempio 1.1.9). Allora ogni elemento di
X e un elemento neutro a destra e ogni elemento di X ha un inverso sinistro e
come abbiamo gia osservato (X, -) non é un monoide (si veda Esempio 1.2.10).
Un altro esempio & fornito dal semigruppo (IR*, -) con operazione binaria

x-y= x|y,

dove |x| denota il valore assoluto di x € R*. In questo caso 1 é un elemento
neutro sinistro (ma non destro |x| = x -1 # x, se x < 0) e ogni elemento x ha
inverso destro dato da |x|~!. D’altra parte, un qualunque y € R*, cony < 0
non ha inverso sinistro. Notiamo che in questo esempio esistono due elementi
neutri a sinistra £1 e se si fosse scelto —1 come elemento neutro sinistro allora
ogni y € R* con y > 0 non avrebbe avuto inverso sinistro.

Notazione 1.3.5 Nel resto di queste note indicheremo con G invece che con
(G, -,1) un gruppo, quando 'operazione binaria e I’elemento neutro saranno
1 I

chiari dal contesto. Inoltre indicheremo con x~* I'inverso di un elemento x € G

(x-x71 =x71.x =1). Seil gruppo G é abeliano useremo anche la notazione
+ per l'operazione binaria, 0 per I’elemento neutro e —x per l'inversodix € G

(e scrivermo x + (—x) = x — x = 0).

1.3.1 Alcuni esempi di gruppi

Il lettore & invitato a convincersi che gli esempi che seguono sono effettivamen-
te gruppi e di capire perche alcuni dei monoidi degli Esempi 1.2.3-1.2.11 non
appartengono a questa lista.

Esempio 1.3.6 Le coppie (S,+) dove S =Z, Q, R, C e + ¢ la somma usuale
sono gruppi abeliani infiniti.

Esempio 1.3.7 Le coppie (S,-) S = Q*, R*, C* e - & la moltiplicazione usuale
sono gruppi abeliani infiniti.

Esempio 1.3.8 (il cerchio unitario) L'insieme

S'l={zeC]|lz| =1}
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€ un gruppo abeliano infinito con la moltiplicazione - usuale tra numeri com-
plessi. Ricordiamo che se z = x + iy allora il suo modulo & definito come
2l = Vx4 2

Infatti, il prodotto di due numeri complessi di modulo unitario € un nume-
ro complesso di modulo unitario, in quanto

lzw| = |z||w| = 1,Vz,w € S1,

e quindi la moltiplicazione & un’operazione binaria su S!. (S!,.) & un semi-
gruppo perche la legge associativa vale in C* e a fortiori in S!. Inoltre 1 € S!
& I'elemento neutro in C* e quindi in S!. Segue che (S!,-,1) & un monoide
abeliano. Infine se z € S! allora z~! € S!. Infatti

1z

Z :szesl,

dove z e il coniugato di z (se z = x 4 iy allora Z = x — iy).

Per descrivere altri esempi di gruppi definiamo il concetto di campo. Una
cinquinaK = (K, +,-,0,1),0,1 € K,0 # 1, ¢ un campo se (K, +,0) e (K*, -, 1)
(K* = K\ {0}) sono gruppi abeliani e vale la seguente propriete distributiva
del prodotto - rispetto alla somma +:

x-(y+z)=x-y+x-z Vx,y,x € K.

Segue dagli Esempi 1.3.6 e 1.3.7 che Q, R e C con le operazioni usuali di som-
ma e prodotto sono campi infniti. Esistono anche campi finiti. Quello a cui
siamo interessati in questo corso ¢ il campo Z, = (Z,, +, -, [0]p, [1]p) degli in-
teri modulo p, con p numero primo, con somma e moltiplicazione definite da
(1.1) e (1.2). 1I fatto che Z, sia un campo (con p elementi) segue dal fatto che
(Z,,+,[0]p) & un gruppo abeliano (cf. I'Esempio 1.1.7), che (Z,, +,[1],) &€ un
monoide (cf. 'Esempio 1.2.8) e ogni [a], # [0], & invertibile. Quest'ultimo
fatto si dimostra come segue: per il teorema di Bezout essendo a coprimo con
p esistono u, v € Z tali che ua + vp = 1. Segue che

[ual, = [”]p ' [“]p = [”]p -[alp = (1],

e quindi [u], & I'inverso di [a],.
Si noti che un campo ha almeno 2 elementi (0 # 1) e che Z, € un campo

con 2 elementi.
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Esempio 1.3.9 (il gruppo lineare) Sia n € IN™ un intero positivo e sia K un
campo. Definiamo M, (K) come l'insieme delle matrici quadrate di ordine #,
ovvero n X 1, a coefficienti in K. Un elemento A € M, (K) pud essere scritto
come

A:(ai]'), i,jZl,...,Tl,

dove a;; € K rappresenta l’elemento della i-esima riga e j-esima colonna.
Possiamo definire una somma tra due matrici: se A = (a;;) e B = (b;j) sono
due matrici in M,,(K), la matrice somma C := A+ B € M, (KK) & definita come

C= (Ci]'), Cij:aij—Fbi]', i,jzl,...,n.

Questa operazione € una somma componente per componente. Inoltre, (M, (K), +, O,,)
¢ un monoide, dove O,, denota la matrice nulla, cioé la matrice n x n le cui entrate
sono tutte uguali a 0, ossia:

On = (Oi]‘), 01']‘ = OVi,j = 1,...,Tl.

Possiamo anche definire il prodotto tra due matrici: se A = (a;) e B = (by;)
sono due matrici in M, (K), la matrice prodotto C := A - B € M,,(K) & definita
mediante il prodotto righe per colonne, ossia:

n
C= (Ci]'), Cz']' = Z aikbk]', i,j =1,...,n
k=1

Anche questa & un’operazione binaria. Inoltre, (M, (K), -, I,) & un monoide
rispetto al prodotto, dove I, denota la matrice identita, definita come:

1, sei=j,
0, sei#j.

La matrice identita ha 1 su tutta la diagonale principale e 0 altrove.

La dimostrazione che (M, (K), -, I;) € un monoide segue gli stessi passaggi
visti nei corsi di algebra lineare, con 'ipotesi che il campo K sia R o C.

Per n € N, il gruppo lineare generale su un campo K e definito come

GL,(K) = {A € M,(K) | A ¢ invertibile},

dove una matrice A € M, (K) & detta invertibile se esiste una matrice B €
M, (K) tale che
AB = BA = I,.
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Una tale matrice B e chiamata inversa di A ed e anch’essa un elemento di
GL, (K), ossia invertibile.

La condizione che A sia invertibile & equivalente al fatto che il suo deter-
minante, det(A), sia diverso da 0, dove 0 € K & l'’elemento nullo del campo.
Il determinante di una matrice quadrata A su un campo K si definisce nello
stesso modo che per K=R oK = C.

Si invitano i lettori a verificare che tutte le proprieta del determinante viste
nei corsi di algebra lineare si estendono al caso generale di un campo arbitrario.
Ad esempio, la formula di Binet, che afferma che

det(AB) = det(A) det(B), VA, B € M,(K),

vale in qualsiasi campo K.

Usando la formula di Binet, si puo concludere che (GL, (K), -, I,;) & un grup-
po, che in generale non ¢ abeliano per n > 2. Tuttavia, € un gruppo abeliano
per n = 1, poiché GL; (K) = K*.

Concludiamo questa sezione mostrando come, a partire da un monoide, si
possa costruire un gruppo considerando i suoi elementi invertibili.

Proposizione 1.3.10 Sia M = (M, -, 1) un monoide. Definiamo I'insieme degli
elementi invertibili di M come:

U(M) = {x € M | x ¢ invertibile}.
Allora (U(M), -, 1) é un gruppo.

Dimostrazione: Siano x,y € U(M), cioé x e y sono invertibili. Dimostriamo
che anche il loro prodotto e invertibile. In particolare, mostriamo che l'inverso
di x - y e dato da:

(x-y)t=yt.xL (1.21)

Infatti:
(xy)-hx=x(yyHrl=x1lxl=xx"=1,

e, analogamente:

') ey =y ) y=y T ly=yy=1

Pertanto, x - y & invertibile e I'inverso e y ! - x~1.
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Da cio si deduce che la moltiplicazione definita su M induce un’operazione
binaria su U(M).

Ora, osserviamo che (U(M), -) & un semigruppo, poiché la proprieta asso-
ciativa vale in M e, quindi, anche nel sottoinsieme U(M).

Inoltre, (U(M), -, 1) & un monoide, in quanto 1 & invertibile (essendo il suo
stesso inverso).

Infine, per costruzione, tutti gli elementi di U(M) sono invertibili, il che
dimostra che (U(M), -, 1) & un gruppo. O

Osservazione 1.3.11 Segue immediatamente dalla definizione di gruppo che,
se G & un gruppo, allora U(G) = G, poiché per definizione tutti gli elementi di
un gruppo sono invertibili.

Osservazione 1.3.12 La formula (1.21) si estende facilmente a pit1 elementi: se
X1,...,X;, k > 2 sono elementi di G, allora

(xl e xk)fl — x;l e x;l_

Non ¢ detto che il gruppo U(M) sia sempre interessante. Ad esempio, nel
caso del monoide (Z, +,0) (rispettivamente (Z, -, 1)), 'insieme degli elementi
invertibili & costituito solo da 0 (rispettivamente 1). Un altro esempio e dato
dal monoide (Q, -, 1) (rispettivamente (R, -, 1) e (C, -, 1)), in cui l'insieme degli
elementi invertibili ¢ Q* (rispettivamente IR* e C*).

Un esempio rilevante e dato da U(M,(K), -, I,) = GL,(K), 'insieme delle

matrici invertibili di ordine n su un campo K.

Esempio 1.3.13 Consideriamo il monoide (Z,,, -, [1]), dove Z,, sono gli interi
modulo m e [1],, & ’elemento neutro rispetto alla moltiplicazione modulo .
L'insieme degli elementi invertibili di (Z,,, -) & dato da:

U(Zu,-) = {[alm € Zn | (a,m) =1}, (1.22)

dove (a,m) indica il massimo comun divisore tra a e m.

Infatti, se a € coprimo con m, esistono u, v € Z tali che ua +ovm = 1. Questo
implica che:

[ualm = [alm - [u]m = [u]m - [a]m = [1m, (1.23)

e quindi [u],, & I'inverso di [a].

Viceversa, se [a], € U(Zy, ), esiste [u]y € Zy, tale che valga la relazione
(1.23), il che implica che au + km = 1 per un intero k, e quindi (a, m) = 1.

Osserviamo che questo ragionamento mostra che Z;, &€ un campo se e solo

se 1 € un numero primo.
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1.3.2 Lalegge di cancellazione in un gruppo
Un risultato fondamentale nei gruppi e espresso dalla seguente proposizione.
Proposizione 1.3.14 In un gruppo G vale la legge di cancellazione.

Dimostrazione: Siano x,y,z € G tali che xy = xz. Moltiplicando a sini-
stra per x~! (I'inverso di x) il primo e secondo membro di quest'equsazio-
ne si ottiene x'(xy) = x~'(xz). Per la proprieta associativa il primo (ri-
sp. secondo) membro si scrive come x1(xy) = (x"lx)y = ly = y (risp.
x1(xz) = (x7!x)z = 1z = z). Segue dunque che y = z, il che mostra la
validita dellla legge di cancellazione a sinistra. Analogamente da yx = zx si
ottiene y = z moltiplicando a destra per x . [

A questo punto sorge spontanea una domanda: in un semigruppo o in un
monoide in cui vale la legge di cancellazione, I'insieme € necessariamente un
gruppo? Le due proposizioni seguenti esplorano questa questione.

Proposizione 1.3.15 Sia M un monoide finito. Se vale la legge di cancellazione a
destra o a sinistra, allora M é un gruppo.

Dimostrazione: Sia x € M. Dimostriamo che x e invertibile. Se vale la legge
di cancellazione a sinistra consideriamo la traslazione a sinistra definita da:

Ly : M — M, y— xy.

Questa funzione ¢ iniettiva: se Ly(y) = Lx(z) allora xy = xz e, cancellando x a
sinistra si ottiene y = z. Poicho M é finito, L € anche suriettiva. Quindi esiste
un elemento i(x) € M tale che = x-i(x) = Ly(i(x)) = 1, dimostrando che
i(x) & un inverso destro di x. Dal momento che 1 & I’elemento neutro a destra,
segue dalla Proposizione 1.3.3 che i(x) & anche inverso sinistro di x e quindi x
e invertibile.

Se invece vale la legge di cancellazione a destra, consideriamo la traslazione
a destra:

Ry M— M, y— yx

che si dimostra essere iniettiva, e quindi suriettiva, da cui si deduce che x &
invertibile. O

Osservazione 1.3.16 Il fatto che M sia finito e essenziale per la validita della
proposizione precedente. Consideriamo, infatti, I'insieme infinito X e il mo-
noide (Inj(X), -, idx) delle applicazioni iniettive da X in se stesso, con 1'ope-

razione di composizione. In questo monoide vale la legge di cancellazione a
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sinistra, ma non e un gruppo poiché esistono applicazioni iniettive non inver-
tibili. Analoghe considerazioni valgono per il monoide (Surj(X), -,idx) delle
applicazioni suriettive, dove vale la legge di cancellazione a destra ma non si
tratta di un gruppo.

Corollario 1.3.17 Sia S un semigruppo finito. Se vale la legge di cancellazione, allora
S e un gruppo.

Dimostrazione: Dal Corollario 1.2.14 (S, -,b) & un monoide, e quindi la con-
clusione segue dalla Proposizione 1.3.15. O

Osservazione 1.3.18 Anche nel caso del Corollario 1.3.17, la finitezza di S e
fondamentale. Ad esempio, (INT,+) & un semigruppo con infiniti elementi
in cui vale la legge di cancellazione, ma non ¢ un monoide e tantomeno un

gruppo.

Osservazione 1.3.19 Nel Corollario 1.3.17, I'ipotesi della legge di cancellazio-
ne non puo essere indebolita richiedendo solo la validita della legge di cancel-
lazione a destra (o a sinistra), anche se il semigruppo e finito. Infatti, se X e
un insieme finito con almeno due elementi, 'operazione binaria (1.3) (rispetti-
vamente, (1.4)) soddisfa la legge di cancellazione a destra (rispettivamente, a

sinistra), ma (X, -) non & né un monoide né un gruppo.

1.3.3 Potenze, il commutatore e I’ordine di un elemento
Sia (G, -,1) un gruppo, x € G e m € Z. Definiamo
(@) x0:=1;

(b) ¥":=yx-x---x,sen>0;

n volte

(c) x":= (x"1)7",sen <0.

Osservazione 1.3.20 La relazione (c) con n = —1, mostra che x alla potenza
—1 & proprio x~!, l'inverso di x. Inoltre la (c) vale anche se n > 0. Infatti,
applicando la (3) si ottiene

() =) =a

dove si e usato il fatto che
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La seguente proposizione descrive le proprieta delle potenze con esponente
intero in un gruppo.

Proposizione 1.3.21 Sia G un gruppo. Allora per ogni x € G e per ogni m,n € Z
si ha:

(1) x" = x" 1y = xx" 1.
(2) xm+n = xlx™M — xmxn;
(3) (") ' =x1

(4) xmn — (xm)n — (xn)m'

X" ="l = xx ! (1.24)

ossia la (1) per n > 0, si dimostra per induzione su n usando la proprieta
associativa.
Sen < 0:

X" = (x—l)—n — (x—l)—n .1 = (x—l)—nx—lx — (x—l)—n—i—lx — xn—lx

dove nella penultima uguaglianza si e usato la (1.24) in quanto —n > 0 e nella
prima e ultima uguaglianza la (c). Analogamente

= (x—l)—n —1. (x—l)—n — xx—l(x—l)—n — x(x—l)—n+1 — xxn—l.

Per dimostare la (2) é sufficiente dimostrare la prima uguaglianza x"'x" =
x™*", poiché m + n = n + m. Fissiamo m e supponiamo innanzitutto che 7 sia
un numero naturale. Procediamo per induzione su n. Se n = 0, l'uguaglianza
e vera. Supponiamo che sia vera per n — 1, allora usando la (1), si ha:

M = xmxn—lx — xm—l—n—lx — xm+n—1+1 — xm—l—n (1_25)

ossia la (2) quando n > 0.
Se invece n < 0, allora dalla (c) e dalla (1.25) (—n > 0) si ha:

M = (x—l)—m(x—l)—n — (x—l)—m—n — xm—i—n.

Dalla (2) e dalla (a) si ottiene:
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dalla quale segue la (3) per l'unicita dell'inverso.

Infine, per dimostare la (4), e sufficiente dimostrare la prima uguaglianza
(x™)" = x™", poiché mn = nm. Fissiamo m e supponiamo inizialmente che
n sia un numero naturale. Procediamo per induzione su n. Se n = 0, I'ugua-
glianza & vera. Supponiamo che sia vera per n — 1, ossia (x™)"~1 = x"(*-1),
allora, usando la (1) otteniamo:

(xm)n _ (xm)n—lxm _ xm(n—l)xm — ymn—mtm XM (1.26)

ossia la (4) quando n > 0.
Se invece n < 0, allora:

dove nella prima uguaglianza si e usata la (c), nella seconda la (3) e nella terza
la (1.26). (]

Notazione 1.3.22 Supponiamo G abeliano e usiamo la notazione additiva G =
(G,+,0). Allora le (a), (b), (c), (1), (2), (3), (4) si scrivono come segue.

* 0-x=0;

. nx:x+---+§,sen>0;

n volte

e nx =(—n)(—x) sen <0;

enx=mn-1)x+x=x+n-1)x

* (m+n)x =nx+mx =mx + nx;

e —(nx) = (—n)x;

e (mn)x = n(mx) = m(nx).

Sia G un gruppo. Diremo che x,y € G commutano o sono permutabili se
Xy = yx.

Dati due elementi qualunque x,y € G, chiameremo il commutatore tra x e y il
seguente elemento di G:

[ y] = xyx~ly
Segue immediatamente che x,y € G sono permutabili se e solo se [x,y| = 1.
Chiaramente 1’elemento neutro commuta con ogni altro elemento del gruppo.
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Proposizione 1.3.23 Siano x,y € G due elementi permutabili, cioe [x,y] = 1.
Allora, per ogni m,n € Z, valgono i sequenti fatti:

@) [x"y" =1,

(ii) (xy)" = x"y".

Dimostrazione: La (i) pern = —lem = lepern = m = —1 e cioe
x Ly =1 (1.27)
e
x Lyl =1 (1.28)

seguono facilmente da [x,y| = 1 e sono lasciate come semplice verifica.

Per dimostrare la (i) supponiamo prima n € IN e lavoriamo per induzione
su n. La base dell'induzione & chiara: se n = 0 allora [x°,y"] = [1,y"] = 1.
Supponiamo che la (i) sia vera per tutti i naturali strettamente minoridin > 1.
In particolare

[x"Ly" =1 (1.29)
e
[x,y"] =1 (1.30)
Allora
xnym — xxn—lym — xymxn—l — ymxxn—l — ymxn,

dove nella seconda uguaglianza si & usata la (1.29), nella terza la (1.30) e nel-
la prima e ultima la (1) della Proposizione 1.3.21. La (i) ¢ quindi dimostrata
quando n € IN.

Se n < 0 allora essendo —n > 0 possiamo scrivere

—1)—nym — ym(x—l)—n — ymxn,

xy™ = (x
dove nella seconda uguaglianza abbiamo usato la (1.27).
Per dimostrare la (ii), supponiamo n € IN e lavoriamo per induzione su n.
Sen=0: (xy)’ =1=1-1= x%". Supponiamo la (ii) valga per n — 1 e cioe
(xy)"~1 = x"1y*~1 Allora

n—1,n—1

(Xy)n — (xy)”_lxy = x" 1y xy = x”_lxy”_ly _ x”y",

dove nella prima e nell’ultima uguaglianza abbiamo usato la la (1) della Pro-
posizione 1.3.21 e nella terza uguaglianza abbiamo usato [x, 4" 1] = 1 la cui
validita segue dalla (i). Se n < 0 allora

()" = ((y) )" =Ty )= )Ty T =2y
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dove nella seconda uguaglianza abbiamo usato la (1.28) e nella terza la (ii) per
—n > 0. U

Osservazione 1.3.24 In un gruppo abeliano G le (i) e (ii) valgono per ogni cop-
pia di elementi e in effetti si dimostra che se xq,...,x, xj € G e [x, xm] =1
perognil,m =1,...,k, allora

(X9 xp)" =2 -+ xp. (1.31)

Osservazione 1.3.25 Se in gruppo G vale che

(xy)? = 2%y

per ogni coppia di elementi x,y € G. Allora il gruppo e abeliano. Infatti

xyxy = (xy)* = 2%y = xxyy

e cancelando x a sinistra e y a destra si ottiene xy = yx. Essendo x e y arbitrari
segue che il gruppo e abeliano. Viene spontaneo chiedersi: se in gruppo G vale

(xy)® = 2%, (1.32)

per ogni coppia di elementi x,y € G. Possiamo affermare che il gruppo G &
abeliano? La risposta € negativa in generale (si veda 'Esercizio 1.8).

Concludiamo questo paragrafo (e questo capitolo) definendo I'ordine di un
elemento in un gruppo e le sue principali proprieta.

Sia dunque G un gruppo e sia x € G.

Consideriamo l'insieme

Ay={neINT|x" =1}.

Se Ay # @ allora, per il principio del buon ordinamento, esiste o(x) € N tale
che o(x) e il pitt piccolo naturale tale che

x0() — 1,

Se tale o(x) esiste (ossia se Ay # @) allora chiameremo o(x) 1'ordine dell’ele-
mento x. Se invece Ay = @ diremo che che I’ordine di x e infinito e scriveremo
o(x) = oo.

Esempio 1.3.26 Se G = (Z,+,0) e x € Z. Allora o(x) = oo per ogni x # 0.
Mentre 1’ordine o(x) = oo se x = 0.
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Esempio 1.3.27 Se G = (Z, +, [0]m). Allora o([1],,) = m.
Osservazione 1.3.28 In un gruppo arbitrario o(x) = 1 se e solose x = 1.

Osservazione 1.3.29 Se G ha ordine finito, allora o(x) < oo per ogni x € G.
Infatti I’applicazione
f:Nt = G,d— xf

non puo essere iniettiva ed esistono quindi u, v € INT, u > v tali che x* = x°.
Seu =v+nn € NT, possiamo scrivere x" = X" = x?dacuix* = 1e
quindi l'insieme A, # @.

Ricordiamo che il massimo comun divisore tre due interi a e b si denota con

(a,b).
Proposizione 1.3.30 Sia G un gruppo, x € G tale che o(x) = m € IN*. Allora
(i) x*¥ =1 seesolosem | k;
(ii) x¥ = x"seesolosen —k =0 mod m;
(iii) o(x*) = %;

(iv) o(x~ 1) = m.
Dimostrazione: dimostrazione della (i): se m | k allora k = mgq, g € Z. Quindi
Xk = xmk = (xm)k =1F=1
Viceversa, se supponiamo x* = 1. Per la divisione euclidea possiamo scrivere
k=mg+r, 0 <r<m.

Segue che
k= M = M = (2™ X1 = A

Essendo m = o(x) il pitt piccolo naturale positivo tale che x™ = 1 si ottiene
r = 0e quindi k = mq, ossia m | q.

Dimostrazione della (ii): ¥ = x" se e solo se x*~"

= 1. Quindi, per la (i),
m | k —n e quindi la tesi.
Dimostrazione della (iii): siano s := o(x*) e d = (m,k). Quindid | med | k,

ossia m = dmy e k = dky. Inoltre (mq, k1) = 1. La dimostrazione sara conclusa
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se mostriamo che m; = s. Sfruttando prima la condizione che (xK) = 1si

ottiene
S
1= (xk) = xks = ydkis

Per la (i) segue che m = dmy | dkis, cioe my | kis. Essendo (mq,k;) = 1si

ottiene
my | s. (1.33)
D’altra parte
(xk)ml — ykmy _ dkymy o dmiky _ mky (xm)k1 — 1k — 1.
Sempre dalla (i) si deduce che
s | my. (1.34)
Mettendo insieme le (1.33) e la (1.34) si ottiene s = m;. ]

Esempio 1.3.31 Calcoliamo l'ordine di [15]54 in Zy4. Osserviamo che o([1]24) =
24 e [15]p4 = 15[1]4. Dalla (iii) della Proposizione 1.3.23 si deduce dunque che:

24 24

(i5,24) 3 >

O([15]24) =

Esempio 1.3.32 Calcoliamo 1'ordine di [4]g in U(Zy, -) Osserviamo

U(Zoy) = {[1]o, [2]o, [4]o, [5]0, [7]0, [8]0}
)2 = [4]o, (12]9)° = [8o, ([2]0)* = [7]o, ([2]9)° = [5]o, ([2]6)® = [1] quin-
2]o

6. Analogamente si verifica facilmente o con un calcolo diretto che

([]

O

9) = 3, oppure suando la (iii) della Proposizione 1.3.23

o(ls) = o([2) = 555 =5 =3
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1.4 Esercizi

Esercizio 1.1 Si dica quali delle seguenti operazioni binarie sull'insieme indi-
cato é associativa e commutativa. Si dica inoltre per quali di queste operazio-
ni esiste un elemento neutro e quali x € IR sono invertibili. In particolare si
identifichino i semigruppi, i monoidi e i gruppi.

1. x-y=x+4+y+k x,y € Rek € R una costante fissata;

2. x-y=+/x2+y% x,y €R;

3.

=

y=lx+ylxyeR

4. x-y=x—-y,x,y€R;

o1
=

-y =max{x,y}, x,y €R;

o
=

y=%,%5y €RY
7.x-y=x+y+xy,,x e R\ {-1};

8 x-y=:otpxe(-1,1)={xeR| -1<x<1}.

Esercizio 1.2 Sia G il prodotto cartesiano Q x Z*. Definiamo un’operazione
su G nel modo seguente:

(q,m)-(q',m") = (q+mq',mm").

Si provi che (G, -) é un monoide e si calcolino gli elementi invertibili. Si dica
se G é un gruppo e se G é abeliano.

Esercizio 1.3 Sia G il prodotto cartesiano Q* x Q. Definiamo un’operazione
su G nel modo seguente:

(a,b) - (a', V') = (aa',ab + %).

Si provi che G é un gruppo e si dica se G é abeliano.

Esercizio 1.4 Quali delle seguenti operazioni binarie definisce un gruppo sul-
l'insieme indicato?

1. (a,b) - (c,d) = (ad + bc,bd) su {(x,y) € R xR |y # 0};

2. (a,b)-(c,d) = (ac,bc+d)su{(x,y) e RxR|x #0};
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3. (a,b)-(c,d) = (ac,bc+d)suR X R;
4. (a,b)-(c,d) = (ac — bd,ad + bc) su R* x R¥;
5. (a,b)-(c,d) = (ac —bd,ad + bc) su R x R.

Esercizio 1.5 Sia A = {a,b} un insieme con due elementi. Descrivere tutte
le operazioni binarie su A. In particolare si dica quali di queste operazioni é
commutativa e associativa. Si dica inoltre per quali di queste operazioni esiste
un elemento neutro e quali elementi di A sono invertibili. Mostrare infine che
ci sono 8 strutture di semigruppo di cui 6 non abeliane e 2 abeliane e che di
queste solo 2 risultano un gruppo.

Esercizio 1.6 Sia (M, -, 1) un monoide e sia S un sottoinsieme di M tale che
(S, ) risulta un semigruppo e 1 ¢ S. Si pu6 affermare che (S, ) non é un
monoide?

Esercizio 1.7 Sia G un gruppo finito e sia S l'insieme degli elementi di G di-
versi dal proprio inverso S = {x € G| | x # x~1}. Dimostrare che:

1. S ha un numero pari di elementi;
2. |G| =|G\S| mod 2;

3. se G ha un numero pari di elementi allora esiste x € G\ S, x # 1 (quindi
un gruppo di ordine pari ha almeno un elemento di ordine 2).

Esercizio 1.8

1. Sia G il gruppo costituito dalle matrici a entrate in Z3 della forma

Si dimostri che G € un gruppo non abeliano dove tutti gli elementi diversi
dall’elemento neutro hanno ordine 3.

2. Sia G un gruppo che non ha elementi di ordine 3. Supponiamo che
(xy)® = x%y%,Vx,y € G. (1.35)

Dimostrare che G é abeliano.
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(Suggerimento per la seconda parte: si osservi che

oy = (e My 2 a3 = [x,y7], Y,y € G (1.36)
e che

3.,.—1

_ _ 1.3 (1.35)
xyPx = () = ()1 =

(xy)3x -3 02 CyPx3, Vx,y € G

dalla quale segue
[xz, y3], Vx,y € G, (1.37)

la quale ci dice che i quadrati sono permutabili con tutti i cubi. Dalla (1.8) e dalla (1.36)
si ottiene dunque
[x%,y], Vx,y € G, (1.38)

la quale ci dice che i quadrati sono permutabili con ogni elemento del gruppo. Dalla
(1.36) e dalla (1.37) si ottiene

[y =[xy’ = xPx y P =y ly T =[x y), Yoy €G
e quindi

4 3,3 (135)
1= [x,y2 = xyry ey D gy dy P = (a)Px 0y

_ _( 1 _
— BP0y 3 O 1y = [k y)).

Esercizio 1.9 Sian € IN; e p un primo. Si dimostri che

IGLA(Zp)| = (p" = 1)(p" — p)(p" = P (p" — p" 7).

(Suggerimento: le righe di una matrice di GL,(Z,) sono linearmente indipendenti.
Quindi la prima riga r1 di una tale matrice pu6 essere qualsiasi cosa tranne il vettore
nullo, quindi ci sono p" — 1 possibilita per la prima riga. Per ognuna di queste possi-
bilita, la seconda riga r, pu6 essere qualsiasi cosa tranne un multiplo della prima riga,
il che d4 p" — p possibilita. Per qualsiasi scelta di r1 e r» delle prime due righe, la terza
riga pud essere qualsiasi cosa tranne una combinazione lineare di 1 e 5. Il numero di
combinazioni lineari A7 + Ay € pz cioé il numero di scelte per la coppie A1 e A>. Ne
consegue che per ogni 71 e r, ci sono p” — p? possibilitd per la terza riga. Procedendo

allo stesso modo sulle rimanenti righe si ottiene il risultato).

Esercizio 1.10 Dieci uomini vengono condannati a morte e rinchiusi nella stes-
sa cella la notte precedente all’esecuzione. Gli viene data per6é una possibilita
per salvarsi la vita. La mattina dell’esecuzione i dieci condannati verranno
messi in fila indiana e verrd messo sulla testa di ognuno di essi un cappello
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di colore o bianco o nero. Nessuno dei condannati potrd vedere il colore del
proprio cappello (quello che ha nella propria testa) ma solo, eventualmente,
quello dei condannati che si trovano di fronte a lui. Per salvarsi, ognuno di
loro, a turno potré dire la parola “nero” oppure la parola “bianco”. Se la paro-
la detta da un condannato corrisponde al colore del proprio cappello allora il
condannato sard graziato e quindi liberato. In caso contrario sara ucciso. Quale
é la strategia che i dieci condannati dovranno escogitare la notte prima dell’e-
secuzione per essere sicuri che almeno 9 di loro siano graziati? Generalizzare

a n condannati e k colori.
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CAPITOLO 1. SEMIGRUPPI, MONOIDI E GRUPPI



Capitolo 2
Due gruppi importanti: D, e 5

Questo capitolo & dedicato a due gruppi di ordine finito che rivestono un ruolo
importante nella teoria dei gruppi: il gruppo diedrale e il gruppo simmetrico.

2.1 1l gruppo diedrale

Sia n > 3 e sia P, un poligono regolare di # lati in un piano euclideo £. Con-
sideriamo l'insieme D, costituito dalle isometrie f di £ che lasciano invariato
Py, cioe f(P,) = Py.

Possiamo allora definire un’operazione binaria associativa su D, data dal-
la composizione (f o g, per ogni f,g € D;) che rende D, = (D,,0,1) un
monoide, dove 1 denota I'applicazione identita da £ in se stesso.

Essendo le isometrie di £ applicazioni invertibili deduciamo anche che D,
& un gruppo, chiamato il gruppo diedrale. Infatti I'inverso f ! di un isometria f
di € soddisfa f~1(P,) = P,.

Per capire meglio la natura del gruppo diedrale D,;, analizziamo in detta-
glioicasin =3en = 4.

Il gruppo D3

In questo caso il poligono regolare P; e un triangolo equilatero di vertici A,
B e C che possiamo pensare centrato nell’origine degli assi di un sistema di

riferimento cartesiano.
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Le isometrie distinte del piano che fissano il triangolo sono 6:

* l'applicazione identica, denotata con 1;

* la rotazione r2x in senso antiorario intorno all’origine di angolo 5+ =
3
120Y;

* la rotazione r4r in senso antiorario intorno all’origine di angolo =3+ =
3
240Y;

* lariflessione s4 rispetto alla bisettrice dell’angolo A;
¢ lariflessione sp rispetto alla bisettrice dell’angolo B;

¢ lariflessione sc rispetto alla bisettrice dell’angolo C.

Le bisettrici sono rappresentati in figura.

Quindi D3 & un gruppo di ordine 6.
Se indichiamo con r = r2. allora rax = > = ror, 1> = roror = 1
3 3

(osserviamo che le rotazioni in senso antiorario di angolo 7 e %” sono date

rispettivamente da r? e r). Possiamo quindi scrivere

D3 — {11 7, rzl SA,SB/, SC}
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Vediamo piu a fondo la struttura di gruppo. Chiaramente
3

r :si:s%:sézl.

Quindi r ha ordine 3 e le riflessioni hanno ordine 2.
Si puo facilmente verificare che cherosy4 = sc, r? 054 = sp, come mostrato
dai seguenti disegni:

A A B

B C C B A C
A A C

B C C B B A

Possiamo quindi esprimere gli elementi di D3 in funzione dir e dis := s4

come

Ds = {1,1,1%,5,r05,1* 05}

Osserviamo anche che la rotazione 7 e la riflessione s non commutano. Pit
precisamente
sor=r?os =sg, (2.1)

come si evince dal seguente disegno e da quello precedente:

B C A B B A

Quindi D3 € un gruppo non abeliano.
Usando la relazione (2.1) possiamo quindi calcolare i prodotti in D3
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Per esempio

507223070721’20501’21’405 =ros
e analogamente per gli altri elementi.
Si ottiene quindi facilmente la seguente tavola moltiplicativa per il gruppo
Ds.

1 ror2 s rs r’s
11 r r2 s rs r’s
rlr r* 1 rs 1% s

2l 1 r 1%’ s rs

s|s s rs 1 2 r
rs|rs s 1’ r 1 r?
r’s|r’s rs s 2 r 1

Il gruppo Dy

In questo caso il poligono regolare P4 € un quadrato di vertici A, B, Ce D come
in figura, che possiamo pensare centrato nell’origine degli assi di un sistema

di riferimento cartesiano xy.

C D

Le isometrie distinte del piano che fissano il quadrato sono 8:

* l'applicazione identica, denotata con 1;

la rotazione ry in senso antiorario intorno all’origine di angolo 7;

la rotazione 7 in senso antiorario intorno all’origine di angolo 7;

la rotazione 73, in senso antiorario intorno all’origine di angolo 37” ;
2

la riflessione s 4 rispetto alla diagonale AC;

la riflessione spp rispetto alla diagonale BD;
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¢ lariflessione sy rispetto all’asse delle ascisse;
* lariflessione s, rispetto all’asse delle ordinate.

Gli assi di simmetria sono rappresentati come segue.

e )2
7
4

7
’
7

Quindi D4 € un gruppo di ordine 8.

2 .3

Se indichiamo conr = Iz allorar,; = 12,3 = r3; er* = 1. Possiamo quindi

2
scrivere

2 .3
Dy = {1,7,7°,7°,54c,SBD,Sx, Sy }

Osserviamo che

4 2 2 2 2
r —sAC—sBD—sx—sy—l

echero Sy = SBD, r2o Sy = Sx, ro Sy = SAc come mostrano i seguenti disegni:

B A A B B C
Sy r

C D D C A D

B A A B C D
Sy 2

C D D C B A

B A A B D A
Sy 3
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Possiamo quindi esprimene gli elementi di Dy in funzione dir edis := s,
come

Dy = 1,7,72,73,3,705,1’205,1’3os
4

Osserviamo anche che la rotazione r e la riflessione s non commutano. Pit
precisamente

sor=r10s=suc, (2.2)

come si evince dal seguente disegno e dal disegno precedente:

C D B C C B

Quindi Dy € un gruppo non abeliano.

Usando la relazione (2.2) possiamo quindi calcolare i prodotti in Dy e otte-
nere la seguente tavola moltiplicativa per questo gruppo.

1 v 2 ¥ s rs r’%s 1
111 v ¥ r s rs 12 1
rlr P 1 rs r’%s s s

2l P 1 r % s s rs
Pl o1 ror2 s s rs s

s|s s r¥%s rs 1 1B 2 ¢

rslrs s s 2 r 1 13 2
r’s|r’s rs s s 2 r 1 3
rPs|rs s rs s ¥ rr o r 1

2.1.1 Il caso generale

Assumiamo che il poligono regolare P, sia centrato nell’origine di un sistema
di riferiemento cartesiano. Come osservato nei casin = 2 en = 3 gli assi di
simmetria del poligono P, sono disposti in maniera diversa, a seconda che il
numero dei suoi lati sia pari (metd degli assi passano per i vertici opposti e
metd passano per il centro dei lati opposti) oppure dispari (ogni asse passa per
un vertice e il centro del lato opposto). Ovviamente tutti gli assi di simmetria
passano per l'origine.
Quindi

n—1
D,={1,r,...,7" ", s1,...,5:},



2.1. IL GRUPPO DIEDRALE 35

dove r ¢ la rotazione intorno all’origine in senso antiorario di angolo 2%, 1" =
lesy, h =1,...,n é la riflessione rispetto al h-esimo asse di simmetria del
poligono, s> = 1.

Dunque D, ¢ un gruppo di ordine 2n.

Il seguente lemma segue dai corsi di geometria (si veda anche I'Osserva-

zione 2.1.5).

Lemma 2.1.1 Sia O un punto fissato del piano. Sia R l'insieme delle rotazioni piane
intorno a O e sian S l'insieme delle riflessioni piane rispetto a rette passanti per O.
Allora

1. nmorn € R, Vri,rm € R;
2. soteR, Vs, teS;
3. rose S,soreS,Vre R,Vs e S.

A parole: la composizione di due rotazioni o di due riflessioni é una rotazione, mentre la
composizione di una riflessione e di una rotazione o di una rotazione e di una riflessione
e una riflessione.

Teorema 2.1.2 D, n > 3 ¢ un gruppo non abeliano di ordine 2n. Sia s una qualun-
que riflessione in Dy, alllora

Dn:{1,1’,...,1’”*1,705,...,r”flos}. (2.3)

Inoltre,
sor=r"lor. (2.4)

Dimostrazione: Abbiamo gia osservato che D, & un gruppo con 2n elementi.
Per il lemma precedente, {7,... ,r”_l} sono tutte rotazioni distinte e conse-
guentemente * 0 s sono n riflessioni distinte perk =1,...,n —1. Segue che
{r,...,/" 1} = {s1,...,s,} e quindi vale la (2.3). Osserviamo ora che sor &
una riflessione per il Lemma 2.1.1. Quindi

sorosor:(sor)2:1

1 1 _ n-1

che implicasor =r~"os™" =r""" o5 ossia la (2.4) la quale mostra anche che
D,, non e abeliano. ]

Per induzione su n dalla (2.4) si ottiene facilmente il seguente corollario

Corollario 2.1.3 Siano r e s come nel Teorema 2.1.2. Allora

sor"F=rkos, Vk=1,...,n—1. (2.5)
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Notazione 2.1.4 Per esprimere in maniera concisa il gruppo diedrale si usa la
notazione

Dy, = (rs|r"=s*=1sr=r""ls)

che viene chiamata una presentazione del gruppo diedrale con generatori r e s
(non tratteremo le presentazioni di gruppi in queste note). Questa scrittura
significa semplicemente che gli elementi del gruppo D;, si ottengono moltipli-

cando gli elementi di 7 e di s e tenendo conto del fatto che r ha ordine #, s ha

ordine 2 e che vale la relazione sr = "~ 1s = r—ls,

Osservazione 2.1.5 Se pensiamo a P, come ad un poligono regolare inscritto
nella circonferenza unitaria e prendiamo r come la rotazione di angolo 27” in
senso antiorario rispetto all’origine possiamo scrivere

2tk oia 27Tk
}"k _ COST Sin
sin

27tk ZnZ]/k:L---,n—l.

no COST

A meno dell’ordine le simmetrie sy, .. ., s, possono scriversi come

cos & gin 47th
Sh={ . am, Wl o h=1,,m,
SIHT —COST

se n € pari e come

2mth 27th

cosznlh sin%
Sy = . ,h:O,...,n—l,
SN —/— —COST

se n e dispari.

Possiamo anche scegliere

e |10
SR N B

ossia la rilfessione rispetto all’asse delle ordinate (che € un asse di simmetria
sia nel caso n pari che n dispari). Fatta questa scelta le (2.4) e (2.5) possono
essere verificate moltiplicando le matrici opportune. Anche il Lemma 2.1.1
puo essere (ri)dimostrato usando le matrici. Infatti per « € IR la rotazione r, in
senso antiorario intorno all’origine di angolo « ¢ data da

cosx —sina
Yo = .
sinx  CoS«
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Mentre la riflessione s, rispetto ad una retta che passa per 'origine e forma un
angolo a con l'asse positivo delle ascisse e data da

cos2x  sin2«
SIX — . .
sin2x — cos2«

Quindi i seguenti fatti seguono facilmente usando le relazioni trigonome-
triche

1. v, Org =TgOTy ="Tyip;
2. 54,088 = TI'y(4—p);

3. ra 08 = S14p.

2.2 1l gruppo delle permutazioni
Sia X un insieme non vuoto. Definiamo
Sx = {f: X — X| f einvertibile}

e consideriamo l’operazione binaria o su Sy, data dalla composizione di fun-
zioni. Si tratta effettivamente di un’operazione binaria, in quanto la compo-
sizione di due funzioni invertibili € ancora invertibile. Inoltre, ¢ immedia-
to verificare che (Sx, o,idx) risulta essere un gruppo, chiamato gruppo delle
permutazioni dell’insieme X.

Nel caso in cui X sia finito con |X| = n € INT, indicheremo Sx con S,
chiamato anche gruppo simmetrico su n elementi. Il suo ordine & |S,| = n!.

Osserviamo che se | X| > 3, allora Sx & un gruppo non abeliano. Infatti, se
x,Y,z € X sono tre elementi distinti, le due permutazioni f,g € Sx, definite
come segue:

f(x)=y, fly)=x f(t)=tperognit#xy

g(x) =2z g(z)=x, g(t)=tperognit #x,z

non commutano tra loro. Infatti, abbiamo:

(fog)(x) = f(8(x)) = f(z) =2z, mentre (g0 f)(x)=g(f(x)) =8(y) =y
e poiché y # z, concludiamo che fo g # go f.
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Dato f € Sy, definiamo il supporto di f come

supp(f) = {x € X | f(x) # x},

ovvero il sottoinsieme di X costituito dagli elementi che vengono "mossi" dalla
permutazione f. Chiaramente supp(f) = @ se e solo se f = idx. Vediamo
alcune proprieta del supporto.

Proposizione 2.2.1 Sia f € Sx. Allora:

1. supp(f~1) = supp(f);

2. f(x) € supp(f), per ogni x € supp(f).

Dimostrazione. La (1) si dimostra sfruttando il fatto che f —1 & injettiva:

x €supp(f) < f(x) #x < x=fT1(f(x)) # [ (x) <= xesupp(f).

Per dimostrare la (2), supponiamo per assurdo che esista x € supp(f) tale che

f(x) ¢ supp(f). Allora f(f(x)) = f(x) e applicando l'inversa a entrambi i

membri si ottiene f(x) = x, in contraddizione con il fatto che x € supp(f). O
Due permutazioni f, g € Sx si dicono disgiunte se

supp(f) Nsupp(g) = @.

Proposizione 2.2.2 Se f, g € Sx sono disgiunte, allora f e g commutano tra loro.

Dimostrazione. Scriviamo X come unione di tre insiemi disgiunti:

X = supp(f) Usupp(g) U (X \ (supp(f) Usupp(g)))-

supp(g)

X\ (supp(f) Usupp(g))

Consideriamo i seguenti casi:
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* Se x € supp(f), allora:
(g0 f)(x) =g(f(x)) = f(x) = f(g(x)) = (fog)(x),

dove nella seconda e terza uguaglianza abbiamo usato il fatto che x, f(x) €
supp(f) e l'ipotesi che f e g siano disgiunte, quindi f(x) ¢ supp(g) (per
la (2) della Proposizione 2.2.1);

* Se x € supp(g), ragionando in modo analogo, otteniamo:
(g0 f)(x) = (fog)(x).
e Sex € X\ (supp(f) Usupp(g)), allora f(x) = g(x) = x, e quindi:
(g0 f)(x) = (fog)(x) = x.

Segue che (go f)(x) = (fog)(x) perognix € X,equindi fog=gof. g

Per rappresentare una permutazione f € S, possiamo usare una matrice

f‘( 1 2 - n >
A\ fW) F@) e fm) )7

dove nella prima riga compaiono i numeri da 1 a n e nella seconda riga le loro

2 x 1 della forma

immagini tramite f (la seconda riga consiste di tutti e solo i numerida 1 an

essendo f una bigezione).

Esempio 2.2.3 16 elementi di S3 possono quindi essere descritti come segue.

. 1 2 3 1 2 3 1 2 3
id = ;1= ;2=
1 2 3 21 3 321
1 2 3 1 2 3 1 2 3
T3 = , 01 = , 02 = s
1 3 2 2 31 31 2

Con questa notazione possiamo anche calcolare il prodotto (composizione)

di due permutazioni in modo agevole.

Esempio 2.2.4 Siano

(r23as)  (12345)
8 \o2s34as51)' 7732115 5

Allora, siccome f(1) = 3 e g(3) = 4, possiamo scrivere 4 come primo elemento
della seconda riga; siccome f(2) = 2 e g(2) = 3 possiamo scrivere 3 come
secondo elemento della seconda riga e cosi via ottenendo la permutazione

12345 12345 12345
gof= o = .
(23451)(32145) <43251>
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2.3 Icicli e il teorema fondamentale delle permuta-
zioni
Sia f € Sx e a € supp(f). Definiamo l'orbita di a tramite f come
orbg(a) = {f/(a) | j € Z}. (2.6)

Per comprendere meglio come sia fatto questo insieme, definiamo una relazio-
ne d’equivalenza su X:

awfb<:>5|j€Ztalecheb:fj(a).

Si verifica immediatamente che ~ ¥ e effettivamente una relazione d’equiva-
lenza:

* Riflessivita: 4 ~; ain quanto a = %) = idx(a) = a;

* Simmetria: se a ~¢ b, allora esiste j € Z tale che b = f/(a), quindi

a= f7I(b),cioeb ~¢a;

o Transitivita: sianoa ~¢ b, ciod b = f/(a) per qualche j € Z, e b ~ ¢, cioe
¢ = f¥(b) per qualche k € Z. Allora c = f*(b) = f*(fi(a)) = fI**(a),
percuia ~y c.

Si deduce allora che se a € supp(f) si ha

orbs(a) = [a]wf,

dove [a]~ ; denota la classe d’equivalenza dell’elemento 4 rispetto alla relazio-
ne d’equivalenza ~y.

Se il supporto di f e finito, 'orbita di un suo elemento puo essere descritta
come segue.

Proposizione 2.3.1 Sia f € Sx tale che | supp(f)| < oo esiaa € supp(f). Allora
esiste un naturale d > 2 tale che

fi(a)=a

orbg(a) = {a, f(a), f*(a), ..., f47}(a)}. (2.7)

Dimostrazione: Consideriamo 1’applicazione

F:INT — orbs(a) = [a]~;, i fi(a).
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Quest’applicazione non puo essere iniettiva, in quanto
orb(a)| < |supp(f)| < co = [N'*].
Esistono quindi i,j € N*, coni > j, tali che f(a) = f/(a), e quindi
f7i(a)=a, i—j>0.
Segue che l'insieme
A={neN"|f'a)=a} #0

e, per il principio del buon ordinamento, esiste d € IN* tale che f%(a) = a e
perognih € Aconh #dsihad < h.

Segue allora che gli elementi a, f(a), f2(a), ..., f*~(a) sono tutti distinti e
che

{a,f(a), f2(a),.... f 1 (@)} S {f/(a) | j € Z} = orby(a)

(infatti, se fP(a) = f7(a) conp > q,0 < p,q <d—1, allora fP~9(a) = a, con
0 < p—g <d—1,in contrasto con la minimalita di d).

Osserviamo anche che d > 2; altrimenti, se d = 1, allora f(a) = a4, in
contrasto con la scelta di a € supp(f).

Resta quindi da dimostrare che

orbs(a) C {a, f(a), f*(a),..., f*"}(a)}.
Sia dunque f/(a) € orby(a), j € Z. Dividendo j per d possiamo scrivere
j=dq+r, 0<r<d-1

e ottenere

fl(a) = f447(a) = f'(f¥(a)) = f'(a) € {a, f(a), f*(a),.... f ()},

il che mostra l'inclusione desiderata e conclude la dimostrazione. (Nell'ultima
uguaglianza abbiamo usato il fatto che f%(a) = a per ogni ¢ € Z. Questa
si pud dimostrare prima per induzione su g, supponendo 4 € IN e usando
f%(a) = a; se invece g < 0 allora f%(a) = f(~9(=9)(a) = a che si ottiene dal
caso precedente e da f~4(a) = a). O

Sianoa € X e f € Sx come nella proposizione precedente. Usando la
notazione precedente, deduciamo che se restringiamo f all’orbita orbs(a) =
{a, f(a), f2(a),..., f(a)} di a possiamo scrivere

fo (e t@ P@ o W
o =\ f@) fa) Pla) e )
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Chiameremo una tale permutazione un ciclo di lunghezza d o I-ciclo. Useremo
anche la notazione

(a f(a) f2(a) ... f47 1 (a))

per indicare un tale ciclo. Pitl in generale un I-ciclo, I € N¥, [ > 2, & una
permutazione di / elementi {ay, ..., a;} della forma

(alaz...al);:<al G2 00 A > (2.8)

az as ... a]_

Un ciclo di lunghezza 2 e chiamato trasposizione. Si osservi che usando questa
notazione possiamo cambiare I'ordine degli elementi ciclicamente per descrive-
re lo stesso elemento. Quindi

(111 (Zz---(ll):(aiai+1---lll),Vi:1,...,1. (2.9)
Esempio 2.3.2 Le trasposizioni e i 3-cicli di S3 (cfr. Esempio 2.2.3) sono:
T = (12), Ty = (13), T3 = (23), ol = (123), Oy = (132).

La notazione (2.9) € molto utile per calcolare il prodotto di due cicli come

mostrano i seguenti esempi.

Esempio 2.3.3 Si considerino in S4 i due cicli ¢ = (1234) e f = (123). Allora
il loro prodotto (composizione) g o f si calcola come segue. Osserviamo che
(g0f)(1)=3,(g0of)(3) =2,(gof)(2) =4e(gof)(4) = 1. Siamo giunti al
punto iniziale 1 e quindi

gof = (1324)

che & ancora un ciclo.

Esempio 2.3.4 Non sempre la composizione di cicli ¢ un ciclo. Per esempio
siano ¢ = (12345) e f = (13) in Ss. Allora (go f)(1) = 4, (go f)(4) = 5,
(g0 f)(5) = 1 siamo tornati all’elemento 1 e quindi g o f ristretta all’insieme
{1,4,5} el ciclo (145). Osserviamo che (go f)(2) = 3, (¢o f)(3) = 2 siamo
tornati all’elemento 2 e quindi g o f ristretta all’insieme {2, 3} ¢ la trasposizione
(23). Quindi

go f = (145)(23) = (23)(145),

in accordo con I'Esempio 2.2.4.

Descriviamo ora alcune proprieta dei cicli.
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Proposizione 2.3.5 (alcune proprieta dei cicli) Sia ¢ = (ayap---a;) un ciclo di
lunghezza I, allora:

(i) supp(c) = {ay,...,a};
(i) o(0) = I;
(iii) o' = (a;...a2a1);
(iv) seesiste j € Z tale che o/ # id, allora supp(c’) = supp().

Dimostrazione: La (i) segue direttamente dalla definizione di ciclo. Osservia-
mo chese 0 < h < 1—1,0"(a1) = ay1y # a1, mentre ¢'(a;) = a; per ogni j.
Quindi la (ii) segue dalla definizione di ordine di un elemento.

Sia & = (a;...aay) allora: 5(a;) = aje &(aj) = aj_yperognil < j <L
Segue che o0 = ¢ o7 = id e la (iii) & dimostrata.

Infine, per dimostrare la (iv) osserviamo che supp(¢/) C supp(¢): infatti
se x ¢ supp(c) allora ¢(x) = x e quindi 07(x) = x che implica x & supp(c¢’).

Per dimostrare supp(c) C supp(c/) possiamo supporre 0 < j < I. Infatti
dividendo j per [ si ottiene:

j=lg+r,qeZ, 0<r<l,
dove r # 0 altrimenti ¢/ = id e
ol = o1t = ¢l1g" = idoo” = o,

Sia dunque x € supp(c) allora o(x) # x. Perla (i) x = a; per un certo
i=1,...,1. D’altra parte

crj(a') . ai+]- sei+j§l,
)=
Aitj—1 sei+j > .

In entrambi i casi, sfruttando il fatto che 0 < j < [, si deduce che ¢/(a;) # a;.
Allora x = a; € supp(c’) e quindi supp(c) C supp(c?). O

Osservazione 2.3.6 La potenza di un ciclo non ¢ un ciclo in generale. Per
esempio se 0 = (1234) € S; allora ¢ = (13)(24), che ¢ il prodotto di due
trasposizioni (si veda 1’Esercizio 2.9).

Concludiamo questo paragrafo con Il seguente teorema che evidenzia 1'im-
portanza dei cicli come elementi fondamentali per esprimere qualsiasi permu-

tazione con supporto finito come una composizione di cicli.
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Teorema 2.3.7 (il teorema fondamentale delle permutazioni) Sia X un insieme non
vuoto, esia f € Sx tale che f # idx e | supp(f)| < oo. Allora, esistono cicli disgiunti
01,...,01,cont > 1, tali che

f=o010---00; (2.10)

Inoltre la scomposizione 2.10 e unica a meno dell’ordine dei cicli 0;. Infine, I'ordine di
f edato da:

O(f) = (lll sy lt)/ (211)

dovel; =o(oj)perj=1,...,te(l1,..., 1) rappresenta il minimo comune multiplo
deglil;.

Dimostrazione: Dalla Proposizione 2.3.1, esistono t > 1, elementi distinti
a1, az,...,a; € supp(f), einteridy, dy, ..., d;, cond; > 2, tali che

supp(f) = [a1]~; U faa], U - - Ufad]~

dove
[[Zj]Nf = Ol“bf(a]') = {a]',f(ﬂ]'),. . .,fdj_l(a]')}, ]: 1,. . .,t.

Definiamo la permutazione ¢ € Sx come la composizione dei seguenti cicli
disgiunti:

g = (a1 f(aqg).. .fdl_l(al)) o (az f(az).. .fdz_l(a2)> 0---0 (atf(at) . .fdf_l(at)) .

Poiché supp(f) = supp(g) e f(x) = g(x) per ogni x € supp(f), si deduce che

f = g. Pertanto, possiamo scrivere:
f=0100mo0---00y,

dove 0; = (a]-,f(aj), . ..,fdf_l(a]-)) perj=1,...,t Poichéi cicli 0 commuta-
no tra loro, ne consegue che tale scomposizione € unica.
Per dimostrare la (2.11) siad = o(f). Allora

jdX:fd:(Uloazo---oat)d:Ufoago---oaf, (2.12)

dove abbiamo utilizzato il fatto che i cicli c; commutano, cioe [0}, 0x] = 1 per
ogni j # k, e 'Osservazione 1.3.24.
Dimostriamo ora che questa uguaglianza implica che:

af’ —idxy Vj=1,...,t (2.13)
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Supponiamo per assurdo che esista un k = 1,...,t tale che 0]‘3 # idx. In
particolare, dalla Proposizione 2.3.5, sappiamo che:

supp(cff) = supp(0k), (2.14)
e che esiste x € X tale che:
ol (x) # x. (2.15)
Mostriamo ora che:
a;i (x)=x Vj#k (2.16)

Se UJd = idy, la (2.16) ¢ immediata. Altrimenti, se (T]d # idy, dalla Proposi-
zione 2.3.5 segue che Supp(O']‘-i) = supp(0c;). Dato che 0j e 0} sono disgiunti, lo

d

stesso vale per o7’ e o, e quindi cT]d(x) = x. Abbiamo cosi dimostrato la (2.16).

A questo punto, combinando la (2.12), la (2.15) e la (2.16), otteniamo:
x =idx(x) = f4(x) = ((rocpo0---00) (x) = ol (x) # x,
che fornisce la contraddizione desiderata. U
Corollario 2.3.8 Sia f € Sx con |supp(f)| < oo sia p un numero primo. Allora

o(f) = p seesolose f si pud scrivere come prodotto di cicli disgiunti ognuno dei
quali ha ordine p.

2.4 Il segno di una permutazione

Sia X un insieme non vuoto, sia f € Sx tale che f # idx, | supp(f)| < oo, e sia
f=010--00,

la scomposizione (2.10) in cicli disgiunti ¢y, ..., 03, con t > 1, la cui esistenza &
garantita dal teorema fondamentale delle permutazioni.

Definiamo il numero naturale positivo
t
NA =0 -Dh-1)-G-1)=Y 1t
j=1

dove /; = o(0;) & la lunghezza del ciclo 0j, con j = 1,..., t. Definiamo il segno
di f come
sign(f) := (—1)NU) e {—1,+1}. (2.17)
Si deduce immediatamente dal fatto che i cicli 0j nella scomposizione di f
commutano che questa definizione & ben posta.
Diremo che f & di classe pari se sign(f) = +1 (ossia N(f) & pari), mentre
diremo che f & di classe dispari se sign(f) = —1 (ossia N(f) & dispari).
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Osservazione 2.4.1 Ogni permutazione ha classe pari.

Lemma 2.4.2 Ogni f € Sx con f # idx e |supp(f)| < oo si scrive come prodotto
di N(f) trasposizioni.

Dimostrazione: Osserviamo preliminarmente che un ciclo di lunghezza I, si
puo scrivere come prodotto di / — 1 trasposizioni. Infatti

(a1 ay - - - [11) = (a1 [12)(612 [13) e (al—l Lll). (218)

Quindi, per ogni j = 1,...,t, ogni 0; nella scomposizione f = ¢y 0--- 00}
in cicli disgiunti si pud scrivere come prodotto di [; — 1 trasposizioni. Ne se-
gue che f si pud scrivere come prodotto di N(f) = (4 — 1)+ -+ (I = 1)
trasposizioni. O

Osservazione 2.4.3 Il lemma non afferma né che la scomposizione & unica, né
che le trasposizioni sono disgiunte. Per esempio, un /-ciclo puo essere anche
scritto come prodotto di I — 1 trasposizioni

(a1 az ---a;) = (a1 a)(ay a—q) - - - (a1 a3) (a1 a2),
che differisce dalla scomposizione (2.18).

Teorema 2.4.4 (moltiplicativita della funzione segno) Siano f, g € Sx taliche f,g #
idx e | supp(f)| < oo, |supp(g)| < oco. Allora

sign(f o g) = sign(f) sign(g). (2.19)
Dimostrazione: La dimostrazione procede analizzando vari casi.

CASO 1: supp(f) Nsupp(g) =@
Siano f = cjo---00te g = p;o---0py,lascomposizione di f e g in cicli
disgiunti. Notiamo che l'ipotesi supp(f) Nsupp(g) = @ e equivalente a

supp(c;) Nsupp(px), Vi=1,...,t,Vk=1,...,u.

Segue che

fog=0y0---00;0p10---0py
¢ la scomposizione di f o g in cicli disgiunti. Se quindio(c;) =1;,j =1,...,te
o(pr) =mg, k=1,...u,allora

N(fog) = ;zj—wlizlmk—u:N(mN(g).

]
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Dalla quale

sign(fog) = (~1)NU°8) = (—)NIFNE) = ()N (~1)N &) = sign(f) sign(g)-

CASO 2: |supp(f) Nsupp(g)| =1, f e g cicli.
Senza ledere alla generalita possiamo supporre

f=(ay -am), g=(amby ---by), aj # b, Vji=1,... mVk=1,...,L
Quindi N(f) =m —1e N(g) = I. D’altra parte

fog:(al...am)o(ambl ...bl):(al...ambl...bl)

e quindi
N(fog)=1l+m—1=N(f)+N(g)

esign(f og) = sign(f)sign(g)-

CASO 3: |supp(f) Nsupp(g)| = 2, f ciclo e g trasposizione. Analizziamo i
due sottocasi seguenti.

CASQ 3A: I due elementi comuni di f e g sono consecutivi.
Possiamo supporre senza ledere alla generalita che

f=(a1ay - am_1am), §= (Am—1am).

Segue che

f 08 = (alaZ T am—lam)(am—l am)
= (alaz e amfl)(am—l am)(am—l am)

= (011112 e am—l)-
Osserviamo che
N(f)=m—1,N(g) =1, N(feg) =m—2=N(f) + N(g) (mod 2).
Quindi
sign(fog) = (~1)NV°8) = (—)NITNE) = ()N (—1)N&) = sign(f) sign(g).

CASO 3B: I due elementi comuni di f e ¢ non sono consecutivi.
Possiamo supporre che

f=(may - apy_1am), §= (a;ay), 1 <i<m-—1.
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fog=(amraz - am—1am)(a; an)
a; A1 Am)(a; am)
Aip1- - A a;)(a; am)

i)
)(
) (@i - )(am i) (a; am)
) (a;

Osserviamo che
N(fog)=(i—1)+(m—i—1)=m—2=N(f) + N(g) (mod 2).
Quindi si deduce, come prima, che
sign(f o g) = sign(f) sign(g)-
CASO 4: f permutazione qualunque e g trasposizione. Distinguiamo i due

sottocasi seguenti.

CASO 4A: |supp(f) Nsupp(g)| = 1. Per il teorema fondamentale delle per-
mutazioni, possiamo scrivere f = 1 0--- 00} con 0j cicli disgiunti. Senza
ledere alla generalita possiamo assumere che | sup(cy) Usupp g| = 1 e quindi
supp (o) Usupp(g) =D perognik # j, k=1,...,t — 1. Consideriamo il ciclo
o = 0y o g, allora

fog=0j0---0040¢g=010---003_100.
Per il CASO 1 essendo supp(cq o - - - 0 03—1) Nsupp(0) = @ possiamo scrivere
sign(fog) =sign(oyo---o00;_1)sign(oc) = sign(oy o ---o00y_1) sign(o; o g).
D’altra parte sign(o; o g) = sign(o;) sign(g), per il CASO 2. Segue che
sign(f og) = sign(oj o ---o0y_1) sign(oy) sign(g)

= sign(cy o -+ o 01) sign(g) = sign(f) sign(g),
dove nella seconda uguaglianza stiamo abbiamo usato ancora il CASO 1.
CASO 4B: |supp(f) Nsupp(g)| = 2.

Sef=o010---00; con 0j cicli disgiunti, allora, senza perdere di generalita,
possiamo considerare i due sottocasi seguenti.
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CASO 4B;: | supp(oy—1) Nsupp(g)| = 1 e |supp(o:) Nsupp(g)| = 1. Conside-
riamo il ciclo ¢ = 0y 0 g. Allora | supp(c;—1) Nsupp(c)| = 1 allora per il CASO
B

sign (011 0 0) = sign(vi_1) sign(c) = sign(vi_1) sign(er) sign(g).

Usando il CASO A e la precedente si ottiene:

sign(fog) =sign(cio---o0y_100)
0p0---001_p)sign(oy_100)
= sign(oq o - - - 0 037 ) sign(o;_1) sign (o) sign(g)
010 00y)sign(g) = sign(f) sign(g)-
CASO 4By: | supp(or) Nsupp(g)| = 2.
Se f = 01 0+ 00 con gj cicli disgiunti, allora, senza perdere di generalita,

possiamo supporre |supp(c:) Nsupp(g)| = 2. Allora, usando il CASO 1 e il
CASO 3 si ottiene

sign(f o g) = sign(cy o - -+ 00}_1)sign(c; 0 g)
= sign(cy o - -+ 00;_1) sign(o}) sign(g)
— sign(cy o+ - 0.01) sign(g) = sign(f) sign(g).
CASO 5 (caso generale): f, ¢ permutazioni arbitrarie.

Per il Lemma 2.4.2 possiamo scrivere ¢ = Tj 0 --- 0 Ty(g), CON Tj, | =
1,...,N(g), trasposizioni. Dimostriamo la (2.19) ossia

sign(f o g) = sign(f) sign(g) = sign(f) sign(tyo---o TN(g)) (2.20)

per induzione su N(g). Se N(g) = 1 allora la (2.20) segue dal CASO 4. Suppo-
niamo, per ipotesi induttiva, che la (2.20) valga per N(g) — 1 cioe che

sign(f o o 0Ty(g)—1) = sign(f)sign(mi o0 Ty(g)—1)-
Allora, sempre per il CASO 4 e 'ipotesi induttiva si ha
sign(f o o+ 0Ty() =sign(fot o 0Ty -1)sign(Tn(y))

= sign(f) sign(m1 o - -+ 0 Ty(g)—1) SigN(Tn(g))

= sign(f) sign(7 o - -- 0 Ty(g)) = sign(f) sign(g)-

Corollario 2.4.5 Sia f € S,. Allora f e di classe pari se e solo se si scrive come
composizione di un numero pari di trasposizioni.
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Dimostrazione: Se f e di classe pari allora, per il Lemma 2.4.2, f = 1y o0---0

Tn(f), con N(f) pari.
Viceversa se f = Ty o - - - 0 Tps allora per il Teorema

sign(tj o - -+ 0 Tys) = sign(7y) - - - sign(ms) = (—1)% = 1.

O
Alla luce del corollario, visto che idx = T o T, dove T € una trasposizione,
definiamo il segno di idy uguale a 1, ossia idx e di classe pari.

Osservazione 2.4.6 Osserviamo che non e restrittivo supporre che nel Teore-
ma 2.4.4 f, ¢ siano elementi di S, per un qualche n. Infatti essendo i supporti
di f e g finiti possiamo prendere n = |supp(f)| + |supp(g)| e considerare

15, 8]s, € Sn che soddisfano sign(f|5n) = sign(f) e sign(g‘sn) = sign(g).
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2.5 Esercizi

Esercizio 2.1 Si descrive il gruppo dell'isometrie del piano che fissano un ret-
tangolo (che non sia un quadrato).

Esercizio 2.2 Sia G = D,,, n > 3, il gruppo diedrale. Determinare il sottoinsie-
me S C G costituito da tutti gli elementi di ordine 2.

Esercizio 2.3 Sia f la permutazione di S1, data da

f_<123456789101112>

56 7 10 12 9 4 3 11 8 2 1

Si scriva la decomposizione in cicli disgiunti di f, 2, f> e f° e si calcolino gli

ordini di queste permutazioni.

Esercizio 2.4 Siano f e g la permutazioni di S1o definite come segue:

f=

1234567 8910
24579810 6 3 1

) eg = (23).

Si trovi la decomposizione in cicli disgiunti delle permutazioni f, g, fogego f
e si calcolino gli ordini di queste permutazioni.

Esercizio 2.5 Dimostrare che due cicli ¢ e T della stessa lunghezza sono coniu-
gati, cioé esiste una permutazione f tale che floco f = 1.

Esercizio 2.6 Sia ¢ un ciclo di lunghezza l e k € N tale che ok = id. Mostrare
che esistono ¢ cicli disgiunti o7, ..., 0 tutti della stessa lunghezza m, tali che
| =mte

k=00 00 (2.21)

Mostrare, inoltre che m = ﬁ et = (k1). (Suggerimento: usare il fatto che
supp(c*) = supp(¢) e il teorema fondamentale delle permutazioni Per l'ultima parte

si calcolino gli ordini di c* e gy o - - - 0 7).
Esercizio 2.7 Mostrare che se oy, ...,07 sono cicli disgiunti tutti della stessa

lunghezza m allora esiste un ciclo ¢ di lunghezza | = mt e k € Ny tali che

ok = 010 - - 00t (Suggerimento: se 0; = (aj1 -~ aj), j = 1,...,t, si definisca

o= (ﬂl1a21 <. p1a120422 ¢ - - A2 0 A A2m 'ﬂtm)

e si verifichi che ¢ = ¢ 0---00}.).
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Esercizio 2.8 Dimostrare che S, é generato da {A,, T} dove T é una trasposi-
zione arbitraria.

Esercizio 2.9 Sia ¢ un ciclo di lunghezza [. Dimostrare che

1. ¢?

é un ciclo se e solo se I é dispari;

2. sel é dispari allora ¢ é il quadrato di un ciclo di lunghezza [;

3. sel é pari, | = 2m, allora ¢ é il prodotto di due cicli di lunghezza m;
4. sel = tm, allora ¢! é 1l prodotto di t cicli di lunghezza m;

5. se | é un numero primo allora ogni potenza di ¢ é un ciclo.

(Suggerimento: usare 1'Esercizio 2.6).

Esercizio 2.10 Il cubo di Rubik pué essere visto come un gruppo algebrico
R, dove le operazioni sono rappresentate dalle mosse che si possono eseguire
sulle facce del cubo (si veda anche wikipedia) Pit precisamente, ogni elemento
di R puo essere scritto come prodotto di un numero finito delle seguenti mosse
di base o delle loro inverse.

¢ U: Rotazione di 90 gradi della faccia superiore (Upper) in senso orario;

* D: Rotazione di 90 gradi della faccia inferiore (Down) in senso orario;

L: Rotazione di 90 gradi della faccia sinistra (Left) in senso orario;

R: Rotazione di 90 gradi della faccia destra (Right) in senso orario;

F: Rotazione di 90 gradi della faccia frontale (Front) in senso orario;

B: Rotazione di 90 gradi della faccia posteriore (Back) in senso orario.
1. Calcolare I’ordine di ogni mossa di base;

2. Calcolare l'ordine degli elementi R"1D e R"1D~};

3. Dimostrare che la permutazione dei 20 cubetti del cubo di Rubik (8 angoli
e 12 spigoli) indotta da una qualunque mossa é di classe pari.



Capitolo 3

Sottogruppi e classi laterali

3.1 Sottogruppi

Sia G un gruppo esia H C G, H # @. Diremo che H & un sottogruppo di G se
valgono le seguenti proprieta:

* (S1): Stabilita, ovvero per ogni x,y € H, anche il prodotto x -y € H.

* (S2): Esistenza dell'inverso, ovvero per ogni x € H, anche l'inverso x ! €
H.

Osservazione 3.1.1 La condizione (51), chiamata anche di chiusura, € equiva-
lente ad affermare che che 1'operazione binaria - ristretta ad H C G definisce

un’operazione binaria su H

Notazione 3.1.2 Useremo la notazione H < G per indicare che H & un sotto-
gruppo di G.

Proposizione 3.1.3 Se H ¢ un sottogruppo di G, allora 1, I'elemento neutro di G
appartiene a H.

Dimostrazione: Consideriamo un qualsiasi elemento x € H che esiste in quan-
to H # @. Dall’esistenza dell’inverso (S2) abbiamo che x~! € H e dalla stabi-
lita (S1), abbiamo che x - x~! = 1 € H. Quindi, I'elemento neutro 1 appartiene
a H. 0J

Osservazione 3.1.4 Ogni gruppo G possiede sempre almeno due sottogruppi:
il sottogruppo banale {e}, che contiene solo 1’elemento neutro, e il gruppo G
stesso. Un sottogruppo H di G e proprio se H # G, ossia se H ¢ strettamente

contenuto in G.
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Osservazione 3.1.5 Se H e un sottogruppo di G, allora H ¢ a sua volta un grup-
po rispetto alla stessa operazione di G. In particolare se G ¢ abeliano allora ogni
suo sottogruppo € abeliano.

Esempi 3.1.6 Si verifica facilmente che i seguenti sottoinsiemi gia incontrati
nel Capitolo 1 sono sottogruppi.

(Z,+) <(Q+) <R, +) <(C+)
Q%) <(R%-) <(C%)
(§%,) < (€.
Esempio 3.1.7 Sia a un elemento di un insieme X e sia
H, ={oc € Sx | o(a) =a}.

l'insieme delle permutazioni di un insieme X che fissano a. Allora H, & un
sottogruppo di Sx. Infatti

* H, # @: La permutazione identita idx € Sx fissa ogni elemento di X,
quindji in particolare idx(a) = a, cioe id € Stab(a).

® (S1): Se f,g € H,, allora f(a) = a e g(a) = a. Dunque, per la com-

posizione fog,siha (fog)(a) = f(g(a)) = f(a) = a, quindi fog €
H,.

* (S2): Sia f € H,, allora f(a) = a. Sia f~! € Sx. Allora f~!(a) = ae
quindi f~! € H,.

Essendo soddisfatte le proprieta (S1) e (52) allora H, C Sx.
Esempio 3.1.8 (il gruppo alterno A;) Sia X un insieme con 7 elementi e sia S,

il gruppo simmetrico delle permutazioni di X. Definiamo il gruppo alterno A,
come l'insieme delle permutazioni di classe pari di Sy:

Ay ={f € Su | sign(f) = 1.

Allora A, & un sottogruppo di S, e |A,| = 2.

e A, # @in quanto sign(idy) = 1.
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e (S1): Siano f,g € A,, allora sign(f) = sign(g) = 1. Quindi per il
Teorema 2.4.4,

sign(f og) = sign(f) sign(g) =1-1= 1.
Quindi, fog € Ay.

* (S2):Sia f € Ay, allora

1 = sign(idy) = sign(f o £ 1) = sign(f) sign(f ') = sign(f ")

equindi f~! € A,.

Dunque, A, < S;. Per dimostrare A, ha ”7' elementi consideriamo l'applica-
zione

Ap = Sy \Ay: fr for,

dove T & una trasposizione fissata. Quest’applicazione & ben definita in quanto
sign(f o ) = sign(f)sign(t) = 1- —1 = —1. Inoltre & invertibile con inversa
Sy \ Ay — Ay, ¢ — goT. Dal momento che S, & l'unione digiunta di A, e

Sy \ Ay segue che

S n!
|An| = |Sn \ An| = |2n’ o

Le due proposizioni seguenti sono a volte utili per dimostrare che in sot-
toinsieme di un gruppo & un sottogruppo.

Proposizione 3.1.9 Sia G un gruppoe H C G, con H # @. Se l'ordine di H, ¢é
finito e H e stabile (cioe soddisfa la condizione (S1) nella definizione di sottogruppo),
allora H é un sottogruppo di G.

Dimostrazione: Resta da verificare la condizione (S2), cioe che l'inverso di
ogni elemento di H appartiene ancora a H.

Siaa € H.Sea =1, allorail suoinversoéa—1 =1 € H.

Supponiamo ora che a # 1 e definiamo l'applicazione

f:NT - H, nw—a"

Questa applicazione & ben definita perché vale la condizione (S1).

Poiché |H| < oo, f non ¢ iniettiva. Esisteranno quindi m,n € IN*, con
m > n, tali che f(m) =a™ = a" = f(n).

Poiché m = n + k per qualche k > 0, otteniamo a"** = a"a* = 4", e quindi
ak =1.
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Segue che:

Ora, k — 1 > 1, altrimenti, se k = 1, si avrebbe a = 1, che abbiamo escluso.
Pertanto, a1 = a~1 & 'inverso di a e, grazie alla condizione (S1), al =

ak=1 € H. Essendo a arbitrario H soddisfa la (S2) e quindi H < G. ]

Osservazione 3.1.10 In virtti di questa proposizione, nell’Esempio 3.1.8, per
dimostrare che A, € un sottogruppo, si sarebbe potuta evitare la verifica della
condizione (S2).

Proposizione 3.1.11 Sia G un gruppoe H C G, con H # @. Allora H < G see
solo se
xly € H, Vx,y € H. (3.1)

Dimostrazione: Supponiamo che H < G e siano x,y € H. Allora x~! € H per
la (52) e, per la (S1), x~ 'y € H. Quindi, la (3.1) & verificata.

Viceversa, supponiamo che valga la (3.1) e siano x,y € H. Allora, per
la (3.1), si ha che x'x = 1 € H. Sempre per la (3.1), si deduce che x™1 -1 =
x~1 € H, ossia vale la (S2). Inoltre, applicando ancora la (3.1), siha (x 1)1y =
xy € H, quindi vale anche la (S1). UJ

3.2 Intersezione di sottogruppi

La seguente proposizione mostra che l'intersezione di un numero arbitrario di
sottogruppi e ancora un sottogruppo

Proposizione 3.2.1 Sia [ un insieme di cardinalita qualunque e sia {H,};c; una
famiglia di sottogruppi di G, H; < G, per ogni i € 1. Allora la loro intersezione
H = NjerH; é un sottogruppo di G.

Dimostrazione: L'insieme H C G e non vuoto. Infatti, 1 € H; perognii € I,
quindi1 € H = NjerH;.

Siano x,y € H. Allora x,y € H; per ognii € I. Poiché H; < G, segue dalla
parte "se" della Proposizione 3.1.11 che x~'y € H;, per ogni i € I, e quindi
x‘ly € H = Nj¢rH;. Per la parte "solo se" della Proposizione 3.1.11, si deduce
che H < G. O

Sia G un gruppo e sia X C G un sottoinsieme di G. Consideriamo il sot-
toinsieme ( X ) C G ottenuto come l'intersezione di tutti i sottogruppi di G
che contengono X:

(X)= () H

XCH<G
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Osserviamo che ( X ) # @ in quanto stiamo prendendo l'intersezione di
una famiglia non vuota di sottoinsiemi di X dato che G ¢ un sottoinsieme di G
che contiene X.

Inoltre, ( X ) < G per la Proposizione 3.2.1. Chiameremo ( X ) il sottogruppo
di G generato da X.

Notiamo anche che ( X ) & il pit piccolo sottogruppo di G che contiene X,
nel senso che se H < G e tale che X C H allora ( X ) C H.

Osservazione 3.2.2 Se X = @ allora ( X ) = {1}, dove 1 & I’elemento neutro
di G. Inoltre se X < G allora ( X ) = X.

La seguente proposizione fornisce una descrizione utile di ( X ) come il
sottoinsieme di G costituito dagli elementi che possono essere espressi come
prodotto di elementi di X e dei loro inversi.

Proposizione 3.2.3 Sia G un gruppoe X C G, X # @ . Allora

(X)=A{x" -} [k>1, xj€ X, ¢j € {1,—1}}
Dimostrazione: Sia
A={x"xf |k>1, x€X, ¢ €{1,-1}}.

Vogliamo dimostrare che A = ( X ).

Si osservi che se H € un sottogruppo di G e X C H, allora ogni elemento di
A deve appartenere a H, poiché H e chiuso rispetto ai prodotti e agli inversi, e
contiene ogni elemento di X. Di conseguenza,

AC(X)= (] H
XCH<G
Viceversa, per dimostrare che ( X ) C A, & sufficiente mostrare che A & un
sottogruppo di G che contiene X. Per vedere che X C A, sia x € X. Ponendo
m = 1, abbiamo che x € A, quindi X C A.
Per verificare che A sia un sottogruppo di G, notiamo che A non & vuoto:
scegliendo x € X (X # @) alloraxx™! =1 € A. Quindi 1 € A.

Siano x,y € A, con x = x{'---xp"

€,1j € {1, —1}.
Allora

ey =yl'--y), dove x;,y; € Xe

-1 _ €1 €maq, Hn -m _ X1 Xn+m
xy _xl...meyn yl _Zl .

.. Zn+m

& un elemento di A.
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Dove
, X; sel<i<m
l Ynim—iv1 sem<i<n-+m
e
€; sel<i<m
Xi=

Mpam—iv1 sem<i<n+m

Notiamo che z; € X perognii, e x; € {1, —1} per ogni i, quindiz]' - - -z}
e un elemento di A. Di conseguenza, A & un sottogruppo di G che contiene
X, ed e quindi uno dei sottogruppi considerati nell’intersezione che definisce
( X'). Pertanto, ( X ) C A. O
Un caso particolarmente interessante si verifica quando X = {x}, x € G. In

questo caso, il sottogruppo generato da X si puo scrivere come
(x)={x"|neZ}. (3.2)
Il gruppo ( x ) & chiamato gruppo ciclico generato dall’elemento x.

Osservazione 3.2.4 Si noti che un gruppo ciclico e sempre abeliano per la proprieta
delle potenze
"™ =« = x"x", VYm,n € Z.

Nel caso di un gruppo ciclico ( x ), come mostra le proposizione seguente,
I'ordine dell’elemento x € G & proprio uguale all’'ordine (ossia la cardinalita)
del gruppo ciclico generato da x.

Proposizione 3.2.5 Sia G un gruppo e x € G. Allora
[(x)] = o(x). (3.3)
Dimostrazione: Supponiamo che o(x) = m, con m € IN™. Mostriamo che
(x)={1,x,...,x™1},

da cui si ottiene che m = o(x) = [(x)|.
L’inclusione
{1,x,..., 2™ C (x)

segue dalla (3.2).
Per dimostrare l'inclusione opposta, sia x” € (x) con n € Z. Allora,

dividendo n per m, possiamo scrivere

n=mg+r, 0<r<m.
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Dunque
x" = XM = My = (x™)Ix" =1-x" = x".

Max" € {1,x,...,x"" 1}, poiché 0 < r < m, e quindi

(x) C {1,x,...,xm_1}.

Viceversa, supponiamo che |[( x }| = m, con m € N*. Mostriamo che
o(x) = m. Consideriamo l'applicazione

f:Z—(x), n—x"

Poiché |Z| = oo e |( x )| < oo, segue che f non & iniettiva. Esisteranno quindi
n,k € Z conn > k tali che x" = x*
Di conseguenza, 'insieme {n € N™ | x” = 1} non & vuoto, e quindi o(x) =

Jovvero x" K =1,

d per qualche d € N, Dalla prima parte, d = o(x) = |{ x )| = m.
Abbiamo dunque dimostrato che o(x) = m se e solose |( x )| = m, e quindi
la (3.3) e dimostrata. 0

Proposizione 3.2.6 (classificazione dei sottogruppi di Z) Sia H un sottogruppo di
Z = (Z,+,0). Allora esiste h € N tale che

H=hZ={hz|zeZ}.
In particolare, tutti i sottogruppi di Z. sono ciclici.

Dimostrazione: Se H = {0}, allora H = 0Z, che ¢ il sottogruppo banale.

Supponiamo quindi che H # {0}. Allora esiste a € H, con a # 0. Possiamo
assumere che a > 0, poiché se a < 0, il suo opposto —a € He —a > 0.

Per il principio del buon ordinamento, esiste h € H, h > 0, che e il piu
piccolo elemento positivo in H. Vogliamo dimostrare che H = hZ.

L'inclusione hZ C H ¢ immediata: i € H implica che ogni suo multiplo
hz € H, perogniz € Z.

Dimostriamo ora l'inclusione opposta, H C hZ. Sia z € H, dividendo z per
h possiamo scrivere

z=qgh+r, 0<r<h.

Poiché z € H e gh € hZ C H, otteniamo che z —gh = r € H. Dato che h ¢ il
pit piccolo elemento positivo in H, segue che r = 0, quindi z = gh € hZ.
Essendo z arbitrario, concludiamo che H C hZ.
Infine, I'ultima affermazione segue dal fatto che 1 € Z, in notazione addi-
tiva, e il generatore del sottogruppo ciclico ( 1 ) = hZ. O
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Esempio 3.2.7 Sia G l'insieme di tutte le isometrie di R? che fissano I’origine,
cioe le matrici ortogonali di ordine 2. Per ogni n > 3, il gruppo diedrale D,,
descritto nel Capitolo 2, € un sottogruppo generato da una rotazione r intorno
all’origine e dalla simmetria rispetto all’asse delle ordinate.

3.3 Unione di sottogruppi

In generale l'unione di sottogruppi non e un sottogruppo come mostra la se-
guente

Proposizione 3.3.1 Siano H e K due sottogruppi di un gruppo G. Allora HUK ¢
un sottogruppo di G se e solo se H < K oppure K < H.

Dimostrazione: Se H < K (risp. K < H), allora HUK = K < G (risp. HUK =
H < G). Supponiamo ora che H UK < G e dimostriamo che H < K oppure
K < H. Se, per esempio H Z K (il caso K ¢ H si tratta in modo analogo
scambiando il ruolo di H e K), allora esiste h € H tale che h ¢ K.

Sia k € K. Allora hk € H U K, poiché per ipotesi H U K & un sottogruppo di
G e soddisfa quindi la proprieta di chiusura (51). Tuttavia, hk ¢ K, altrimenti
hk = k', per qualche k' € K, e quindi & = K'k~! € K, in contrasto con la scelta
di h. Di conseguenza, hk € H. Ma allora, h—lhk = k € H. Essendo k arbitrario,
segue che K C H. O

Corollario 3.3.2 Un gruppo G non puo essere scritto come unione di due suoi sotto-
gruppi propri.

Dimostrazione: Supponiamo per assurdoche G = HUKcon H < GeK < G.
Allora per la Proposizione 3.3.4, essendo G un sottogruppo di se stesso si ha
H < Koppure K < H. Quindi HUK = K = Goppure HUK = H = G in
conrtrasto con il fatto che H e K sono strettamente contenuti in G. O

Osservazione 3.3.3 Esistono gruppi che possono essere scritti come unione di
tre loro sottogruppi propri. Per esempio, sia G = (Z; x Z,.+) con I'operazio-
ne

(lal2, [b]2) + ([e]2, [e]2) = ([a +bla, [c +d]2).

Si verifica immediatamente che G ¢ un gruppo abeliano il cui elemento neu-
tro & ([0]2, [0]2) e l'opposto di un elemento ([a]y, [b]2) & dato da ([—a]a, [—]]2).
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Consideriamo i tre sottogruppi ciclici e propri H, K e L di G generati rispetti-
vamente da ([1]2, [0]2), ([0]2, [1]2 € ([1]2, [1]2):

H = {({1]2,[0]2) ) = {([0]2, [0]2, ([1]2, [0]2) }

K= {([0]2 [1]2) ) = {([0]2, [0]2, ([0]2, [1]2) }

L= (([1]2,[1]2) ) = {([0]2, [0]2, ([1]2, [1]2) }-
AlloraG = HUKU L.

La Proposizione 3.3.4 puo essere generalizzata come segue.

Proposizione 3.3.4 Sia G un gruppo. Sia (I, <) un insieme totalmente ordinato di
cardinalita non nulla e arbitraria e sia { H; };c una catena di sottogruppi di G, cioe per
ognii,j € I,siha H; C H;j oppure H; C H;. Allora H = U;cH; e un sottogruppo
di G.

Dimostrazione: Osserviamo che 1’elemento neutrodi G, 1 € H in quanto 1 €

H;, per ogni i. Siano x,y € H allora esistono i,j € [ taliche x € H; ey € H;.

Per ipotesi H; C H; oppure H; C H;. Se H; C H; (risp. H; C H;)sihax,y € H;

(risp. x,y € H;). Essendo H; < G (risp. H; < G), segue dalla Proposizione

3.1.11 che x~'y € H; (risp. x 'y € H;) e quindi x "'y € H = Uj¢/H;. O
Un corollario immediato ¢ il seguente.

Corollario 3.3.5 Sia {H;}ieN una famiglia di sottogruppi di G tali che H; C H;j se
i <j.Allora H= UjenH; <G.

Osservazione 3.3.6 La condizione per cui, per tutti i,j € I, si ha H; C H;
oppure H; C H;, puo essere indebolita. Tutto procede comunque se, per tutti
i,j € I, esisteunk € I tale che H; C Hy e H; C H;.

I risultati precedenti ci dicono quindi, che in generale 1'unione di sotto-
gruppi non e un sottogruppo. La proposizione che segue descrive il gruppo
generato dall’unione.

Proposizione 3.3.7 Sia G un gruppo. Sia I un insieme di cardinalita non nulla e
arbitraria e sia { H; }ic una famiglia di sottogruppi di G. Allora, il sottogruppo di G
generato dall’unione di questi sottogruppi e dato da

(Y Hi>:{x1x2...xk|k20,ijHi]-, ijEI}- (3-4)
iel
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Dimostrazione: Siano

Hi= (| H), A={uxn. x|k>0 x€H,icl}.
i€l
L'inclusione A C H segue dal fatto che ( U;c; H;) € un gruppo e quindi chiuso
rispetto al prodotto. L'inclusione H C A segue invece dal fatto che A € un
sottogruppo di G (semplice verifica) che contiene tutti gli elementi di U;c; H;
e che H (per definizione) ¢ il pit1 piccolo sottogruppo con questa proprieta. [

3.4 Prodotto di sottogruppi

Il prodotto di due sottogruppi H e K di un gruppo G e l'insieme dei prodotti di
tutti gli elementi di H con tutti gli elementi di K. Formalmente, il prodotto di
H e K & definito come:

H-K={h-k|he H,keK}.

In altre parole, si prende ciascun elemento / di H e ciascun elemento k di K
e si considera il prodotto & - k, dove 'operazione - & quella del gruppo G.

Esempio 3.4.1 Consideriamo il gruppo simmetrico G = S3, ovvero:

Siano H = ((12) ) = {1,(12)} e K = ( (12) ) = {1, (13)} due sottogruppi
di Ss.
Il prodotto H - K & dato da

H-K={1,(13),(12),(123)}.
Analogamente, possiamo calcolare il prodotto K - H ottenendo
K-H={1,(12),(13), (132)}.

Come si puo vedere, H - K # K - H, quindi il prodotto di sottogruppi non e

commutativo in generale.

Da ora in poi scriveremo HK = H - K ommettendo il prodotto. Diremo che
H e K commutano o sono permutabili se HK = KH.

Osservazione 3.4.2 Chiaramente G ¢ abeliano, allora due suoi sottogruppi H
e K commutano. Nella notazione additiva scriveremo H + K invece che HK.
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Nella seguente proposizione mostriamo che se H e K commutano allora HK &
un sottogruppo di G. Indichiamo con ( H,K ) = ( HUK) il sottogruppo di G
generato dall'unione di H e K.

Proposizione 3.4.3 Sia G un gruppo e H, K suoi sottogruppi. Le seguenti condizioni
sono equivalenti:
(i) HK = (H,K),
(i) HK = KH,
(iii) HK < G.

Dimostrazione: (i) = (ii): Supponiamo che HK = (H, K), cioé che HK sia il
sottogruppo generato da H e K. Vogliamo dimostrare che HK = KH.

Ricordiamo che (H, K) & il piu piccolo sottogruppo di G che contiene sia
H che K. In particolare, cio significa che tutti i prodotti di elementi di K e H
appartengono a (H, K), e quindi

KH C (H,K) = HK.

Per dimostrare l'inclusione HK C KH (e quindi 'uguaglianza HK = KH), sia
hk € HK, h € H ek € K. Allora, visto che HK = (H, K) & un gruppo l'inverso
di hk appartiene a HK e quindi

(hk)y"' =KWK, e H, K €K
Dal momento che gli inversi di di elementi di H e K stanno in H e K, si ha:
hk = (WK)' =KW1 e KH,

la quale mostra HK C KH.
(ii) = (iii): Supponiamo ora che HK = KH. Per dimostrare che HK & un sotto-
gruppo. osserviamo che e diverso dal vuoto. Infatti H che K sono sottogruppi
di G, contengono entrambi l’elemento neutro1di Gequindil =1-1 € HK, e
HK contiene I’elemento neutro.

Prendiamo due elementi arbitrari hiki, hoky € HK, dove hy,h, € H e
ki,k, € K. Allora, visto che HK = KH, possiamo scrivere kik, 1h2_ U= hsks,
con hz € H e k3 € K e quindi:

(hikq)(haka) ™! = hikiky 'hy ' = hihsks € HK.

Dunque HK < G per la Proposizione 3.1.11.
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(iii) = (i): Infine, supponiamo che HK < G. Per definizione, il sottogruppo
generato da H e K, (H, K), & il pit1 piccolo sottogruppo di G che contiene sia H
che K. Poiché H C HK e K C HK, e HK ¢ un sottogruppo di G, si ha che:

(H,K) C HK.

D’altra parte, siccome (H, K) (come abbiamo gia osservato) contiene tutti i pro-
dotti di elementi di H e K, abbiamo anche HK C (H, K). Quindi, HK = (H, K).
O

Esempio 3.4.4 Sia G = (Z, +,0) il gruppo degli interi e siano H e K due suoi

sottogruppi non banali, cioe diversi dal sottogruppo nullo {0}. Per la Proposi-

zione 3.2.6, esisteranno m, n € IN™ tali che H = mZ e K = mZ. Vogliamo de-

scrivere i sottogruppi HNK e H+ K = ( H,K ) in funzione di m e n. Notiamo

che H+ K= ( H,K) < Z, per la Proposizione 3.4.3, essendo Z abeliano.
Osserviamo preliminarmente che, per ogni u, v € IN si ha:

uZ CoZ < vlu (3.5)

Iniziamo con H + K = ( H,K ). Per la Proposizione 3.2.6 esiste d € N tale
che
H+K=mZ+nZ = dZ.

Mostriamo che d e il massimo comun divisore tra m e n, d = (m,n). Infatti
visto che mZ C dZ e nZ C dZ segue dalla (3.5) che d | ned | n. Inoltre se
a € Netalechea | mea | nalloraperla (3.5),sihanZ C aZ emZ C aZ e
quindi

H+K=mZ+nZ = dZ C aZ.
Da questa (ancora per la (3.5)) segue che a | d, la quale mostra che d & in effetti
il massimo comun divisore tra m e n. Abbiamo quindi dimostrato che

mZ +nZ = (m,n)Z.
Consideriamo ora H N K. Per la Proposizione 3.2.6 esiste s € IN™ tale che
HNK=mZNnZ = sZ.

Mostriamo che s & il minimo comune multiplo tra m e n, s = [m, n|. Infatti
visto che sZ C mZ e sZ C nZ segue dalla (3.5) che m | s e n | s. Inoltre se
a € Netalechem | aen | aalloraperla (3.5),sihaaZ C mZeaZ C nZe
quindi

HNK=aZ C mZNnZ = sZ.
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Da questa (ancora per la (3.5)) segue che s | a, la quale mostra che d & il minimo
comune multiplo tra m e n, ossia Abbiamo quindi dimostrato che

mZ N\nZ = [m,n|Z.

Concludiamo questo paragrafo calcolando la cardinalita dell’insieme di HK,
per due sottogruppi finiti H e K di un gruppo G.

Proposizione 3.4.5 Siano H e K due sottogruppi finiti di un gruppo G. Allora

H]IK]|

HK| = +——.
[HK] |HNK]|

(3.6)

Dimostrazione: Sia f : H x K — HK, definita da f(h, k) = hk, e consideriamo
la seguente relazione di equivalenza ~¢ su H x K: dati (hy, k1), (h2,k2) € H x
K,

(hl, kl) ~f (hz,kz) < hlkl = f(hl,kl) = f(]’lz,kz) = I’lzkz. (3.7)

Sia HN—XfK lo spazio quoziente corrispondente e denotiamo con [(, k)], la
classe di equivalenza dell’elemento (i, k) € H x K.
Poiché f e suriettiva, I'applicazione
: HxK
~f

¢ una bigezione. Pertanto,

= HK, (K)o F(U(K)],) = £, K) = Ik,

Hx K
‘ “ 2| = |HK|. (3.8)

~f

Fissiamo ora (ho, ko) € [(h, k)]~,, e definiamo l'applicazione
g: [ k)~ = HNK, (k) € [(h,K)]~, — hy'ho.
Quest” appplicazione & ben definita in virtu di (3.7):
(ho ko) ~5 (1, k1) = hytho = kiky' € HN K.
Inoltre g € invertibile, con inversa
gl HNK = [(h )]~y s (hos™1, sko).
Segue allora che che

[(1,k)]~,| = |HNK|, V(hk) €HxK, (3.9)
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ossia le classi di equivalenza hanno tutte la stessa cardinalita, che & uguale a
|HNK].
Combinando la (3.8) con la (3.9), otteniamo

H x K

IHXKﬁﬁ (1, k)]~ | = |HK| - [H N K],

da cui otteniamo la (3.6). O

3.5 Classi laterali e teorema di Lagrange

Dato un gruppo G la scelta di un suo sottogruppo H e di un elemento x € G
definisce due sottoinsiemi naturali di G, la classe laterale sinistra di x rispetto ad
H:

xH = {xh|h e H} (3.10)

la classe laterale destra di x rispetto ad H:

Hx = {hx | h € H} (3.11)

Esempio 3.5.1 Consideriamo il gruppo summetrico S3

e il suo sottogruppo H = ( (12) ){1, (12) }, di ordine 2.
Le classi laterali sinistre sono della forma xH, dove x € Ss:

1H={1-1,1-(12)} = {1,(12)},

(12)H ={(12)-1,(12) - (12)} = {(12),1},
(13)H = {(13) - 1,(13) - (12)} = {(13), (132)},
(23)H = {(23) - 1,(23) - (12)} = {(23), (123)},
(123)H = {(123) -1, (123) - (12)} = {(123), (13)},
(132)H = {(132) - 1, (132) - (12)} = {(132), (23)}

Quindi le classi laterali sinistre distinte di H in S3 sono:

{1,(12)}, {(13),(132)}, {(23),(123)}}.
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Allo stesso modo, calcoliamo le classi laterali destre Hx per ogni elemento di
53:

He={1-1,(12)-1} = {1,(12)},
H(12) = {1-(12), (12) - (12)} = {(12),1},
H(13) = {1- (13), (12) - (13)} = {(13), (123)},
H(23) = {1- (23), (12) - (23)} = {(23), (132)},
H(123) = {1-(

- (123), (12) - (123)} = {(123), (23)},
H(132) = {1-(132) (13)

Quindi le classi laterali destre disitinte di H in S3 sono:

{1,(12)}, {(13),(123)}, {(23),(132)}}.

Riassumiamo in una tabella le classi laterali sinistre e destre distinte per il
sottogruppo H = {e, (12)} in S3:

x | Classe laterale sinistra xH | Classe laterale destra Hx
1 {1,(12)} {1,(12)}

(13) {(13),(132)} {(13), (123)}

(23) {(23),(123)} {(23), (132)}

Questo esempio mostra che le classi laterali sinistre e destre non coincidono
necessariamente.

Dato un gruppo G e un suo sottogruppo H, possiamo definire due relazioni
d’equivalenza ~ e ~' su G come segue:

x~y <= x 'yeH xycG (3.12)
x~y < xy'eH, xyed. (3.13)

La verifica che si tratti effettivamente di due relazioni d’equivalenza si ottiene
immediatamente. Vediamola per la ~ (per la ~' & analoga).

* Riflessivita:
Dobbiamo dimostrare che x ~ x per ogni x € G. Questo significa
verificare che x 1x € H.

x~x < x lxeH.

Ora, sappiamo che x'x = 1, dove 1 & I'elemento neutro di G. Poiché H
e un sottogruppo di G, I'elemento neutro 1 appartiene a H.

x 1x=1¢H.

Quindi x ~ x per ogni x € G.
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¢ Simmetria:
Supponiamo che x ~ v, cioé x 1y € H. Quindi per la (S2)

(x )=y lxecH
Pertanto, y ~ x, e la simmetria ¢ dimostrata.

¢ Transitivita:
Supponiamo che x ~ y ey ~ z, ciod x 'y € Hey 'z € H. Dobbiamo
dimostrare che x ~ z, cioé x !z € H.
Osserviamo che:
xlz = x_ly : y_lz.

Poiché x"'y € Hey !z € H, e H ¢ chiuso rispetto al prodotto (essendo
un sottogruppo), abbiamo che:

xlz=(x"ly)(y1z) € H.

.....

Il legame tra queste relazioni d’equivalenza e le classi laterali & espresso
dalla seguente:

Proposizione 3.5.2 Sia G un gruppo e H < G e siano ~ (risp. ~') la relazione
d’equivalenza (3.12) (risp. (3.13)). Allora la classe d’equivalenza [x]~. (risp. [x]./)di
un elemento x € G coincide con la classe laterale sinistra (visp. destra) di x rispetto
ad H, ossia

[x]~ = xH (risp.[x].» = Hx) (3.14)

Dimostrazione: Dimostriamo la [x]. = xH con la doppia inclusione.

e [x]~ C xH: Per definizione, [x]~ & la classe d’equivalenza di x rispetto
alla relazione ~. La relazione y ~ x implica che yx~! € H, quindiy = xh
per qualche h € H. Sey € [x]~, allora y = xh per qualche h € H, e
quindi y € xH. Dunque, [x]. C xH.

e xH C [x]~: Consideriamo un elemento arbitrario y € xH. Allora y = xh
per qualche i € H. Poiché y = xh, abbiamo che yx~! = I, e siccome
h € H, segue che y ~ x. Pertanto, y € [x]~. Quindi, xH C [x]~.

Poiché entrambe le inclusioni sono verificate, abbiamo che [x]. = xH.
La dimostrazione per [x|., = Hx & analoga e segue lo stesso schema,
considerando le classi laterali destre. [
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La proposizione seguente mostra che le classi laterali sinistre e destre hanno
tutte la stessa cardinalita e lo stesso vale per cardinalita degli spazi quoziente
G/ ~ e G/ ~/ rispetto alle relazioni d’equivalenza (3.12) e (3.13). sono le
stesse.

Proposizione 3.5.3 Sia G un gruppoe H < G. Allora
|xH| = |Hy|, Vx,y € G (3.15)
G/ ~|=1G/ ~|. (3.16)

Dimostrazione: Sia x € G fissato e consideriamola classe laterale sinistra x
rispetto ad H, ovvero xH = {xh : h € H}. Vogliamo dimostrare che xH & in
biezione con H, il che implica che tutti i laterali sinistri di H hanno la stessa
cardinalita di H.

Definiamo l’applicazione f : H — xH come:
f(h) =xh perognih € H.
Verifichiamo che ¢ & una biezione:

e [niettivita: Supponiamo che f(h1) = f(hy), cioé xhy = xhy. Moltiplicando
a sinistra entrambi i membri per x~1, otteniamo h; = hy. Quindi, fe

iniettiva.
* Suriettivita: per costruzione.

Poiché f e sia iniettiva che suriettiva, essa € una biezione. Di conseguenza,
xH ha la stessa cardinalita di H.

In modo analogo si dimostra che dato y € G l’applicazione
¢:H — Hy, g(h) =hy

¢ una bigezione e che quindi |[Hy| = |H|. Abbiamo quindi dimostrato che
|Hy| = |H| = |xH]|, per ogni x,y € G, ossia la (3.15).
Per dimostrare la (3.16) definiamo un’applicazione

F:G/ ~— G/ ~, F(xH) = Hx ..

Verifichiamo che F & ben definita ed invertibile.
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® Ben definita: Supponiamo che xH = yH. Cio significa che esiste h € H
tale che x = yh. Prendiamo l'inverso di x, otteniamo:

x—l — (yh)_l — h_ly_l.
Di conseguenza, possiamo scrivere:
Hx '=HMh Yy ) =Hy L

L'uguaglianza H(h~1y~1) = Hy~! deriva dal fatto che 1! € H e molti-
plicare un elemento a sinistra per un elemento di H non cambia la classe
laterale destra. Pertanto, Hx~' = Hy~!, il che dimostra che F & ben
definita.

e [nversa di F: & immediato verificare che l'inversa di F & data da

F'1:G/~=G/~, F1(Hx) = x'H.

Poiché F e ben definita e invertibile, essa € una bigezione e la (3.16) e
dimostrata. 0]

Notazione 3.5.4 La cardinalita di |G/ ~ | = |G/ ~' | prende il nome di indice
di H in G e si indica con [G : H].

Il seguente teorema, insieme ai suoi corollari, rappresenta senza dubbio i
risultati pitt importanti nella teoria dei gruppi finiti.

Teorema 3.5.5 (teorema di Lagrange) Sia G un gruppo finito e H < G un suo
sottogruppo. Allora
|G| =[G : H]-|H]|. (3.17)

Dimostrazione: Dalla Proposizione 3.5.3, sappiamo che ogni classe laterale
(sinistra o destra) ha la stessa cardinalita, paria |H|.

Le classi laterali forniscono una partizione dell’insieme G. Poiché G e 1'u-
nione disgiunta di [G : H] classi laterali, ciascuna delle quali ha cardinalita |H|,
otteniamo

Gl =[G H] - |H].

Questo conclude la dimostrazione. O
Una conseguenza immediata del teorema di Lagrange e il seguente:

Corollario 3.5.6 Sia G un gruppo finito e H < G. Allora I'ordine di H divide quello
di G
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Osservazione 3.5.7 Il teorema di Lagrange afferma che, in un gruppo finito G,
ogni sottogruppo ha un ordine che divide 1’ordine di G. Tuttavia, il fatto che
un intero positivo divida I’ordine di G non implica necessariamente 1’esistenza
di un sottogruppo di tale ordine.

Ad esempio, consideriamo il gruppo alterno Ay, la cui cardinalita & 12. No-
nostante 6 divida 12, non esiste alcun sottogruppo di A4 con ordine 6, come
dimostreremo in seguito.

Corollario 3.5.8 Sia G un gruppo finito e H < G. Allora, per ogni x € G, si ha:
(i) o(x) | |G|, dove o(x) e l'ordine dell’elemento x;
(i) xI6 = 1.

Dimostrazione: (i): Dal teorema di Lagrange, sappiamo che 'ordine di ogni
sottogruppo di G divide 'ordine di G. In particolare (cf. (3.3))

[(x)| = o(x) [ |G].

(ii): Poiché o(x) | |G|, possiamo scrivere |G| = k- o(x) per qualche intero
positivo k. Quindi :

x|G| _ xk-o(x) _ (xo(x))k _ (1)k —1.

Corollario 3.5.9 Sia G un gruppo finito di ordine p, con p primo. Allora:
(i) gli unici sottogruppi di G sono quelli banali;
(ii) G e ciclico ed e generato da qualunque x € G, x # 1, ossin G = (x).

Dimostrazione: (i): Sia H < G un sottogruppo di G. Dal Corollario 3.5.6,
sappiamo che 1'ordine di H deve dividere 'ordine di G. Poiché |G| = pep e
primo, i divisori di p sono solo 1 e p. Quindi, I’ordine di H puo essere soltanto
10 p. sSe |[H| = 1, allora H = {1}, il sottogruppo banale. Se |H| = p, allora
H = G, poiché l'ordine di H e uguale all’ordine di G. Di conseguenza, gli unici
sottogruppi di G sono {1} e G stesso.

(ii): Ora dimostriamo che G & ciclico. Poiché |G| = p, per (i) del Corolla-
rio 3.5.8, ogni elemento x € G ha un ordine che divide p. Essendo p primo,
I'ordine di x puo essere soltanto 1 o p.

Seo(x) =1, allora x = 1. Se o(x) = p, allora x genera tutto il gruppo G,
ossia G = (x). Quindi, qualunque elemento x € G con x # 1 genera G, il che
dimostra che G e ciclico. 4
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Osservazione 3.5.10 Dimostreremo in seguito che, se un gruppo G non possie-
de sottogruppi propri non banali, allora G ha ordine finito pari a un numero
primo p.

Usando i Corollari 3.5.6 e 3.5.8 si riottengono alcuni risultati classici sul-
la teoria dei numeri, reassunti nei due corollari seguenti. Ricordiamo che la
funzione di Eulero ¢ : N* — INT conta il numero di interi positivi minori
di n che sono coprimi con 7, ovvero il numero di interi 4 tali che (a,n) = 1.
Formalmente, ¢ definita come:

p(n)={a e N" |1 <a<mn, (a,n) =1}
Corollario 3.5.11 (formula di Eulero) Siano a e n interi positivi coprimi. Allora
a?™ =1 (mod n) (3.18)
Dimostrazione: Osserviamo che dalla dalla (1.22) e cioe
U(Zn) = {la]n € Zn | (a,n) =1}

e dall’ipotesi Il fatto che (a,n) = 1 si ottiene che [a], € U(Z,,-,[1],) e che
'ordine del gruppo U(Z,) & dato dal numero degli elementi coprimi con 7,
ovvero |U(Z,)| = ¢(n).

Utilizzando la (ii) del Corollario 3.5.8 concludiamo che:

[a]LU(Zn)\ _ [a]i?(”) = [,
che e equivalente alla relazione (3.18). UJ

Corollario 3.5.12 Siano a e n interi positivi. Allora

n| " —1).

Dimostrazione: Consideriamo il gruppo U(Z,,), m = a™ — 1. Per la (1.22) il
suo ordine & dato da |U(Z,)| = ¢(a" — 1) e [a],, appartiene a questo gruppo,
in quanto a € coprimo con a” — 1.

Osserviamo anche che o([a],,) = n. Infatti [a], = [1],, (m =a" —1 | a" — 1)
e a2’ — 1 non & divisibile per a" — 1 per d < n (e dunque 7 & il pii1 piccolo intero
positivo tale che [a], = [1]m).

Per la (i) del Corollario 3.5.8 si ottiene dunque

o[alm) = n | [U(Zwm)| = ¢(a" = 1).
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3.5.1 Ordine del prodotto di due elementi

Proposizione 3.5.13 Sia G un gruppo e siano x,y € G, con o(x) = meo(y) = n,
tali che (m,n) = 1. Se x e y commutano, allora o(xy) = mn = [m, n|, dove [m, n
denota il minimo comune multiplo tra m e n.

Dimostrazione: Poiché x e y commutano, possiamo scrivere:

Da cid segue che l'ordine di xy, denotato con k := o(xy), divide il minimo
comune multiplo di m e n, ovvero k | [m,n] = mn.

Osserviamo ora che (m,n) = 1 implica che i sottogruppi generati da x e y,
ovvero (x) e (y), hanno intersezione banale:

(x) N {y) = {1}.
Infatti, se z € (x) N (y), allora o(z) divide sia m che n. Poiché (m,n) = 1, cid
implica che o(z) = 1, quindi z = 1.
A questo punto, considerando che (xy)* = xfy* = 1, otteniamo che:

=y ke (x)ny) = {1},

da cui segue che x* = y* = 1. Questo implica che m | k e n | k, pertanto k deve

essere uguale al minimo comune multiplo, ossia k = [m, n]. O

Corollario 3.5.14 Sia G un gruppo e siano x,y € G, con o(x) = meo(y) = n. Se
x e y commutano, allora esiste z € G tale che o(z) = [m, n].

Dimostrazione: Esistono due interi positivi m’ e n’ tali che:

m' |m, n'|n (m,n)=1, mn =[m,n].
Infatti — M ot _ B Bt : li .
nfatti, sem = p;" ---p," en = p; -+ py, possiamo scegliere:
! o ! __ i
m'= [ pi", o= 11 "
i,0;>B; i,Bi>a;

m

Osserviamo che o(x' ) = m’ e o(y ) = n',epoiché (m',n') =1elxw,y

:\‘ =

| =

1, dalla Proposizione 3.5.1 segue che se poniamo:
allora:
o(z) = o(xmﬂ’)o(yn’) =m'n = [m,n].
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Osservazione 3.5.15 Irisultati precedenti non valgono se gli elementi non com-
mutano. Ad esempio, in S3, gli elementi x = (12) e y = (123) hanno ordini
primi (o(x) = 2 e o(y) = 3), tuttavia il loro prodotto & xy = (23), e 'ordine di
xyeo((23)) =2#6=2,3].

Anche se gli elementi commutano, se gli ordini non sono coprimi, il risulta-
to pud non valere. Ad esempio, I'elemento [2]4 € Z4 ha ordine due, commuta
con se stesso, ma 1'ordine di [0]4 = [2]s + [2]s & 1.

Si puod dimostrare (anche se non lo faremo qui) che, dati m,n,r numeri
naturali diversi da 1, esiste sempre un gruppo finito G e x,y € G tali che

o(x) =m,o(y) =neo(xy) =r.

Osservazione 3.5.16 Irisultati precedenti non valgono se gli elementi non com-
mutano. Per esempio in S3 gli elementi x = (12) e y = (123) hanno ordini
primi (o(x) = 2eo(y) = 3), xy = (23) eo(xy) = 0((23)) =2 # 6 = [2,3].
Anche se gli elementi commutano ma gli ordini non sono primi il risultato non
vale. per esempio la classe [2]4 € Z4 ha ordine due, commuta con se stessa ma
'ordine di [0]4 = [2]4 + [2]4 é 1. Si dimostra (noi non lo faremo) che dati m, n, r
numeri naturali diversi da 1 esiste sempre un gruppo finito G e x,y € G tali
cheo(x) =m,o(y) =neo(xy) =r.
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3.6 Esercizi

Esercizio 3.1 Dire quali dei seguenti insiemi H sono sottogruppi del gruppo
G indicato:

1.G=(R,+),H={lnalacQ, a>0};
2.G=(R,4+),H=A{lnn|neZ, n>0};
3. G=(R,+),H={x € R | tanx € Q};
4. G= (R*,.),H={2"3" |m,n € Z};

5. G=(RxR,+),H={(x,y) |y = 2x}.

Esercizio 3.2 Si consideri l'insieme G = {(a,b) | a,b € Q,a # 0} con l'opera-

zione binaria definita da
(a,b)-(c,d) = (ac,ad +b).

Dopo aver verificato che (G, -) é un gruppo, si verifichi che H = {(a,b) €
G|b=0)<G.

Esercizio 3.3 Sia X un insieme e sia Ax la differenza simmetrica, cioé 'opera-
zione su P(X) definita da:

A,B € P(X), AAxB = (A\ B)U (B\ A).

Si dimostri che (P(X), Ax) é un gruppo abeliano. Sia Y C X. Si dimostri che
(P(Y), Ay) < (P(X), Ax).

Esercizio 3.4 Si dimostri che l'insieme G delle funzioni da R in IR con I'opera-
zione definita da

(f +8)(x) = f(x) + g(x).

é un gruppo abeliano e che i seguenti sottoinsiemi sono sottogruppi di G.
1. C(R) = {funzioni continue f : R — R};
2. D(R) = {funzioni derivabili f : R — R};
3. I(R) = {funzioni integrabili f : R — R}.

Esercizio 3.5 In ognuno dei casi seguenti mostrare che H é un sottogruppo di
Sx.
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1. X={xeR|x#0,1},H = {id, f, g}, dove f(x) = 11, g(x) = 1,

x’

2. X ={x € R|x #0}, H= {id,f,gh}, dove f(x) = 1, g(x) = —x
h(x) = —1.

xl

3.X = {x € R|x # 0,1}, H = {id, f, g1, ik}, dove f(x) = 1 —x,
gx) = L h(x) = — i3, j(x) = = ek(x) = — 5.

Esercizio 3.6 Per ogni coppia di numeri realia, b, a # 0, si definisca la funzio-
ne f,p : R = R, x — ax + b. Si dimostri che:

L. fap € Sw;

2. fap© fed = facad+b;

3. fa_,bl = fa—l,fba—l}

4. H={f,p|a € R,a e R*} < Sp.

Esercizio 3.7 Sia G = Dy, n > 3, il gruppo diedrale. Dimostrare che G ha
esattamente 1 elementi di ordine 2 se e solo se n é dispari. Nel caso che 7 sia
dispari dimostrare che gli n elementi di G che non hanno ordine 2 formano un
sottogruppo abeliano di G.

Esercizio 3.8 Sia X un insieme finito e A un sottoinsieme di X. Sia H il sot-
toinsieme di Sx che consiste di tutte le permutazioni f € Sx tale che f(x) € A,
per ogni x € A.

1. Dimostrare che H < Sy;

2. Fornire un esempio dove la conclusione del punto precedente non vale
se X é un insieme infinito.

Esercizio 3.9
(1) Dimostrare che l'insieme delle trasposizioni di S, genera Sy;
(2) Dimostrare che l'insieme {(12), (13),..., (1n)} genera S,;
(3) Dimostrare che i cicli di lunghezza 3 generano A, for n > 3;
(4) Dimostrare che l'insieme {(123), (124), ..., (12n)} genera A;

(5) Dimostrare che S, é generato da {(12), (12...n)}.
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(Suggerimento: per (3) usare (13)(12) = (123) e (12)(34) = (321)(134); per (4)
usare (abc) = (1ca)(lab), (lab) = (1b2)(12a)(12b) e (1b2) = (12b)?; per (5) usare
(1...n)(12)(1...n)"1 = (23) e (12)(23)(12) = (13)).

Esercizio 3.10 Siano H e K sottogruppi di un gruppo finito G taliche H < K <
G. Si dimostri che [G : H] = [G : K][K : H].



