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Introduzione

All'interno della teoria degli spazi di coomologia di de Rham su varieta
Riemanniane si inserisce il famoso Teorema di Hodge sulle forme armoniche.

Data una varieta differenziabile M, si consideri 'operatore differenziale
esterno d : (M) — QPT1(M) che ad una p-forma differenziale su M associa
una (p + 1)-forma. Si definisce allora il p-esimo gruppo di coomologia di de
Rham come lo spazio quoziente

.  kerd: QP(M) — QM)
Har M) = 4 1) = v (1)

Se M ¢ inoltre dotata di una metrica Riemanniana con un’orientazione, allora
¢ possibile definire un prodotto L? (-,-) sulle p-forme, e definire 'operatore
aggiunto di d rispetto a questo prodotto: d* : QPTL(M) — QP(M), ovvero
(dw,n) = (w,d*n), per ogni p-forma w e ogni (p + 1)-forma 7. Con aiuto
dell’aggiunto si definisce quindi ’operatore di Laplace-Beltrams

A= d*d + dd* : QP (M) — QP(M).

Una forma differenziale w tale che Aw = 0 & detta armonica.

Il Teorema di Hodge afferma che in ogni classe di coomologia in HP (M),
con M varietd Riemanniana compatta e orientata, esiste un’unica forma ar-
monica. In questa tesi ci proponiamo di dare una dimostrazione del Teorema
di Hodge attraverso il metodo del flusso del calore, che consiste nell’imposta-
zione e risoluzione di un’equazione alle derivate parziali lineare parabolica
per un certo dato iniziale.

La tesi ¢ strutturata in 4 capitoli e procede in modo da dare gradualmente
le definizioni utili e gli strumenti necessari a pervenire alle dimostrazioni,
prima classica (con metodi variazionali) e poi col metodo del flusso del calore,
del Teorema di Hodge.

Il primo capitolo ¢ dedicato alle definizioni di varieta differenziabili e Rie-
manniane, alle loro principali proprieta e alle strutture che possiamo erigere
su di esse, in primo luogo spazi tangenti e cotangenti, e pit in generale fibrati
vettoriali, e le relative metriche.

Nel secondo capitolo richiamiamo sinteticamente alcune definizioni di
analisi funzionale, come spazi di Lebesgue, di Hilbert e di Hélder e alcune loro



proprietd. Riportiamo anche i principali Teoremi sulla risolubilita di equa-
zioni alle derivate parziali (PDE) ellittiche e paraboliche, e sulla regolarita
delle soluzioni.

Nel terzo capitolo approfondiamo le forme differenziali, nel caso Euclideo
e in quello Riemanniano e definiamo gli operatori di derivazione sulle forme
citati precedentemente, culminando con 'operatore di Laplace -Beltrami A.

L’ultimo capitolo é dedicato al Teorema di Hodge. Forniamo prima la sua
dimostrazione secondo metodi variazionali, separando 1'unicita e ’esistenza
della forma armonica. Diamo inoltre alcune sue utili applicazioni, come il
Teorema di decomposizione di Hodge e il Teorema di dualita di Poincaré.
L’ultima sezione é dedicata alla dimostrazione del Teorema di Hodge col
metodo del flusso del calore. Piu precisamente enunceremo e dimostreremo
il Teorema di Milgram-Rosembloom

Teorema. Sia By(z) una p-forma su M di classe C*%, per 0 < a < 1.
Allora esiste un’unica soluzione dell’equazione

9B ) L Aty =0 Vi e [0, 00)

ot
con B(z,0) = Bo(x).
Per t — o0, B(-,t) converge in C*® ad una forma armonica Hf.

Questo Teorema ricomprende al suo interno il Teorema di Hodge e quindi
ne fornisce un ulteriore dimostrazione.



Capitolo 1

Varieta Riemanniane

1.1 Varieta Differenziabili

Uno spazio topologico & un insieme M con una famiglia O di sottoinsiemi di
M che soddisfi le seguenti proprieta:

(i) 1,200 = 1N e,
(ii) per ogni insieme di indici A : (Qa)aca CO = Upes Qa €O
(iil) 0,M € O.

Gli insiemi contenuti in O sono detti aperti. Uno spazio topologico é detto
di Housdorff se per ogni coppia di punti distinti p1,ps € M esistono due
aperti Q1,9 € O tali che p; € Q1,p2 € Q2,21 NQ = (). Un ricoprimento
(Qa)aca (con A insieme di indici arbitrario) & detto localmente finito se ogni
p € M ha un intorno che interseca solo un numero finito di €,. M ¢ detto
paracompatto se ogni suo ricoprimento ammette un raffinamento localmente
finito. Quindi per ogni suo ricoprimento (24)aecA esiste un ricoprimento
(925)sep localmente finito, tale che

VBeB JaeA:Q;CQ,

Un’applicazione, o mappa, tra due spazi topologici é detta continua se la
controimmagine di ogni aperto é ancora un aperto. Un’applicazione bigetti-
ga che sia continua in entrambi i versi & detta omeomorfismo.

Possiamo ora introdurre il concetto di varieta:

Definizione 1.1.1. Una varieta M di dimensione d é uno spazio topologico
di Hausdorff, connesso e paracompatto tale che ogni suo punto ha un intorno
U omeomorfo ad un sottoinsieme aperto Q C R?.



Tale omeomorfismo

z:U—Q

¢ detto carta (coordinata).
Un atlante & una famiglia di carte {Uy, 2} tale che le U, costituiscano un
ricoprimento aperto di M.

Osservazioni

1. Un punto p € U, ¢ determinato da x,(p); qundi viene spesso identifi-
cato con Z,(p). Inoltre spesso si omette l'indice « e le componenti di
x(p) € R? sono chiamate coordinate locali di p.

2. Si & soliti indicare le coordinate Euclidee di R? nel modo seguente:

e queste sono quindi considerate come coordinate locali sulla varieta
M considerata, se z : U — () & una carta.

In questa maniera le coordinate locali ci consentono di avere un metodo
di rappresentazione locale della varieta, in modo che possiamo effettuare di-
versi tipi di calcoli, come vedremo pitl avanti.

Definizione 1.1.2. Due atlanti sono detti compatibili se la loro unione é
ancora un atlante. Una carta ¢ detta compatibile con un dato atlante se
laggiunta della carta all’atlante da ancora un atlante.

Definizione 1.1.3. Un atlante ¢ detto massimale se ogni carta con esso
compatibile é gia contenuta nell’atlante stesso.

Definizione 1.1.4. Un altlante {Uy, x4} su una varieta é detto differenzia-
bile se tutte le trasformazioni di carte

zgoxyt: wo(UyNUg) — 25(Us NUg)
sono mappe differenziabili di classe C™ (se UoNUg # 0 ).

Definizione 1.1.5. Un atlante massimale differenziabile ¢ detto struttura
differenziabile.

Definizione 1.1.6. Una varieta differenziabile di dimensione d é una varieta
di dimensione d dotata di una struttura differenziabile.

Nel seguito supporremo differenziabile ogni atlante.



Osservazioni

1. Si pud anche richiedere un ordine di differenziabilita inferiore di C'*°,
ovvero C*, per qualche k € N: in tal caso le trasformazioni di carte
sarebbero k volte differenziabili con continuitd. Tuttavia C°° é conve-
niente perché non ci si deve preoccupare dell’ordine della differenziabi-
lita. D’altra parte gli spazi C* per k € N hanno il vantaggio di essere
spazi di Banach.

2. Siccome linversa di zg o0 23! ¢ x4 0 xgl, le trasformazioni di carte
sono differenziabili in entrambi i sensi, cioé sono diffeomorfisms. In
particolare il loro determinante Jacobiano non si annulla mai.

3. Una varietd puo essere compatta o no. L’esempio pit semplice di va-
rieta differenziabile non compatta ¢ R%. In generale, ogni sottoinsieme
aperto di una varieta differenziabile é ancora una varieta differenziabile.

4. Se M e N sono varieta differenziabili, il loro prodotto cartesiano M x N
ammette in modo naturale una struttura differenziabile: se {Uy, Zq }aca
e {Vs,ys}pep sono atlanti differenziabili per M e N rispettivamen-
te, allora {Us N V3, (Tas Ys) }(a,8)caxp € un atlante differenziabile su
M x N.

Definizione 1.1.7. Un atlante su una varietd differenziabile é detto orien-
tato se tutte le trasformazions di carte hanno determinante Jacobiano posi-
tivo. Una wvarieta differenziabile é detta orientabile se possiede un atlante
orientato.

Definizione 1.1.8. Una mappa h : M — M’ tra due varieta differenziabili
M e M’, rispettivamente dotate di carte {Uy,x0} € {UL,xL} ¢ detta diffe-
renziabile se tutte le mappe x’ﬁ ohoux,l sono differenziabili (di classe C™),
quando risultano definite. Questa mappa é detta diffeomorfismo se ¢ bigettiva
e differenziabile in entrambi i sensi (ovvero anche linversa é differenziabile).

Terminiamo questo paragrafo con un utile risultato, conosciuto anche col
nome di Lemma di partizione dell’unita.

Lemma 1.1.1. Sia M una varieta differenziabile, (Uy)aca un ricoprimento
aperto. Allora esiste una partizione dell’unita subordinata alle (Uy). Ovvero
esistono un raffinamento localmente finito (V)gep di (Uya) e delle funzioni
C (cioe di classe C™ a supporto compatto) ¢z : M — R tali che:

(i) Supp(ﬁgCVg VB € B,
(i) 0 < ¢pg(x) <1 VxeM,BeB

(i) > pep dp(x) =1 Ve M.



1.2 Spazi tangenti

Siano = = (z!,...,2%) le coordinate Euclidee su R% Q C R? un aperto,

xg € €. Lo spazio tangente di € nel punto x,

RS
¢ lo spazio {xo} x E, dove E ¢ lo spazio vettoriale reale di dimensione d
generato dalla base {8%1, ce %}. Stiamo indicando con %, cel % le

derivate parziali nel punto zg. Se Q C R% € C R sono due aperti e f :
Q — @ ¢ differenziabile, definiamo 'applicazione tangente o differenziale
df (zo) per zo € £ come Papplicazione lineare indotta tra gli spazi tangenti:

df(.%'()) : Ton — Tf(:to)Q/

o  Lofi 0
a7V o @) g

v ="

Da qui in avanti usiamo la convenzione di somma di Finstein: un indice
ricorrente in un prodotto sottintende una sommatoria da 1 alla dimensione
dello spazio.

Seguendo le notazioni precedenti, poniamo:

TOQ := QO x E=~0xRY

Quindi 7€ ¢ un aperto di R? x R? ed in particolare ¢ una varieta differen-
ziabile.
Ora consideriamo la proiezione sul primo fattore

m: T —Q
(z,v) — .

Definizione 1.2.1. La terna (T2, m,Q) ¢ detta fibrato tangente di Q. T ¢
detto spazio totale del fibrato tangente.

Definiamo inoltre la mappa

df : TQ — T
() (oo L)

df (z,v)

Invece di

scriveremo

df (z)(v).



Se in particolare, f : 2 — R & una funzione differenziabile, abbiamo per
i_0
ox?

V=

df (z)(v) =o' ((;J; (z) € TymR=R.

In questo caso possiamo anche scrivere v(f)(z) invece di di df (z)(v) per sot-
tolineare che il vettore tangente v opera come una derivazione sulla funzione

f

Consideriamo ora il caso di una varieta differenziabile M di dimensione
d e sia p € M. Vogliamo definire lo spazio tangente di M nel punto p.
Sia z : U — R? una carta tale che p € U, con U aperto di M, e sia Q := z(U)
aperto di R?. Sull’insieme

{(z,0v) 12 : U = Q carta sup € M,v € Ty}
definiamo una relazione di equivalenza:
(z,v) ~ (y,w) <= w=d(yox v.

Definizione 1.2.2. Lo spazio delle classi di equivalenza ¢ chiamato spazio
tangente ad M nel punto p e denotato con T,M.

T,M eredita in modo naturale la struttura di spazio vettoriale.

Definiamo ora il fibrato tangente di una varietd differenziabile di dimen-
sione d. Sia T'M l'unione disgiunta degli spazi tangenti T, M al variare di
p € M,sianm: TM — M, con m(w) = p per w € T,M, la proiezione sul
punto base:

Definizione 1.2.3. La terna (TM, 7, M) ¢ detta fibrato tangente di M e
TM é detto spazio totale del fibrato tangente.

1.3 Sottovarieta

Un’applicazione differenziabile f : M — N , tra due varieta differenziabili
M e N, & detta immersione, se Vr € M 'applicazione tangente

df : T, M — Tf(m)N

¢ iniettiva. In particolare si ha che m := dimM < n := dimN. Se, data un
immersione f : M — N, M ¢ omeomorfo alla sua immagine f(M) su N,
diciamo che f & un embedding differenziabile.

Definizione 1.3.1. Sia f : M — N un embedding differenziabile: f(M) ¢
detta sottovarieta differenziabile di N.

Quindi un sottoinsieme N’ di una varietd N, dotato della topologia in-
dotta, & una sottovarieta di NV se N’ ¢ una varieta e la mappa di inclusione ¢
un embedding differenziabile. Le carte su N’ sono date semplicemente dalle
restrizioni delle carte di N a N’.



1.4 Varieta Riemanniane

Vogliamo ora introdurre una struttura metrica sulle varieta differenziabili, in
modo da poter misurare lunghezze e angoli tra vettori tangenti. Cosi facendo,
ad esempio saremo in grado di misurare la lunghezza di curve differenziabi-
li. Sugli spazi vettoriali questo concetto di misura si ottiene definendo un
prodotto scalare.

Definizione 1.4.1. Una metrica Riemanniana su una varietd differenziabile
M ¢ data da un prodotto scalare su ognuno degli spazi tangenti T,M che
dipende in modo differenziabile dal punto base p.

Definizione 1.4.2. Una varietd Riemanniana € una varietd differenziabile
dotata di una metrica Riemanniana.

Analizziamo meglio il concetto di metrica Riemanniana studiandone 1’e-
spressione in coordinate locali e come questa si modifichi in seguito ad un
cambiamento di coordinate.

Siax = (z!,...,2%) un sistema di coordinate locali. In queste coordinate,

una metrica & rappresentata da una matrice simmetrica e definita positiva

(9ij(7))ij=1,..4

(ovvero gij = gji Vi, j, 9i;€°€7 > 0VE = (€1,...,€9) £ 0), le cui entrate sono
funzioni differenziabili di z. Questa dipendenza, come vedremo, in realta
dipende solo dal punto base e non dalla scelta del sistema di coordinate.

I prodotto di due vettori tangenti v, w € T, M, rappresentati dalle d-uple

(', .. v, (wh, ..., w?) (ovvero v = viaazi,w = wj%), ¢ dato da
(v, w) == gij(z(p))v'w’ (1.1)
o) a

In particolare abbiamo che (577, 575) = gij.
La lunghezza di un vettore v & data dall’espressione

1
[l == (v, v)>

Abbiamo infine il fattore di volume

\/§ = 4 /det (gi]‘)

che si usa per integrare le funzioni F': M — R misurabili,

/M F(x)\/g(z)dzt ... dz?. (1.2)

In particolare, il volume di un sottoinsieme A di una varieta & dato da
Vol(4) = / Vg(z)dat ... dxd.
A

9



11 volume Vol(M) di una varietd Riemanniana M pud essere infinito, ma se
la varieta & compatta sara finito. \/g(x)dz!...dx? ¢ detta forma di volume
e si indica anche con dVol.

Studiamo ora il comportamento dell’espressione della metrica tramite un
cambiamento di coordinate. Supponiamo che y = f(z) esprima un nuovo
sistema di coordinate locali. In queste nuove coordinate v e w hanno nuovi

rappresentanti (91, ...,9%), (@, ..., w?%), con ¥’ = vig—ﬁ,wj = wi%.
Se la metrica nelle nuove coordinate & espressa da hy;(y), allora
hi(f(2)) 00" = (v, w) = gij(z)v'w?,
per cui
offof' »
DI I — g igd
h’kl(f(m)) 83?1 8:1;]/0 w’ = gl](x>v w-,
e siccome ci6 deve valere per tutti i vettori tangenti v e w,
o af
ha(f(z)) 92i Dl 9ij (), (1.3)

che & la formula che descrive il cambiamento dell’espressione della metrica
attraverso un cambio di coordinate.

Anche lintegrale (1.2) di una funzione ® ¢ invariante per trasformazioni
di coordinate:

/ O(f(2))Vg(x)det .. da? = / d(y)/h(y)dy* ... dy°.
M M

L’esempio piit semplice di metrica Riemanniana é la metrica Fuclidea

sullo spazio Euclideo R?. Siano v = (v!,...,v%),w = (w',...,w?) € T,R%

il prodotto scalare Euclideo & dato semplicemente da

v-w = 6jv'e! = v’

1 sei=7j
0ij = 0
0 seiz#j

dove

¢ Pusuale ¢ di Kronecker.

Osservazione
Lo spazio coordinato R? = {(z',...,2%)} & semplicemente lo spazio delle
coardinate Cartesiane e il prodotto scalare Euclideo & una struttura aggiun-
tiva: tuttavia da qui in avanti supporremo sempre definito il prodotto scalare
Euclideo sullo spazio coordinato Cartesiano.

Teorema 1.4.1. Ogni varieta differenziabile ammette una metrica Rieman-
niana.

10



Dimostrazione. Sia {(zq,Uy) @ o € A} un atlante, (¢n)aca una partizione
dell’unita subordinata alle (U,), che esiste per il Lemma 1.1.1 (per semplicita
usiamo lo stesso insieme di indici per (¢q) e (Uy): il motivo & che possiamo
eventualmente sostituire il ricoprimento (U,) con un suo raffinamento).
Siano v, w € T,M, o € A con p € U,, di coordinate (v}, ...,v%), (wl,...,

w). Allora poniamo

(ww) = Y alp)viwh.
acA
con peU,

Questa € una metrica Riemanniana, ottenuta mettendo assieme le metriche
Fuclidee delle immagini nello spazio coordinato con I’ausilio della partizione
dell’'unita. O

Osservazione
Sia M una sottovarieta differenziabile di una varietd Riemanniana N. La
metrica Riemanniana su N induce una metrica Riemanniana su M conside-
rando la restrizione della metrica su N agli spazi tangenti T, M C T, N per
p € M. Allora anche M & una varietd Riemanniana.

Su una varieta Riemanniana é possibile misurare la lunghezza di una
curva e la distanza tra due punti.
Sia [a, b] un intervallo chiuso in R, : [a,b] — M una curva differenziabile,
ovvero di clagsse C'°.
La lunghezza di v é definita da

b
dy
L) = [ 15 @l (14
e Venergia di v da
1 [ dy 2
E(y) == —(t)]|*dt 1.
=35 [ 150l (15
Vediamo anche le loro espressioni in coordinate. Un punto sulla curva
¢ individuato dalle coordinate (z!(y(t)),...,z%(y(t)))); usiamo la notazione
abbreviata J
#(t) = < ()
Allora
b . .
L) = [ aseho)a o (16)
e

b
B0 =5 [ asato)a 0 @ (1.7

Osserviamo anche che la lughezza di una curva continua e differenziabile a
tratti & data dalla somme delle lunghezze delle sue parti; lo stesso vale per
I’energia.

11



Su una varietd Riemanniana M la distanza tra due punti p,q é definita
da:

d(p,q) :=inf{L(y) : v — M, Ca tratti, tale che v(a) = p,v(b) = q}

Osserviamo che due punti qualsiasi su una varietd Riemanniana possono
sempre essere connessi da una curva differenziabile a tratti e che quindi la
distanza tra due punti é sempre definita.

1.5 Fibrati vettoriali

Definizione 1.5.1. Un fibrato vettoriale (differenziabile) di rango n é una
terna (E,m, M) consistente di uno spazio totale E, una base M e una pro-
tezione w1 & — M, tali che: E e M sono varietd differenziabili, m ¢ una
mappa differenziabile, ogni "fibra" E, := 7~ (x) per x € M ¢ uno spazio vet-
toriale reale div dimensione n e vale la sequente proprieta: Yx € M esistono
un intorno U e un diffeomorfismo

¢:m N (U) = U xR
con la proprieta che Vy € U
¢y =g, : By = {y} xR"

sta un isomorfismo tra spazi vettoriali, ovvero un’applicazione lineare biget-
tiwva. La coppia (¢,U) é detta carta fibrata.

D’ora in avanti ometteremo il termine "differenziabile" per un fibrato
vettoriale. Inoltre capitera di indicare un fibrato vettoriale con il solo spazio
totale.

Un fibrato vettoriale di rango n isomorfo a M x R™ é detto banale.

Definizione 1.5.2. Sia (E, 7, M) un fibrato vettoriale. Una sezione di E
e mappa differenziabile s : M — FE tale che mos = idy;. Lo spazio delle
sezioni di E ¢ denotato con I'(E).

Abbiamo gia incontrato un esempio di fibrato vettoriale: il fibrato tan-
gente T'M di una varieta differenziabile M.

Definizione 1.5.3. Una sezione del fibrato tangente TM di una varietd
differenziabile M ¢ detto campo wvettoriale su M.

Ora consideriamo un’applicazione differenziabile f : M — N tra due
varietd differenziabili M e N, e sia (E,n,N) un fibrato vettoriale su N.
Vogliamo "trasportare" su M il fibrato tramite f, ovvero costruire un fibrato
J*E tale che la fibra su € M sia Ey(,), la fibra sull’'immagine di z.

12



Definizione 1.5.4. Il fibrato pull-back f*E ¢ il fibrato su M le cui carte
fibrate sono (¢ o f, f~H(U)), con (¢,U) carte fibrate di E.

Ora estendiamo ai fibrati vettoriali alcune costruzioni relative agli spazi
vettoriali.

Definizione 1.5.5. Siano (Ey,m, M), (E2, w2, M) fibrati vettoriali su M. Se
f: Ehx — Es é un’applicazione differenziabile che conserva le fibre, ovvero

mpo f =my,

e se le mappe indotte sulle fibre f, : E1, — Ea, sono omomorfismi tra spazi
vettoriali, allora f ¢é detta omomorfismo fibrato.

Definizione 1.5.6. Siano (Ey, 71, M), (Ea, w2, M) fibrati vettoriali su M. 1l
prodotto Cartesiano di 1y e Eo € un fibrato vettoriale su M, di fibre F1 , X
Esy,x € M, e di carte fibrate (¢ X g, Us NV3), con (¢a,Uys) € (g, V3)
carte su E1 e Fo rispettivamente, e

(¢a X 7/)6)(56, (va)) = (¢a($’v)v¢ﬁ(l‘vw)) (U € El,xaw € EZI)'

Quindi il fibrato prodotto non & altro che il fibrato le cui fibre su x € M
sono date dal prodotto delle fibre di E7 e E5 su .

In modo analogo é possibile estendere ai fibrati vettoriali le nozioni di
spazio duale, prodotto esterno e prodotto tensoriale.

Definizione 1.5.7. Sia M una varieta differenziabile, x € M. Lo spazio
duale dello spazio tangente T, M ¢é detto spazio cotangente di M nel punto x
e denotato con T M:

T:M = {a: T,M — R lineari}.

Il fibrato su M le cui fibre sono gli spazi cotangenti di M ¢ detto fibrato
cotangente di M e denotato con T* M. Gli elementi di T* M sono detti vettors
cotangenti, le sezioni di T*M sono dette 1-forme.

Vediamo ora come si trasformano i vettori cotangenti attraverso un cam-
bio di coordinate. Siano (e;)i=1.. 4 una base di T, M e (w’);j=1, . q la sua
base duale su T M, ovvero

» ; 1 sei=y,
e =0 {O se 1 #£ j

Inoltre, siano v = v'e; € Ty M,n = n;w’ € T;M. Abbiamo che n(v) = nv'.
In cordinate locali abbiamo le seguenti espressioni per le basi (e;), (w?):

0
oxt’

e; = w! =dxI.
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Se f rappresenta un cambiamento di coordinate, v diventa

OfF 9
f*(v) =0 axz aifk
mentre 7 viene trasformato in
* 830] l
[ () = Ujaifldf,
infatti A
oxd OfF o

P () = migapv' g = mv' =n(v).

Osserviamo che un vettore tangente viene trasformato tramite la matrice
associata al cambio di coordinate, mentre un vettore cotangente tramite la
trasposta inversa della stessa matrice. Questa diversita di comportamento é
espressa nella seguente definizione:

Definizione 1.5.8. Un tensore p volle conilrovarianie e q volle covariante
su una varieta differenziabile M é una sezione di

TM®@- - QTMT*M®---T*M .

p volte q wolte

Ricordiamo un risultato di algebra lineare. Siano V e W spazi vettoriali
reali di dimensione m e n rispettivamente e siano (e1,...,€m), (fi,.--, fn)
due loro basi. Allora V@ W & lo spazio vettoriale di dimensione mn generato

dalle basi (e; ® fj)i=1,..,m- Esiste un’applicazione bilineare canonica
7j=1,..,n

L:VxW—-=VW

che manda (a'e;, bjfj) in a'ble; ® fj- Tramite la proprietd associativa si puo
definire il prodotto tensoriale di un numero maggiore di spazi vettoriali.

Osservazione
Per essere pill precisi, su una varietd M dovremmo parlare di campo ten-
storale, in quanto un tensore indicherebbe un elemento della corrispondente
fibra, allo stesso modo in cui un vettore tangente & un elemento di T, M e
un campo tangente & una sezione di T'M.

Se f é un cambio di coordinate, un tensore p volte controvariante e q
volte covariante si trasforma p volte tramite la matrice (df) e g volte tramite
la matrice (df ~1)*.

Lemma 1.5.1. Una metrica Riemanniana su una varieta Riemanniana M
e un tensore su M due volte covariante, simmetrico e definito positivo.
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Dimostrazione. 1l comportamento della metrica come tensore due volte co-
variante & descritto dalla formula (1.3) per la trasformazione di una metrica
Riemanniana. O

Quindi una metrica Riemanniana é una sezione di T*M ® T*M e puod
essere espressa in coordinate locali da

gijdasi ® da’.

1.6 Gruppo di struttura

Siano (E,m, M) un fibrato vettoriale di rango n, (Ua)aca un ricoprimento
di aperti di M per cui il fibrato & banale, e siano ¢n : 7 1(Uy) — Uy X
R™ i corrispondenti diffeomorfismi. Se U, N U # 0 abbiamo le mappe di
transizione

dap : Ua NUg — Gl(n,R)
tali che

¢B o ¢;1(x7v) = (ZL‘, Qbﬁoz(x)v) per x € Ua N Uﬁ,v S an (18)

con Gl(n,R) gruppo lineare generale delle matrici n x n invertibili su R (o,
equivalentemente, delle applicazioni lineari invertibili su R™).
Le mappe di transizione soddisfano le seguenti proprieta:

¢aa(x> =idgn Vzx € U,
bap(X)Ppa(x) =idrn Vo € Uy NUg
¢a7(x)¢75(x)¢ﬂa(x) =idgr Vx e U,N UB N U’y~

Un fibrato vettoriale pud essere ricostruito a partire dalle sue mappe di
transizione.

Teorema 1.6.1.
E = H Ug X R"/ ~
acA

dove [] indica Uunione disgiunta e la relazione di equivalenza ~ ¢ cosi
definita:

(z,0) ~ (y,w) <= =y e w = Pgo(x)v (€ U,y € Up,v,weR").

Definizione 1.6.1. Sia G un sottogruppo di Gl(n,R), ad esempio il gruppo
ortogonale O(n) o il gruppo ortogonale speciale SO(n). Diciamo che un
fibrato vettoriale ha gruppo di struttura G se esiste un atlante di carte fibrate
tale che tutte le mappe di transizione abbiano valori in G.

Vediamo ora alcuni risultati relativi alle varietd Riemanniane.
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Teorema 1.6.2. I fibrato tangente di una varieta Riemanniana M di di-
mensione d ha gruppo di struttura O(d).

Dimostrazione. Sia (f,U) una carta fibrata di T M,
f:n Y U) = (U) x R

Siano eq,...,eq i vettori della base canonica di R?, e siano vy, ..., v le
sezioni di 771(U) tali che f(v;) = e;,i = 1,...,d. Applicando il metodo di
ortonormalizzazione di Gram-Schmidt a v1(z),...,vq(x),Vx € U, otteniamo
delle sezioni wy,...,wg di 771(U) tali che {w(x),...,wq(z)} & una base
ortonormale, rispetto alla metrica Riemanniana, di T, M,Vx € U. Ponendo

flon N U) = U x RY

Mg = (z, AL, ... 09,

otteniamo una carta fibrata (f’,U) che manda,Vz € U, la base {wi(x),...,
wq(x)}, ortonormale rispetto alla metrica Riemanniana, in una base ortonor-
male Euclidea di R%. Applicando lo stesso processo di ortonormalizzazione
ad ogni carta fibrata otteniamo un nuovo atlante fibrato le cui mappe di tran-
sizione mandano basi ortonormali Euclidee di R? in altre basi dello stesso
tipo, e quindi hanno valori in O(d). O

Corollario 1.6.1. I fibrato tangente di una varieta Riemanniana orientata
di dimensione d ha gruppo di struttura SO(d).

Dimostrazione. L’orientazione ci consente di scegliere un atlante tale che
tutte le mappe di transizione di carte abbiano determinante Jacobiano po-
sitivo. Allora € possibile ottenere anche delle mappe di transizione di carte
del fibrato tangente con determinante positivo. Il metodo di ortonormalizza-
zione applicato nel Teorema 1.6.2 conserva la positivita del determinante e
quindi, nel caso di un atlante orientato, otteniamo un nuovo atlante fibrato
le cui mappe di transizione stanno in SO(d). O

1.7 Metrica fibrata

Cosi come abbiamo introdotto una struttura metrica sugli spazi tangenti,
allo stesso modo possiamo introdurre una metrica sui fibrati.

Definizione 1.7.1. Sia (E,m, M) un fibrato vettoriale. Una metrica fibrata
e data da una famiglia di prodotti scalari sulle fibre E,, dipendenti in modo
differenziabile dal punto base x € M.

Con lo stesso metodo seguito nel Teorema 1.6.2 si dimostra il seguente
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Teorema 1.7.1. Ogni fibrato vettoriale (E, 7, M), di rango n, dotato di una
metrica fibrata, ha gruppo di struttura O(n). In particolare esistono delle car-
te fibrate (f,U), f : 7= Y(U) — U x R, tali che, Yo € U, f~Y(z, (e1,...,en))
formano una base ortonormale di E;, con {ei,... ey} base ortonormale di
R™,

Alla stessa maniera del Teorema 1.4.1 si dimostra che:

Teorema 1.7.2. Ogni fibrato vettoriale puo essere dotato di una metrica
fibrata.

Cio che per noi é rilevante & che una metrica Riemanniana su una varieta
M induce in modo immediato una metrica fibrata sui fibrati tensiorali su M
e in particolare sul fibrato cotangente. La metrica del fibrato cotangente é
espressa in coordinate locali da

(w,n) = gijwmj con w = widz',n = nida’ (1.9)

e con (g") inversa della matrice (g;;).
Vediamo il suo comportamento nei confronti di un cambio di coordinate:
sia w — x(w) un cambio di coordinate, allora

i oz’ k
w;dx' = wiﬁdw =: wrdw”,
w
mentre ¢*/ viene trasformato in
E 9,
ozx* OxJ

W o = g"win;,
da cui invarianza.
Abbiamo inoltre
|w(z)|| = sup{w(z)(v) : v € Ty M, [[v] = 1}.

Una metrica Riemanniana induce un identificazione tra TM e T*M:

a v =v'-— corrisponde w = w;dz’
ozt

— .t
con wj = g;;v
e viceversa con v' = g”wj.
Tramite questa identificazione, a v € T, M corrisponde la 1-forma w €

Ty M definita da
w(w) = (v,w) Yw e T,M

e la (1.9) implica
lwll = ol

Definizione 1.7.2. Una base ortonormale locale di T, M del tipo ottenuto
nel Teorema 1.7.1 é detta riferimento ortonormale di camps.
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Capitolo 2

Spazi di Sobolev e PDE

2.1 Spazi di Sobolev

In questa sezione richiamiamo alcune nozioni e alcuni risultati, senza dimo-
strazione, relativi agli spazi di Lebesgue e di Sobolev. Per le dimostrazioni
rimandiamo a [2].

Facciamo uso della teoria dell’integrazione secondo Lebesgue, identificando
quindi le funzioni che differiscono solamente su un insieme di misura nulla.
Quindi, quando parliamo di una funzione, in realtd stiamo considerando una
classe di equivalenza di funzioni, secondo l'identificazione appena indicata.

Definizione 2.1.1. Sia Q C R? un aperto, p € R,p > 1 definiamo gli spazi
di Lebesgue

LP(Q) = {f : Q — RU{xoo} misurabili,
1

tali che || flrr(q) : /|f |pdzv ; }

L>*() = {f : Q = RU{too} misurabili,
tali che || f||p(q) = esssup|f(z)] < oo},
e

con esssupf(x) := inf{a € RU{oo} : f(x) < a, per quasi ogni x € Q}.

e
Teorema 2.1.1. LP(S2), con la norma ||-||Lr(q), ¢ uno spazio di Banach, per
1<p< o

Teorema 2.1.2. Siano p,q > 1, ;1) + % =1 (¢ =00 per p =1 e viceversa),
ferLP(Q),gec LIQ). Allora fg € L'(Q) e vale la cosiddetta disequaglianza

di Holder
[1s@atiar < ([ wpa)? ([ lopa)?
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Teorema 2.1.3. Se (fn)nen converge a f in LP(QY), allora esiste una sua
sottosuccessione convergente puntualmente quasi ovunque a f.

Teorema 2.1.4. Lo spazio delle funzioni differenziabili a supporto compatto
C°(Q) € denso in LP(S2), per 1 < p < 0o, ma non per p = oo.

Teorema 2.1.5. Se f € L*(Q) e

Aﬂmmmmzm v € C2(Q),
allora
F=o.

Poniamo ora

L ={f:w—=RU{xoo}: feLP(Q),VQ € Q}.

loc

Definizione 2.1.2. Sia f € L} (Q). Chiamiamo v € Li (Q) la derivata

/ loc loc
debole di f in direzione z*, indicata con v = D;f, se

[ v@sterts = [ @)%

per ogni ¢ € CL(Q), con x = (z1,...,2") € R™.

In modo simile si possono definire le derivate deboli di ordine superiore:

per ogni multi-indice @ = (a,...,a") € NV di modulo |a] = a' +--- +

aN =k, usiamo la notazione D f.

Definizione 2.1.3. Siano k € N, 1 < p < co. Defintamo gli spazi di Sobolev
e le norme di Sobolev come seque:

WEP(Q) == {f € LP(Q) : Ya con |a| < k: Dy € LP(Q)},

1
sy = (3 [ 1Dafl?)” per1<p <.

la| <k

Ifllwnoeiy =Y esssup|Daf ()],

<k z€Q
Hy"(9) = C2(Q) rispetto a |- lwn o,
Hk’p(Q) = C>(Q) rispetto a ||'Hwk,p(9).

Teorema 2.1.6. W*P(Q) = H*P(Q) per 1 < p < oo,k € N. WFP(Q) ¢ uno
spazio di Banach per 1 < p < oo,k € N,

Enunciamo anche alcune proprieta per le funzioni di Sobolev.
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Lemma 2.1.1. Siano Q@ C R? un aperto, | : R — R Lipschitziana, f €
HYP(Q). Selo f e LP(Q), alloralo f € HYP(Q) e, per quasi ogni = € Q,

Di(lo f)(z) = U'(f(z))Di(z), i=1,...,d.

Teorema 2.1.7 (Teorema di embedding di Sobolev). Siano Q@ C R”
un aperto limitato, f € Hé’p(Q), Allora

_np_
feLrr perp<n,
fec®) perp>n.
Pit precisamente, esistono delle costanti ¢ = ¢(n,p) tali che

I 2z ) = el DS llze ey perp <n,

L5 (
1.1
Sug\f(fﬂ)\ <cVol( )" ?|IDf||r) perp=n.
e
Pern=p, f € LYQ) per ogni ¢ < 0.

Corollario 2.1.1 (Diseguaglianza di Poincaré). Sia Q C R™ un aperto
limitato. Allora per ogni f € H01’2(Q) st ha che

1
£l z2(0) < e Vol()= || Df|l r2(q)-

Se, al posto di un dominio 2 nello spazio Euclideo, consideriamo una
varieta Riemanniana compatta e connessa, abbiamo

Corollario 2.1.2 (Diseguaglianza di Poincaré). Sia M una varietd Rie-
manniana compatta e connessa di dimensione n. Se f € HY2(M) soddisfa

Jas £ =0, allora

1
£l z2(ary < ¢ VOl(M ) [ Dfll L2 (ar)-

Corollario 2.1.3. Sia Q2 C R™ un aperto limitato, allora

np
Ln=kr (2 kp <
H(/)ﬁ,p(Q) - { i( ) per kRp < mn,

cm(Q) per0<m <k— 7.

In particolare, se [ € H(’f’p(ﬂ) Vk € N per qualche p fissato, allora f €

().

Teorema 2.1.8 (Teorema di compattezza di Rellich-Kondrachov).
Sia Q C R? un aperto limitato. Siano p,q tali che 1 < q < dng sep <d,

1<qg<oosep>d Allora HS’p(Q) ammette un embedding compatto in
L9(Q2), ovvero se (fn)nen C Hol’p(Q) soddisfa la relazione

an”Wl,p(Q) < cost.,

allora ammette una sottosuccessione convergente in L9(2).
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Corollario 2.1.4. Sia 2 come nel teorema precedente. Allora Hé’Z(Q) am-
mette embedding compatto in L*(2). Allo stesso modo, se M ¢ una varietd
Riemanniana compatta, HY2(M) ammette embedding compatto in L*(M).

H*2(Q) & uno spazio di Hilbert con prodotto scalare definito da

(£, mr2@) = Y, | Daf(@)Dag(x)d.

lal<k ¢

Ricordiamo infine il concetto di convergenza debole.
Sia H uno spazio di Hilbert, con norma ||-|| e prodotto scalare (-, ). Diciamo
che (vp)nen C H converge debolmente a v € H, indicando con

Up —7 U,

se e solo se
(U, w) — (v,w) Yw € H.

Teorema 2.1.9. Ogni successione limitata (vy)nen in H ammette una sot-
tosuccessione debolmente convergente e, se v € il suo limite,

[[of] < lim inffon|],
n—o0

indicando ancora con (v,) la sottosuccessione debolmente convergente.

2.2 Teoria dell’esistenza e regolarita delle soluzioni
di equazioni alle derivate parziali lineari

In questa sezione ricorderemo brevemente alcuni risultati riguardanti la teo-
ria delle equazioni alle derivate parziali lineari, in particolare ellittiche e
paraboliche. Per dimostrazioni e maggiori dettagli rimandiamo a [2] e [§].

Nel seguito con €2 indicheremo sempre un aperto limitato di R™.
Consideriamo un operatore

Li() = - (a() 2 £ ) (21)

conz € Qa9 f:Q— R,QCR™. Diciamo che L ¢ uniformemente ellittico
se esistono delle costanti 0 < A < p tali che

MNEP? < ag€5 < plél? (2.2)

per ogni x € Q, £ € R™.
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Definizione 2.2.1. Sia k € L*(Q). Diciamo che f € HY2(Q) ¢ soluzione
debole dell’equazione
Lf=k (2.3)

[ @ @Ds s Diswyds = - | Kw)o(a)d(x)
Q Q
per ogni ¢ € Hé’2((2).

Teorema 2.2.1. Sia k € L%*(Q). Allora esiste un unica soluzione debole
fe H&’Q(Q) dell’equazione (2.3).

Enunciamo ora il teorema di regolaritd per le soluzioni deboli.

Teorema 2.2.2. Sia f € HY? una soluzione debole della (2.3). Se k €
H™2(Q),a" € C""(Q),n €N, allora

fe H" Q)

per ogni ) € Q.
Se
Haij”cwl(ﬂ) <K,
allora
[ fll znve2ry < el fllzz) + 1kl gz @)
con ¢ costante dipendente da m,\,n, K, e dist(Q)', 99).

Iterando questo risultato rispetto all’ordine di regolaritd, otteniamo il
seguente

Corollario 2.2.1. Sia f € HY?(Q) una soluzione debole della (2.3). Siano
inoltre k,a’ € C*>(Q). Allora
fec>(@)
per ogni ) € Q.
Se le funzioni coefficienti sono Holder-continue abbiamo anche delle stime
a priori sulle soluzioni della (2.3). Ricordiamo prima come sono definiti gli

spazi di Hélder C%° C¥7.
Siano 0 < o < 1,v € N, QQ C R™ aperto limitato,

%7 (Q) = Q) - |u(z) = uly)|
@ ={uec) : aw ZTpS <o)
C"o(Q) ={ue Q) : DPuec C(Q) Vg tale che |8| = v},
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dove DP ¢ la derivata multiindice definita da
al/
DPu=—— : Bra”
oz, ... 0z

per ogni multiindice 8 = (B1,...,0m) € N" con |B| = B1+ -+ + B = 1,

con u € C”(€2). Con le relative norme, per funzioni w limitate,

u(z) — u(y)]
lul|cowy = llullo@) +  sup ——————
@ O etwsy 1T —yl”

ullgvo ) = Z |1 DPul| co.e (o
|B|<v

C%7(£2), C*° () sono spazi di Banach.

Abbiamo quindi le seguenti stime di Schauder.

Teorema 2.2.3. Sia L come nelle (2.1),(2.2) e supponiamo che i coefficienti
a(x) siano Hélder-continui in ), cioé contenuti in C%°(Q) per qualche
0<o<l.

(1) Se u é soluzione debole di

Lu=%k

con k € L*®(Q), allora uw € C*(Q), e su ogni Q' € Q, la sua norma
CL? puo essere stimata a partire dalla sua norma L? e dalla norma
L di k, con una costante che dipende da 2,9, m,c,\, u e dalla nor-

ma C%° di a (z).
(i) Se u ¢ soluzione debole di

Lu=k

con k € C*?(Q), e se anche i coefficienti a € C*° (), allora u €
Cv*29(Q), e vale una stima analoga alla (i), ma stavolta con le norme

C"° dik eaV,
Vale inoltre il cosiddetto principio del masssimo:

Teorema 2.2.4. Siano Q C R™ (o, pit in generale, Q C M con M wvarieta
Riemanniana) un aperto limitato, f € C*(Q) N C(Q) tale che

Lf>0 su .

Allora f assume il suo massimo sulla frontiera 0.
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Tutti i risultati precedenti all’interno di questa sezione possono esse-
re applicati anche su opportuni aperti su una varietd Riemanniana M, di
dimensione m, considerando 'operatore di Laplace-Beltrami, ponendo

1 0 0
poas L2 (g Y,
V9 oz V99 oxI
con (gij)i,j=1,..,m tensore metrico su M in coordinate locali (x',...,2™), (g")

(9i5) ™", 9 = det(gs)).

Nell’'ultimo capitolo vedremo una dimostrazione del Teorema di Hodge
che fa uso dell’equazione del calore, la quale & un’equazione lineare parabo-
lica. Vediamo quindi brevemente alcuni risultati della relativa teoria.

Consideremo equazioni differenziali su € x [0, +00), con £ aperto di R™.
Come prima, sia L un operatore uniformemente ellittico

0 [ ;i 0
= LY e
Lf(x,t): D <a (x,t) arjf(m’ t)) (2.4)
per cui esistono due costanti 0 < A < p tali che
NEP? < a (2, 0)&8; < plé)? (2.5)

per ogni x € 0, t > 0, € R™. Vogliamo quindi studiare 1’equazione

%f(x,t) — Lf(z,t) = k(z,t) per (z,t) € Qx[0,400) (2.6)
f(z,0) = ¢(x) perze), (2.7)

con ¢(z) funzione continua, k(x,t) funzione limitata (con opportune condi-
zioni al bordo, su cui non approfondiamo perché nel nostro caso considerere-
mo varietd Riemanniane M compatte invece di aperti 2, e queste condizioni
non sarebbero rilevanti). La (2.6) ¢ un’equazione alle derivate parziali lineare
parabolica.

Enunciamo prima il principio del massimo.

Teorema 2.2.5. Sia Q@ C R™ (o pit in generale, Q C M, con M wvarie-

ta Riemannianna) un aperto limitato, f € C%*(Q) N C(Q) rispetto a x e
CL((0, 7)) N C([0,T)) rispetto a t, tale che

gtf—Lfgo in Qx[0,T] . (2.8)

Allora f assume il suo massimo in (z,t) con x € 02 ot =0, ovvero sul bordo
dello spazio o al tempo iniziale. Se, in particolare, M é una varietd compatta,
senza bordo, lestremo superiore di f(-,t) é una funzione decrescente di t.

Abbiamo infine il seguente teorema di esistenza e regolarita per le solu-
zioni dell’equazione (2.6), con stime di Shauder.
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Teorema 2.2.6. Sia L come in (2.4), (2.5), supponiamo che i coefficienti
a¥(z,t) siano Hélder-continui in € x [0,00), ovvero contenuti in C%7(Q x
[0,00)), per qualche 0 < o < 1. Se fissiamo la condizione sul bordo, ad esem-
pio ponendo f(y,t) = g(y),Yy € 0, con g funzione continua, la soluzione
dell’equazione (2.6) esiste ¥t > 0.
Inoltre si hanno le sequenti stime:

(i)

(i)

Se u e soluzione debole di
Lu=k

con k € L®(Q x [0,00)), allora, come funzione di x, u € C*7(Q), e
per ogni Q' € Q ety > 0, la sua norma C*7 su Q' x [tg, 00) puo essere
stimata a partire dalla sua norma L™ e dalla norma L di k, con
una costante che dipende da Q,Q,tg,m, o, \, e dalla norma C%7 di

a¥(x).

Se u e soluzione debole di
Lu=%k

conk € C"°(Q2x[0,00)), e se anche i coefficienti ¥ € C*° (%[0, 00)),
allora u € CY*29(Q) rispetto a x ed ¢ di classe CVTH7 rispetto a t, e
vale una stima analoga alla (i), ma stavolta con le norme C¥° di k e
a',

Nel secondo caso, per v = 0, otteniamo la stima

0
. o —I— _— . o <

sup [k(-, ) o= + supJu(-, )]z~ (2.9)
(0,7 [0,T]

Per maggiori dettagli sulle stime di Shauder rimandiamo a [3, Sez. 2.2].
Osserviamo che & possibile ottenere una stima pii forte sostituendo a destra
le norme L* con le norme L2.

25



Capitolo 3

Forme differenziali e operatore
di Laplace

3.1 Forme differenziali su R"

Iniziamo per semplicita col definire le forme differenziali su R™. Ricordiamo
che se definiamo un prodotto che sia associativo su uno spazio vettoriale reale
A in modo da dotarlo della struttura di anello con unitd e se Va € R, A\, u € A
vale che:

a(Ap) = (ad)p = Map),
allora A é detta R-algebra.

Definizione 3.1.1. Un’algebra generata da dx',...,dx" con unita 1, tale
che valga Uequazione

dz' A da? = —dz? A dat (3.1)

per ogni i,7, €& denotata con A). Col simbolo N\ stiamo indicando il pro-
dotto all’interno dell’algebra. Chiamiamo A}, l'algebra esterna generata da
dz!, ... dz".

La formula 3.1 implica che dz’ A dz’ = 0 Vi.
Se poniamo il grado di dz; uguale a 1, allora ogni elemento prodotto in Aj,
ha un grado fissato. Ad esempio il grado di dz' Adx? Adx> & 3. Se chiamiamo
AF Tinsieme di tutte le combinazioni lineari di elementi di grado k, abbiamo
la seguente decomposizione in somme dirette:

A=A =N aA o oA
k=0

Come base di A¥ possiamo considerare degli elementi del tipo
Az A~ ANda™®, 1<ip <o <ip <, (3.2)

e percio dim AF = (%)- Inoltre se k > n allora Ak =0e dimAZ =27
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Definizione 3.1.2. Una combinazione lineare

W= g Wiy iy (:cl, oo xM)dztt A A datt
11 < <ip

di elementi di base con funzioni C*° da R™ — R come coefficienti, ¢ detta
forma differenziale di grado k su R™ o, abbreviando, k-forma.

Talvolta sard pitt comodo indicare la stessa forma con 'espressione se-
guente:
w=wr(z)dz" A--- Adx®

Indicheremo l'insieme delle k-forme su R™ con QF(R™). Piil precisamente,

QF(R") := {w : R™ — AF differenziabili}

no

o anche

QF(R") = C°°(R™) @ A%,
Se mettiamo insieme tutte le forme differenziali di qualsiasi grado, possiamo
definire 'algebra di tutte le forme differenziali su R™:

Q*(R") := EnBQ’“(]R”).
k=0

Come caso particolare abbiamo Q°(R") = C*°(R™), ovvero le forme differen-
ziali di grado 0 sono semplicemente funzioni C*°.

1l prodotto esterno w An € QF(R") di una k-forma w € QF(R") e una
I-forma n € QY(R™) & definito da

wAn=wmydzt A Adet AdaIt A - A da?

con
w = wr(z)dz A--- Ada'™, n=ng(x)dzTt A Adalt,

Possiamo fare le stesse costruzioni e considerazioni sostituendo R™ con un
aperto U C R™ e ottenere 'algebra Q*(U) delle forme differenziali su U.

Definiamo ora un importante operatore che agisce sulle forme differen-
ziali.

Definizione 3.1.3. I differenziale esterno, o derivata esterna, é applica-
zione lineare

d: QFR") — QF LR
cosi definita: se w = f(z! ... 2™)dx A--- Adz, poniamo

_of JoA g i
dw = %(x)da: Adx't N A dzt. (3.3)
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Per una generica k-forma la formula 3.3 si estende per linearita. Per una
funzione f € Q°(R") la sua derivata esterna df € Q'(R") é df = ggﬁ: dzt.

Una forma differenziale w tale che dw = 0 & detta forma chiusa, mentre
una forma 7 tale che n = dw per qualche forma w é detta forma esatta. 11

teorema seguente afferma che ogni forma esatta é chiusa.

Teorema 3.1.1.
dod=0

Dimostrazione. Per linearitad basta dimostrare 'identita su forme del tipo
w= f(x)dz™ A--- Adz'.

Applicando nuovamente d nella formula (3.3) otteniamo:

>’f k j i i
d(dw)zamjaxkdx Adx? Ndx™ N ANda' =0
perche affgxk = @Efé;j e vale la relazione di antisimmetria in (3.1). O

E’ lecito chiedersi se vale il viceversa, cioé se ogni k-forma chiusa € esatta:
cio accade effettivamente per le forme definite su aperti stellati di R™, con
k > 0 (Lemma di Poincaré, vedere ad esempio in [6]), ma non accade nel
caso generico di varietd differenziabili. Questo problema ¢ I'oggetto di studio
della teoria della coomologia di de Rham che definiremo pitu avanti.

Vediamo ora alcune ulteriori proprietd del prodotto esterno e della deri-
vata esterna.

Lemma 3.1.1. Siano w € Q¥(R"),n € QY(R™). Allora:

(i) nAw = (=1)MwAn,

(i) d(wAn) =dwAn+ (—1)Fw A dn.
Dimostrazione. Per linearita basta dimostrare le due affermazioni per
w= fdz"" A---ANdatt, n=gda?t A Adah

Per dimostrare la (i) basta utilizzare ripetutamente ’antisimmetria della
formula (3.1).
Ora, per dimostrare la (i7), se applichiamo d al prodotto

wAn= fgdx™ A--- Adx™ ANdzT A - A dadt
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otteniamo

d(wAn) = (dfg+ fdg)dz™ A--- ANdaz'™ Adz?t A - Ada?t =
=dfgdz™ A - Ada™ AdzTt A - A dadt+
+ fdgdx™ A - Adz™ AdzIt Ao A daht =
=dfdz A--- Adx™ A gda?t A - A dadi
+ (=D)Ffdz A--- Adx®™ Adg AdzT A - A dadt =
=dwAn+ (=1)*wAdy

O

Consideriamo ora due aperti di R, U e U’, e un diffeomorfismo ¢ : U —
U’. Possiamo allora definire un omomorfismo

" Q(U) - Q*(U)

nel modo seguente. Per una funzione f € Q°(U’) poniamo ¢*(f) := fo ¢ €
QO(U) e sulle 1-forme di base poniamo ¢*(dz?) := d(¢*(z*)). Allora possiamo
estendere queste definizioni alle forme di qualsiasi grado in modo che valga

¢"(wAn) =¢"(w) A ¢™(n)

per il prodotto esterno di due forme su U’. Procediamo nel modo seguente.
Siano (x!,...,2"), (y',...,y") coordinate locali su U’ e U rispettivamente.
Ogni 2% puo essere scritto come funzione ' = x%(y', ..., y™). Allora abbiamo

che ¢* (dxl) = g—;‘;dyj, e da questa ricaviamo che

* 1 .. k) — [ S A I P A | R Jk
¥ (dr™ A - - A dzt*) | Z' a(yﬁ?m,yjk)dy A« Ady*,  (3.4)
J1<<Jk
dove H ¢ lo Jacobiano di z'', ..., z% rispetto alle y/t, ..., ylk.

Si dimostra (ad esempio in |7]) anche che
do¢* =¢*od
e che, considerando ¢~ 1, ¢* risulta essere un isomorfismo. Denoteremo ¢*(w)
anche con ¢*w.
3.2 Forme differenziali su varieta

Sia M una varieta differenziabile di dimensione d, x € M. Poniamo

AP(TEM) =T M A -+ ANT*M,

p volte
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dove A indica il prodotto esterno. Un elemento di AP(7M) ¢ una somma
di termini del tipo
ndx™ A - A dx'®

con (x',... 2% coordinate locali di z,n7 € R. Ovvero se w € AP(T; M)
w= wilmipd:r“ A Ad.

con i coefficienti Wiy ,...i, SUpposti antisimmetrici, nel senso che cambiano
segno quando due indici vengono scambiati. Quindi ad esempio nel caso
p=2

w = wijdz’ Ndr! = —wi;da’ A dx’
implica ’antisimmetria

wij = _wji-

Cio implica anche che w; = 0 Vi. La proprieta caratteristica del prodotto
esterno A € la seguente. Siano V = v’“a%k,W = wl% vettori tangenti in
x € M e consideriamo w = w;jdz’ A dz? € A*(T}M). Allora

w(V, W) = wij(v'w! —viw’).

In particolare si ha che

. 9 0 o -
Questa regola si estende per p generico. Se wi,...,w, € AL (T} M),

wi(§) - wil&p)

(Wi A Awp)(&r,...&p) = det wQ(.fl) wQ('fp)

wp(€1) - wp(&p)

Su AP(T} M) abbiamo due importanti operazioni.
La prima & il prodotto esterno per una 1-forma n € TxM = AY (T M):

AP(TFM) — APTH (T M)
wnAw=:€e(n)w

La seconda é il prodotto interno o contrazione per un elemento v € T, M:

AP(TFM) — AP~H(TF M)

w i L(v)w
con
t(v)w(vr, ..., vp—1) =w(v,v1,...,Up—1)
per v,vi,...,vp—1 € T M

11 fibrato vettoriale su M di fibre AP(T*M) su x & denotato con AP(M).
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Definizione 3.2.1. Lo spazio delle sezioni di AP(M) ¢ denotato con QP (M),
ovvero QP(M) :=T'(AP(M)). Gli elementi di QP (M) sono detti p-forme.

Definizione 3.2.2. La derivata esterna d : QP(M) — QPTY (M) (p =
0,1,...,dim M) ¢ definita dalla formula

d(n(z)dz™ A --- Adxt) = dej Adz™ A - A dat

e si estende per linearita a tutto QP(M).

Lemma 3.2.1. Siano w € QP(M),0 € Q4(M). Allora
dwANb)=dwANb0+ (—1)Pw A db.
Dimostrazione. Analogo al caso euclideo. O

Se f: M — N éuna mappa differenziabile tra due varieta differenziabili
M, N, con coordinate locali (z!,...,2™),(z',...,2") rispettivamente, e

w(z) = n(2)dz" A--- Adz' € QP(N),

definiamo

ffw(x) = 77(f(q:))ail.1ala;j1 ARRRWA gfl.pd I e QP(M).

8x]1 P

Se, in particolare, M e N hanno la stessa dimensione n e se w = n(z)dz! A
-+ Adz"™ & una n-forma, allora

fH(w(x)) = det(df )n(f(z))dz' A--- A dz"

dove det(df) ¢ lo Jacobiano della mappa f.
Se supponiamo anche che M, N siano compatte abbiamo che

/Nw N /M ().

Usando le precedenti notazioni possiamo enunciare alcuni risultati rela-
tivi al comportamento della derivata esterna d in seguito a un cambio di
coordinate. Per le dimostrazioni rimandiamo a [1, Sezione 2.1].

Lemma 3.2.2.
d(f*(w)) = f*(dw)
Corollario 3.2.1. d non dipende dalla scelta delle coordinate.
Analogamente al caso Euclideo si dimostra il seguente
Teorema 3.2.1.

dod=0
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Enunciamo anche il Teorema di Stokes rimandando a [7] per la dimostra-
zione

Teorema 3.2.2. Sia M wuna sottovarieta differenziabile, orientabile, di di-
mensione m, di una varietd differenziabile N, con bordo. Ovvero OM ¢é una
sottovarieta differenziabile di N di dimensione m — 1, con un orientazione
indotta da quella di M; sia inoltre w una (m — 1)-forma differenziale su N.
Allora, se gli integrali esistono, ad esempio se M ¢é compatta,

/dw—/ w.
M oM

Corollario 3.2.2. Sia M una varieta differenziabile orientabile, di dimen-
sione m, senza bordo. Se w & una (m — 1)-forma a supporto compatto,

allora
/ dw = 0.
M

3.3 Operatore di Laplace su funzioni

Iniziamo col caso dello spazio Euclideo R? dotato della metrica Euclidea
{-,). Sia f : R? — R una funzione differenziabile. Il gradiente di f ¢ definito
dal campo vettoriale:

d
af o
= df .= - —— )
Vf:=gradf 2 D D (3.5)
Consideriamo inoltre la 1-forma
d

af . .
df = _dz’.
f ;3:# v

Questi due oggetti sono 'uno il duale dell’altro, nel senso che
df (X) = (grad f, X)

per ogni campo vettoriale differenziabile X.
Per un campo vettoriale differenziabile Z = Zz% su R, definiamo la sua
divergenza

d .

7"
div Z = .
—~ Oxt
=1

Inoltre, per una 1-forma ¢ = Z?Zl ¢idz’, definiamo

d 0d;

a'¢:=— oxt
i=1

= —div ¢.
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Definiremo meglio in seguito 'operatore d* su forme di qualsiasi grado. Pos-
siamo anticipare dicendo che d* ¢ 'operatore aggiunto di d sulle forme ri-
spetto al prodotto L?. Si dimostra, tramite il Teorema di Stokes, che se ¢ ¢
una 1-forma a supporto compatto,

/div pdz' A - ANdxt =0, (3.6)
e pil in generale
d af
df, ) = ppdxt A A dzt =
(df, ¢) /Rd ;:1 57 ? T (3.7)

L’operatore A definito su una funzione differenziabile f da

d 2
Af =— Zl (gxif)Q = —div(grad f) (3.8)

& detto operatore di Laplace.
Se f ¢ una funzione differenziabile a supporto compatto, dalla (3.6) abbiamo
che

/Afdxl/\‘-'/\dxdzo,
e dalla (3.7), per due analoghe funzioni f, g, abbiamo che

(Af,g) = (df,dg) = (f,Ag). (3.9)

Infine, per una funzione f : R* — R, definiamo integrale di Dirichlet o
energia

2

— 1/<df,df)dx1/\---/\dacd:

E(f):= 1/<gradf,gradf)da;1 Ao Adzd =

2
1 (<L 0f\2

dove il prodotto scalare nel primo integrale & quello sui campi vettoriali,
mentre quello nel secondo integrale ¢ il prodotto scalare indotto sulle 1-
forme. Nel caso Euclideo non ne notiamo le differenze, ma nel caso delle
varieta Riemannianne sara diverso.

Piu in generale, se Q C R? & un aperto, poniamo

E(f,Q) = ;/Q<grad fograd fdzt A - A dx?.
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Se f ¢ una funzione a supporto compatto, E(f) < oo. In opportuni spazi di
funzioni anche E(f,2) ¢ ben definito (ad esempio in Hé’Q(Q)).

Supponiamo ora che f sia un (punto di) minimo per E(f, ), ovvero
E(f,Q) < E(g9,9)
per ogni g : 0 — R con gli stessi valori alla frontiera, cioé

9(y) = f(y) Yy € oN.

Allora
E(f,Q) < E(f +1n,Q)
per ogni 7 : @ — R tale che n(y) = 0 Vy € 9Q,t € R. Percio, quando la

derivata esiste, avremo che

d
SRS + 10, D)y = 0 (3.10)

per ogni 7 del tipo su indicato. Sviluppando il calcolo otteniamo

d
—E(f +117,Q) =0 = / (grad f,grad n)dz' A --- A dz? =
Q

dt
1 of on
= : dx' A Adat =
/Qgﬁxladaﬂ v “
d

:A<_Z££2n)dxlA.../\dxd:

i=1

:/Afndxl/\---/\dwd,
Q

avendo usato l'integrazione per parti e il fatto che n = 0 su 09.
Allora, per il teorema 2.1.5, condizione necessaria affinche valga la (3.10) &
che

Af=0suf. (3.11)

Definizione 3.3.1. Una funzione f : @ — R tale che Af = 0 ¢ detta
funzione armonica.

Riassumiamo le considerazioni precedenti affermando che un minimo per
Iintegrale di Dirichlet, con determinate condizioni alla frontiera su un aperto
), deve essere una funzione armonica.

Estendiamo ora le nostre considerazioni al caso di una varietd Rieman-
niana: sia M una varietd Riemanniana di dimensione d, di coordinate lo-
¢ ¢ indichiamo con gi; la sua metrica. Per non appesanti-
re eccessivamente la notazione faremo ampio utilizzo della convenzione di
Einstein.

cali z',... .,z
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Siano f : M — R una funzione differenziabile su M e X un campo
vettoriale. Vogliamo definire il gradiente di f in modo che valga la relazione

(grad f, X) = X(f) = df (X).
Siccome

(grad f, X) = gij(grad f)' X7
abbiamo che dobbiamo porre
;0f 0
Ozt Oxd

Infatti, come possiamo verifcare sulle norme,

of w 0f ; Of of
2 _ i kl — 4t — 2
IV A2 = g DL gt O = s OO e

Possiamo quindi estendere la definizione di divergenza di un campo vet-
toriale Z = Z* a?ci’ = det(gij),

V[ = grad f = g"

9 J
div Z := \7%(fZ) f@xﬂ

e definire 'operatore di Laplace-Beltrami

O (vasiz, )

0

0
Af:=—divgrad f = —\[M(\/ﬁgwaj;).

Come nel caso Euclideo, per una funzione differenziabile f a supporto com-
patto, abbiamo

/Af\/gd:cl/\---/\da:dzo
e per due funzioni f, g dello stesso tipo
(Af,g) = (df,dg) = (f,Ag).

Infine definiamo I’energia di una funzione differenziabile f : M — R
1
E(f):= 2/ (df,df)/gdx! ... dx? =
M

1 ;O of 1 d
_ ij
2/9 - xj\/§d$ coodxt.

In questa formula abbiamo indicato con (., .) la metrica Riemanniana indotta
sulle 1-forme. Se invece consideriamo il campo vettoriale grad f al posto della
1-forma df, possiamo usare la metrica Riemanniana sui vettori tangenti

1

E(f):= 2/ (grad f, grad f)/gdz! ... dz? =

_1 ;0f of 1
_Z/M E?atlaxﬂ\[d
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In queste formule rientra anche il caso Euclideo.
Supponiamo ora che f si un punto critico di E(f), ovvero

d
aE(f +n)ji=0 = 0

per ogni n : M — R. Supponiamo inoltre, per semplificare, che M sia una
varietd Riemanniana compatta e che n abbia supporto compatto.
Possiamo allora calcolare

d1 g of on af on 1 d
_ ij 2L e 0=
! dt?/Mg (:C)(@wz t@:ﬁi)(ﬁxj t@xﬂ)\/‘adx - 2=

6f 6} 1 d
] d
/Mg i B gdx” ...dx
of

P y
— 1J 1 d _
/M oxI <\/§g 3xi)ndx - de
:/ Afn\/ﬁdxl...d:cd.

M

Se questo & valido per ogni 7 allora, sempre per il teorema 2.1.5,

Af =0.

Analogamente al caso Euclideo, una funzione f: M — R tale che Af =0 ¢
detta armonica.
Quindi nelle considerazioni precedenti abbiamo mostrato che:

Lemma 3.3.1. Un punto critico f dell’integrale dell’energia E, ovvero

d
aE(f +1)ji=0 = 0,

Vn : M — R a supporto compatto in M, é una funzione armonica, cioé
Af=0.

Se ripercorriamo i calcoli precedenti considerando stavolta 1-forme diffe-
renziali otteniamo
_d1
dt?2
::J/ (df,dn)\/gdx' ... dzt =

M

:/uwwwwfmm%
M

dove d* indica ancora l'aggiunto di d. Possiamo osservare che, come nel
caso Kuclideo, l'operatore aggiunto d* agisce sulle 1-forme come il duale
dell’operatore divergenza sui campi. Possiamo quindi scrivere I'operatore di
Laplace-Beltrami A anche come

0 / (df + tdn, df + tdn)\/gdz" ... dx¥—o =
M

A =d*d.
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3.4 L’operatore di Laplace sulle forme differenziali

Estendiamo ora l'operatore di Laplace-Beltrami dalle funzioni, vale a dire le
0-forme, alle forme differenziali di grado arbitrario.

Ricordiamo alcuni concetti di algebra lineare. Sia V' uno spazio vettoriale
reale dotato di un prodotto scalare (-, -) e sia AP(V') l’algebra esterna definita
dal prodotto esterno su V. Possiamo definire un prodotto scalare su AP(V)
ponendo

(VI A Awp,wr A=+ Awp) = det((v;, wy))

ed estendendolo per bilinearitd a tutto AP(V). Se ej,...,eq & una base
ortormale di V, allora gli elementi

eil/\---/\eip C0n1§i1<i2<"'<ip§d

formano una base ortonormale di AP(V).

Un’orientazione su V si ottiene determinando come positiva una certa
base di V. Ogni altra base che si ottenga da questa tramite una trasfor-
magzione con determinante associato positivo & detta positiva, le altre basi
vengono dette negative.

Supponiamo ora di aver fissato un’orientazione su V. Definiamo I’ operatore

lineare star di Hodge
w1 AP(V) = ATP(V)
ponendo
*(ei1/\"'/\eip):ejl/\"'/\ejd_p7 (3.12)

con ji,...,Jd—p scelti in modo che e;,...,€;,,€j,...,¢e;,_ sia una base
positva di V. Essendo operatore supposto lineare, esso risulta determinato
univocamente a partire dai suoi valori su una base.

Se eq,...,eq & una base positiva otteniamo
*(1)261/\--~/\€d (3.13)
*(eg Ao+ Neg) =1 (3.14)
Dall’algebra multilineare segue che, se A ¢ una matrice dxdese fi,..., f, €
V', allora

*(Afi N NAfp) = (det A) « (fi A== A fp).

Cio in particolare implica che 'operatore star non dipende dalla scelta della
base ortonormale positiva di V', in quanto due tali basi sarebbero legate da
una trasformazione con determinante 1.

Se si considera una base negativa invece di una positiva, si ottiene un
segno negativo nei secondi membri delle (3.12)-(3.14).

Lemma 3.4.1.
sk = (—1)PUA=P) L AP(V)) — AP(V).
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Dimostrazione. Ovviamente #*x manda AP(V) in sé stesso. Supponiamo
*(ey Ao Neg,) =ej Ao Nej_

Allora applicando nuovamente I'operatore * otteniamo
*k (e N Neg,) =Fey A---Ney,

a seconda del fatto che ej,... e, ,€;,...,€;, sla una base positiva o
negativa di V. Ma dall’antisimmetria del prodotto esterno ricaviamo che

eil/\~~-/\eip/\ej1/\--~/\ejd_p:

= (1P Pej Ao Nej,  Nei A Ae,,

e (—1)?(4=P) ¢ il determinante del cambio base da e, , . . . s €jap A Cjpy s Cip

O
Lemma 3.4.2. Se v,w € AP(V)
(v, w) = *(w A *v) = *(v A *w).

Dimostrazione. Per linearita, basta dimostrarla per gli elementi della base.
Siano v, w elementi di base diversi, allora w A v = v Axw = 0 = (v, w) . Se
invece v =w = e;; N---Aej, € eq,...,eq ¢ una base ortonormale positiva,
abbiamo

k(egy Ao Neg, Nx(eg N---Nej)) =x(et A== ANeg) =1 = (v,v)

O
Osservazione
Possiamo considerare (-, ) come un prodotto scalare definito su
d
A(V) =P Aar(v),
p=0
con AP(V) e A%(V) ortogonali per p # q.
Lemma 3.4.3. Sia vq,...,vq una base positiva qualsiasi di V. Allora
1
#(1) = ———v1 A--- Aug.
v det((vi, v5))
Dimostrazione. Sia eq,...,eq una base ortonormale positiva. Allora
v1 A Avg = /det((vi,v5))er A= Aeg =
= 1/det({v;,vj)) * (1). O
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Consideriamo ora una varietd Riemanniana orientata M di dimensione d.
Essendo M orientata, possiamo fissare un’orientazione su tutti gli spazi tan-
genti T, M, e di conseguenza anche sugli spazi cotangenti Ty M. Scegliamo
come positiva la base ortonormale Euclidea %, e 6%61 su R Allora sic-
come tutte le transizioni di carte di una varieta orientata hanno determinante
positivo, possiamo considerare come positiva la base d¢—? (%) vy det (%)
di T, M, con ¢ carta su M, e 'orientazione non dipendera dalla scelta della
carta.

Siccome su M abbiamo una struttura Riemanniana, come visto in preceden-
za resta definito un prodotto scalare indotto su ogni spazio cotangente 1 M
(ricordiamo che la metrica su T3 M ¢ data da g (z) = (g;j(x)) "}, con g;;(x)
metrica su T, M).

Possiamo quindi considerare ’operatore star

w0 AP(TEM) — AP(TEM),

e di conseguenza l'operatore, che conserva il punto base, definito sulle sezioni
del fibrato AP(M)
x: QP(M) — QT P(M),

con QP (M) =T (AP(M)).
Dal Lemma 3.4.3 ricaviamo

x(1) = \/det(gij)da' A -+ A da?

che é chiamata forma di volume. Ricaviamo anche il volume di M

Vol(M) ::/ x(1)

M

se 'integrale esiste finito.
Siano ora a, 3 € (M) a supporto compatto, definiamo il prodotto L?

<a,ﬁ>:=/M<a,ﬂ>*<1>=

dove l'ultima uguaglianza segue immediatamente dal Lemma 3.4.2. 1l pro-
dotto cosi definito su QP(M) e bilineare e definito positivo.
Definiamo anche la norma L2

1
] = (e, ).

Finora abbiamo considerato solamente sezioni differenziabili di fibrati
vettoriali, e in particolare p-forme differenziabili. Tuttavia in seguito avremo
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bisogno anche di spazi LP e di Sobolev di sezioni su fibrati. Quindi d’ora in
avanti non richiediamo pitl che le sezioni siano differenziabili.

Sia F un fibrato vettoriale su una varietd Riemanniana M, esia s : M —
FE una sezione di F a supporto compatto. Diciamo che s & contenuta nello
spazio di Sobolev H*"(E), se per ogni atlante fibrato tale che tutti i cambi di
coordinate e le loro derivate siano limitati (si pud ottenere un tale altante ad
esempio considerando intorni coordinati pin piccoli), e per ogni carta fibrata
¢ del suddetto atlante (¢ : By — U x R"), si ha che

¢posy e H(U).

Abbiamo anche un ulteriore proprieta: se ¢ : Ejy, — Up X R", ¢2 1 By, —
Uz x R™ sono due di queste carte, allora ¢10s)yny, € HE (U NUy) se e solo
se ¢208|yny, € H*™(UpNUy). Questo perché i cambi di coordinate ¢o o¢1_1
sono di classe C*°, tutte le derivate sono limitate e s ha supporto compatto.
Possiamo estendere il prodotto (-,-) su L?(Q2P(M)), rimanendo questo bili-
neare e definito positivo.

Supponiamo ora che M sia una varietd Riemanniana orientata e che
sia compatta, in modo da non dover sempre considerare forme a supporto
compatto.

Definizione 3.4.1. L’operatore d* ¢ l'operatore aggiunto dell’operatore d su
@zzo OP(M) rispetto a (-,-). Ouvero, se a € QP~Y(M), B € QP(M),

(da, B) = (o, d"B); (3.15)
Quindi d* : QP(M) — QP~L1(M).

Lemma 3.4.4. L’operatore d* : QP(M) — QP~1(M) soddisfa la sequente
proprieta:
d* = (=1)MPDH g5 (3.16)

Dimostrazione. Siano a € QP~Y(M), 8 € QP(M),
dlaAxB) =da A+ (—1)Plandx B =
=da AxB+ (—1)P7H(=1)P DD A v (dx B) =
=da A *f — (—l)d(pH)Ha ANsxxdx[f3.

Se integriamo quest’espressione, il membro a sinistra si annulla per il Teore-
ma di Stokes, e otteniamo

/da/\*ﬁ:/ (—1)d(p+1)+1a/\>k>kd*ﬁ,
M M

ovvero, per la definizione del prodotto L? e di d*,
(a, d*B) = (da, B) = (a, (—1)PHDH s g5 ),

e da qui la tesi, per I'arbitrarieta di «, 3. O
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Definizione 3.4.2. L’operatore di Laplace-Beltrami su QP (M) ¢ definito da
A=dd*+d'd: QM) — QP(M).
Una p-forma w € QP(M) ¢ detta armonica se
Aw = 0.

Osservazione
Se volessimo essere piu precisi, dovremmo indicare

dy: QP(M) — QP (M)
s QPYH(M) — QP (M)

e inoltre

Ay =dyp1d, | +dydy : QP (M) — QP (M).
Tuttavia, per semplicitd di notazione, ometteremo il pedice p.

Lemma 3.4.5. L’operatore di Laplace-Beltrami A ¢ autoaggiunto, ovvero
(Aa, B) = (a, AB) Vo, € Q°(M).
Dimostrazione. Segue immediatamente dalla definizione di A. O

Lemma 3.4.6. A ¢ non negativo e
Aa=0<=da=0eda=0. (3.17)
Dimostrazione. Dalle definizioni di A,d*, (-,-) segue che
(A, ) = (dd*a, ) + (d*da, ) = (d*a, d*a) + (da, da) > 0.

Siccome entrambi i termini a destra sono non negativi e si annullano solo se
da =0 = d*«, allora Aa = 0 equivale a da = 0 = d*a. O

Corollario 3.4.1. Su una varieté Riemanniana compatta, ogni funzione
armonica ¢ costante.

Lemma 3.4.7. L’operatore di Laplace-Beltrami commuta con [’operatore
star di Hodge, ovvero
*A = Ax.

Dimostrazione. Si calcola in modo diretto a partire dalle rispettive defini-
Zioni. O

Corollario 3.4.2. Se w é armonica, lo é anche *w.
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Dimostrazione. Sia Aw = 0. Allora
Axw=xAw =0,
ovvero anche xw & armonica. O]

Possiamo infine verificare che 'operatore di Laplace qui definito sulle p-
forme coincide con quello definito sulle funzioni. Cominciamo con il caso
Euclideo. Sia f:R? — R una funzione differenziabile. Abbiamo che

of

d 7,
ozt

df =

e se ¢ = ¢;dx’ ha supporto compatto e x¢ = Z?Zl(—l)i_lqbidazl A~ Adzt A

--Adz? (con da? intendiamo che 1’i-esimo termine viene escluso dal prodotto
esterno), allora

(f.d"6) = (df, 9) /W@dw A da?
oy

o Adx?
f@:c’ o
Allora ne consegue che d*¢ = —% = —dive, e (siccome d*f = 0 sulle
0O-forme)
d 82f
Af=ddf == o) = — div(grad f),
i=1 ¢

che coincide con la (3.8).

Consideriamo ora una funzione differenziabile f : M — R, con M va-
rietd Riemanniana di dimensione d e tensore metrico g;;. Abbiamo definito
I'operatore di Laplace-Beltrami come

s L ),

con g = det(g;;), e vogliamo ora verificare che questo coincide con d*df.
Sia ¢ : M — R differenziabile a supporto compatto,

/ d*df o /gdat A - A dx? = (d*df, d) = (df,d¢) =
= [taras) ) =
:/ gf ¢fdx A Adat =
_ /88<\[gwa ) ov/adat A A dat
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Siccome cio ¢ valido Vo € C°(M,R), questo implica che d*d = A.
Cerchiamo ora ’espressione in coordinate Euclidee dell’operatore di La-

place sulle p-forme. Indichiamo quest’ultimo con A, e indichiamo anche con

xe 1operatore star rispetto alla metrica Euclidea e d* 'operatore aggiunto

di d rispetto al prodotto scalare Euclideo.

Consideriamo una p-forma

wzwz‘l_“ipd.%'il/\”-/\d.%'ip 1§i1<i2<~--<ip§d,

0 o
Ozl """ Hip?
sia una base ortonormale positiva di R%. In seguito suppor-

definita su un aperto di R? e siano ji, . . . , Jd—p scelti in modo che

_0_ _9
81"71 ety 8x]d_P
remo sempre

le{l,....,p},ke{l,...,d —p}.

Svolgiamo i calcoli:

=p 5.
dw="7 allf}g’*lpdwjk/\dx“---/\-~-/\dx’P
k=1 T
ap 0w, i —
— _q\ptk-1Tet gogn AL Jk A - Jd—
ke dw ;( 1) it dx?* N -+ Ndxdk N - A daddor
ir 0wiy —
— _1)p k-1 Mt gk JA ... Tk A .- Jd—
d *e dw ;( 1) FEnL da* Adait A - Adads A A dadir
d—p p N 2w.. . . —
_)ptk-17 Tt JUA ... Ik A - Ja—
+kz—1l§—;( 1) S epo AT N N dadh A N dae
S (- i1
- _1\ptp(d-p Petp g1 AL g
*ed*edw—;( 1) G A A da'r+
d—p p Ly 82wi1..‘ipd kA dgit 67\” da'r
+k_1;(—) S oo da AT A Az A N d

Infine, ricordando la (3.16), otteniamo

d—p 02(4)@' . ‘ ‘
d*dw =Y (=1)m—-2dz™ A--- Ndx'+
; (2%)?
d—p p l 182wi1...i ) ) — )
+Y Y (=D Sty A NN A A A da
T X
k=11=1

(3.18)

43



In modo simile si trova che

dd*w :Zp:(q)md WAL A dett
= (027
p d—p .
l+1 Wiy.ip 5 G i1 TN i
+;; &zﬂlﬁxfkdx Az A Ndzit A - A dat
(3.19)
Mettendo insieme le (3.19) e (3.18) otteniamo
* * d 82“)’1 ip ) 7
Aw = d*dw + dd*w = =) dew A dz™,
m=1

che, a meno del segno, coincide col classico operatore Laplaciano Z?dnzl %.

O meglio 'operatore di Laplace-Beltrami & un estensione alle generiche va-
rietd Riemanniane del classico operatore Laplaciano.

Riportiamo anche alcune formule in coordinate locali nel caso Rieman-
niano.
Introduciamo alcune notazioni. Per la forma volume poniamo

n = \/§dac1 A Ade® =: mlmiddacil A Adzte,
Per 8 = Bj,. 4, dz?t A -+ A dazd?, definiamo i sollevamenti di indici
Bivip .— gt gizfe .gz‘,,jpﬁjlmjp'
Allora utilizzando queste notazioni, se o = ailmipdxil A -+ Adzx', abbiamo

1

) U £ B 1
(*a)’m-l---ld - p| nll---lpa P

Oy ..ip_s

x kl ip— j
(d 0‘)2'1~~ip71 =g (T - Fgclajilu-ip—l)?
dove

T = ig]m(gk:m,l + Gimk — Gkl,m)

sono i simboli di Christoffel di seconda specie € gy, = %gkm.
Abbiamo inoltre

(o, B) = v, . z'pﬁil'”ip
80411 Jdp aﬁ]l Jp Kkl _i1j1
Oxk ox! 79

(da, dfB) = .. gwr

44



8OZkZ' i
da.d B = kl(liz,,l
(B = ox!

g (Lo
ox™

= aakil"'ip_l a’ij1~~-jp—1 kl _mn  i1j1

8xl ox™

O, ..q ) o

1eolip—1 i Y S

_ Trmnﬁmlﬂp—lg ...g? 1Jp—1

_ OBmjripr
oz"

+ DT hn iy i Brii..j ki ip—1Jp—1

kit mn®jit..ip_1Prji..jp—19 ---9 .

i 0 -
— Fklajzl...zp,l>d(£ A Adz'r,

- Fg’Ln/Brjl...jp_l>d$j1 N A d.rjpfl) —

.. gipfljpﬂ

J Kl mn il o
Fklaﬁr"pﬂg gmnghdt || gie=1ip-1
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Capitolo 4

Teorema di Hodge

4.1 Classi di coomologia di de Rham

Sia. M una varieta differenziabile di dimensione d. Ricordiamo che 'opera-
tore lineare differenziale esterno o derivata esterna d : QP(M) — QPFL(M)
soddisfa la proprieta

dod=0 (dod:QP(M)— QPT2(M)).

Una p—forma o € QP(M) ¢ detta chiusa se da = 0, mentre ¢ detta esatta se
esiste una (p — 1)—forma n € QP~1(M) tale che dn = a. Siccome dod = 0,
ogni forma esatta & anche chiusa.

Denotiamo ora l'insieme di tutte le p—forme chiuse su M con ZP(M) e
linsieme di tutte le p—forme esatte con BP(M), ovvero

ZP(M) = ker(d : QP (M) — QPTH(M)),
BP(M) =Im(d : QP~Y(M) — QP(M)).

Il nucleo ZP(M) e I'immagine BP(M) dell’applicazione lineare d sono en-
trambi sottospazi di QP (M).

Definizione 4.1.1. Sia M una varietd differenziabile di dimensione d. Lo
spazio quoziente

HgR(M) = gigﬂj\g

é detto p-esimo gruppo di coomologia di de Rham di M. Definiamo inoltre la
somma diretta

d
Hip(M) = @ H(];R(M)
p=0

come gruppo di coomologia di de Rham di M.
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Se w € QP(M) & una p—forma chiusa, denotiamo la classe di cui w ¢ un
rappresentante con [w] € HY,(M). Due forme chiuse «, 8 € QP (M) vengono
dette coomologhe se la p—forma o — B & esatta, ovvero

[a] = [8] <= 3n € Q"~1(M) tale che a — 3 = dn.

Per semplicita, indicheremo il p-esimo gruppo di coomologia di de Rham di
M solamente con HP(M).

4.2 1l Teorema di Hodge

In questa sezione dimostreremo il seguente

Teorema 4.2.1 (Di Hodge). Sia M una varieta Riemanniana compatta
orientata. Allora ogni classe di coomologia in HP(M) (0 <p < d=dim M)
contiene una ed una sola forma armonica.

L’idea di base per la dimostrazione & quella di selezionare un rappresen-
tante specifico in una classe di oggetti geometrici, in questo caso una forma
armonica in una classe di coomologia, imponendo un’opportuna equazione
differenziale o, equivalentemente, minimizzando un certo funzionale definito
sulla suddetta classe.

L’equazione differenziale da considerare nel nostro caso €, se 17 € una forma
chiusa, d*n = 0 che, insieme alla condizione dn = 0 per le forme chiuse,
implica I'equazione per le forme armoniche An = 0.

Dimostreremo qui il teorema di Hodge con metodi variazionali e nella pros-
sima sezione con il metodo del flusso del calore.

Dimostreremo separatamente 1’esistenza e 'unicita. Iniziamo con 'unicita
in quanto pitu semplice.

Dimostrazione unicita. Siano wi,ws € QP(M) due p-forme coomologhe ed
entrambe armoniche. Se p = 0 dal fatto che sono coomologhe, cioé wy —we =
0, segue che wy = wo. Altrimenti, sia n € QP~1(M) tale che w; — ws = dn e
consideriamo il prodotto scalare

(w1 — Wo, W — Wwa) = (wl - w2,d77) =
= (d* (w1 —w2),n) =0

perché wy,ws sono armoniche e percid d*w; = 0 = d*wq. Essendo il prodotto
(+,-) definito positivo, concludiamo che w; = wo, cioé 'unicita cercata. [

Per dimostrare ’esistenza, che & pit complicata, faremo uso del principio
di Dirichlet. Facciamo prima alcuni passaggi introduttivi.

Sia wg una forma differenziale chiusa, scelta come rappresentante della
propria classe di coomologia in HP(M). Ogni forma ad essa coomologa sara
del tipo

w=uwy+da acQP (M),
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Vogliamo minimizzare all'interno della classe [wo] la norma L?, definendo il
funzionale
D(w) := (w,w).

Va mostrato che il minimo viene raggiunto da una forma differenziale 7 che
dovra quindi soddisfare ’equazione di Eulero-Lagrange per D, ovvero

d
0 0+ tdB,n +tdf) =0 = 2(n, dB) = 2(d*n, B) VB € QXTH(M) (4.1)

= a(
Questa implica che d*n = 0. Siccome ovviamente dn = 0, si ha che n sara
armonica.

Per iniziare, dobbiamo considerare lo spazio delle forme L? e non quello
delle forme di classe C*°. Infatti se vogliamo minimizzare la norma L2
abbiamo bisogno di uno spazio completo rispetto alla convergenza L?. Inoltre
avremo anche bisogno degli spazi di Sobolev.

Definiamo su QP (M) un nuovo prodotto scalare

(w,w)) = (dw, dw) + (d*w, d*w) + (w,w)

e la relativa norma

ol = ((w,w))?. (4.2)

Consideriamo la chiusura dello spazio QP (M) rispetto a questa nuova norma
e denotiamo il relativo spazio di Hilbert con Hpy?(M), o anche con HY2(M)
quando p é chiaro dal contesto.

Ad esempio, nel caso Euclideo, siano V' C R? un aperto e f : V. — R”
un’applicazione differenziabile. La norma di Sobolev Euclidea & data da

B of of\}
HfHHel{lil.(V) T (/Vf e v Ozt ' &Ei) ’

dove - indica il prodotto scalare Euclideo.
Utilizzando carte su M e carte fibrate su AP(M), abbiamo che per ogni
x € M esistono un intorno aperto U e un diffeomorfismo

¢: AP(M)y — V x R",

con V aperto di R%, n = (i) dimensione delle fibre su AP(M), tali che la fibra
su x € U viene mandata in una fibra {m(¢(x))} x R", con 7 : V xR" - V
proiezione sul primo fattore.

Per il seguente Lemma possiamo far coincidere gli spazi di Sobolev definiti
dalle norme ||| g1.2(ar) € HHH;il (v)- Per la dimostrazione rimandiamo a 1,

Sez. 3.4]

Lemma 4.2.1. Per ogni U' € U, le norme ||w||gr2wry € [|p(w)l] 1.2 vy
eucl.
con' V. =mn(¢(U")), sono equivalenti.
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Possiamo quindi utilizzare i risultati sugli spazi di Sobolev Euclidei nel
caso Riemanniano. Tra questi, in particolare abbiamo il Teorema di com-
pattezza di Rellich (dal teorema 2.1.8 e corollario 2.1.4):

Lemma 4.2.2. Sia (wp)nen C HY?(M) limitata, ovvero
”wnHHl,2(M) S K.

Allora (wy,) ammette una sottosuccessione convergente, nella norma L?
1
(2 = (%), ad una forma w € HY(M).

Corollario 4.2.1. FEsiste una costante c, che dipende solo dalla metrica
Riemanniana su M, tale che, per ogni forma chiusa B ortogonale al nucleo
di d*,

(B,8) < c(d™B,d"B).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista una successione di forme
chiuse 3, ortogonali al nucleo di d*, tale che

(Bn, Bn) = n(d*Bn, d* Br). (4.3)
Definiamo )
Ap = (/Bnaﬁn)_§~
Allora

Questa implica che, siccome df,=0,

1
H)‘nﬁnHHLQ <1+ ﬁ

Allora, per il Lemma 4.2.2, \,3,, a meno di una sottosuccessione, converge
in L2 a una forma 1. Per la relazione (4.4), d*(\,3,) — 0in L2. Cid implica
che d*¢ = 0, infatti: per ogni ¢ € QP(M)

0= lim (d"(\ufBn). @) = lim (\nfn,dd) == (10,d0) = (d"0,6)

n—oQ

e quindi d*?p = 0. In modo simile si dimostra che, se df, = 0 per ogni n,
allora dy = 0.
Ora, siccome d*y = 0 e 3, & ortogonale al nucleo di d*,

(7% )\nﬁn) =0.

Ma d’altra parte, siccome (A\uBn, AnfBn) =1 € ApBn — 1 in L2
lim (1, ApfBn) = 1.
n—o0o

Abbiamo ottenuto una contraddizione e quindi la (4.3) & impossibile. O
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Possiamo ora completare la dimostrazione del Teorema 4.2.1.

Dimostrazione esistenza. Sia (wr,)nen una successione minimizzante per D(w)
all’interno della classe [wp], ossia

wp = wo + day,
D(w,) - k:= inf D(w).

w=wo+da

Senza perdita di generalitad possiamo considerare w,, tale che
(Wnywn) = D(wy) < k+1.

Allora, a meno di una sottosuccessione, w, converge debolmente a una certa
w. Inoltre, per ogni ¢ € QP (M) tale che d*¢ = 0, abbiamo

(wn — Wo, QZS) = (daru ¢) = (ana d*¢) — 07
e quindi
(w—wp, ) =0 (4.5)

ovvero w — wy € debolmente esatta.
Poniamo ora
7N = w — wg.

Definiamo un funzionale lineare su d*(QP(M)) ponendo
(d*¢) == (n, 9)-
[ & ben definito: infatti se d*¢; = d*¢q, per la (4.5) abbiamo
Wd*¢r — d*¢p2) = (1,01 — ¢2) =0
e quindi
(d*¢1) = U(d"¢2).

Mostriamo che ¢ anche limitato. Siano ¢ € QP(M),n(¢) la proiezione
ortogonale di ¢ sul nucleo di d* e poniamo ¢ := ¢ —7(¢). Quindi d*p = d*¢.
Allora
Wd* @) = Ud™Y) = (n,¢).

Siccome 1) & ortogonale al nucleo di d*, per il Corollario 4.2.1 abbiamo che

[¥lle < clld™Plle = clld™ | >

e quindi
1(d*@)| < cllnll L2[ld" @] L2

Possiamo estendere [ alla chiusura nella norma L? di d*(QP(M)). Per il
Teorema di rappresentazione di Riesz ogni funzionale lineare limitato su uno
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spazio di Hilbert puo essere rappresentato da un unico elemento dello spazio
stesso tramite il prodotto scalare. Quindi esiste « tale che

(o, d*¢) = (n,¢) Yo e QP(M) .
Allora abbiamo che debolmente

da = 1.

Quindi la forma w = wg + 7, limite debole della successione minimizzante
per D, appartiene alla chiusura L? della classe [wg], ovvero allo spazio delle
forme w per cui esiste « tale che

(a,d"¢) = (w—wo,9) V¢ € Q°(M).
Mostriamo che w realizza U'inf D. Sia w,, = wy + da,, debolmente, ossia
(an, d"¢) = (wn —wo,¢) V¢ € Q°(M),
definiamo come prima degli operatori
In(d*¢) = (on, d*).

Calcolando le stime come prima, abbiamo che i funzionali lineari I,, conver-
gono a un funzionale [, rappresentato ancora da una forma «. Siccome D
& debolmente semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza debole,
allora w,, — w implica che

k < D(w) < liminfD(wy,) = k,

n—oo
e quindi
D(w) = k.
Inoltre, dall’equazione di Eulero-Lagrange (4.1), ricaviamo
(w,dB) =0 V6 € PI(M), (4.6)

ovvero w ¢ debolmente armonica.

Ora vogliamo utilizzare il teorema di regolarita per concludere che la solu-
zione sia differenziabile. Se nella (4.6) potessimo porre 8 = d*w, integrando
per parti, otterremmo che

(d*w,d*w) =0,

e quindi d*w = 0. Le derivate di ordine maggiore si annullerebbero anch’esse
e quindi per il Teorema di embedding di Sobolev (teorema 2.1.7 e corollario
2.1.3) avremmo w di classe C*°. Tuttavia non possiamo fare la sostituzione
B = d*w se non sappiamo che la derivata dd*w esiste. Possiamo ovviare a
questo problema seguendo il metodo descritto in [1, p.150 e A.2|. In questo
modo otteniamo la regolaritd e completiamo la dimostrazione. O
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Vediamo alcune applicazioni di questo teorema, a partire dal seguente
corollario, conosciuto anche col nome di Teorema di decomposizione di Hodge.

Corollario 4.2.2 (Hodge). Siano B, la chiusura L? di
{do: a € QP7H(M)},
e B, la chiusura L? di

{d°8: 8 € QP (M)).

Allora lo spazio di Hilbert Lg(M) delle p-forme al quadrato sommabili am-
mette la sequente decomposizione ortogonale

L}(M) = B, & By & H, (4.7)
dove H) = BpL N B;L ¢ lo spazio delle p-forme armoniche.

Dimostrazione. Siccome d? = 0, allora (da, d*3) = (d?a, 8) = 0: cio implica
che gli spazi B, e B, sono ortogonali tra di loro. Otteniamo quindi la
seguente decomposizione ortogonale

LX(M) = B, ® B @ (By N By™).

Inoltre, se w & una forma differenziale (w,da) = (d*w, a), e allora abbiamo
che w € QP(M) ¢ contenuta in BIJ; se e solo se d*w = 0. Analogamente,
w € QP(M) appartiene a B;L se e solo se dw = 0. Di conseguenza, w €
QP(M) & contenuta in BIJ; N B;J- se e solo se & armonica. Ora, questo &
valido per una forma differenziale w, ma come osservato nella dimostrazione
del teorema 4.2.1, se w € L?(M) e Vo, 3 differenziali si ha che (w,da) =0 =
(w,d*B) allora w stessa ¢ differenziale e armonica. Con cio la dimostrazione
é conclusa. O

Corollario 4.2.3. Sia M una varieta differenziabile compatta. Allora ogni
gruppo di coomologia HY (M) (0 < p < d :=dim M) ha dimensione finita.

Dimostrazione. Ricordiamo che per il teorema 1.4.1 possiamo introdurre una
metrica Riemanniana su M. Per il teorema di Hodge 4.2.1 ogni classe di
coomologia puo essere rappresentata da una forma armonica rispetto a questa
metrica. Supponiamo ora per assurdo che HP(M) abbia dimensione infinita.
Allora esisterad una successione ortonormale di forme armoniche (7,,)nen C
HP(M), ovvero

(M Mm) = Opm per n,m € N. (4.8)

Essendo le 7, armoniche, dn, = 0 = d*n,. Allora per il teorema di Rellich
del lemma 4.2.2, a meno di una sottosuccessione,(n,,) converge in L? ad una
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certa 7.
Tuttavia cio & in contrasto con la (4.8), percheé quest’ultima implica che

17 — |l > 1 Vn#m

e quindi (7,) non ¢ una successione di Cauchy in L?. Questa contraddizione
implica la finitezza dimensionale. O

Ora consideriamo una varieta differenziabile M compatta e orientata di
dimensione d. Definiamo un’applicazione bilineare

d—
HgR(M) X HdRp(M) - R
ponendo
(w,n) — /M wAD (4.9)

per due rappresentanti w,n nelle relative classi di coomologia. Mostriamo
che ¢ effettivamente ben definita, ovvero che dipende solo dalle classi di
coomologia e non dai loro rappresentanti. Siano w e w’ coomologhe, ovvero
esiste una (p — 1)-forma « tale che W' = w + da; allora

/w'/\n:/(w+da)/\n:
M M
:/ w/\77+/ dlaAn) =
M M
o
M

avendo usato il fatto che n ¢ chiusa e il teorema di Stokes. Quindi la (4.9)
dipende solo dalla classe di coomologia di w. In modo analogo si dimostra
per la classe di 7.

Ricordiamo ora un risultato di algebra lineare. Siano V, W spazi vettoriali
reali di dimensione finita e sia

() :VxW SR

bilineare e non degenere, nel senso che per ogni v € V,v # 0, esiste w € W
tale che (v,w) # 0, e viceversa. Allora V' pud essere identificato con lo spazio
duale W* di W, e W puo essere identicato con V*. Allora possiamo definire
le due applicazioni lineari iniettive

ir:V—>W* con i1(v)(w) := (v,w),

i : W = V* con iz2(w)(v) :== (v, w).

Quindi V' e W devono essere della stessa dimensione, e i1 e io sono isomor-
fismi.
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Teorema 4.2.2. Sia M una varieta differenziabile compatta e orientata di
dimensione d. La forma bilineare (4.9) & non degenere e quindi Hip(M) &

isomorfo a (Hjjgp(M))*.

Dimostrazione. Per ogni classe di coomologia non banale in HP(M) rappre-
sentata da una certa w (ovvero dw = 0 ma non vale w = da per nessuna
(p — 1)-forma «), dobbiamo trovare una classe di coomologia in H?P(M),
rappresentata da una certa 7, tale che

/ wAn#D0.
M

Per fare cio introduciamo una metrica Riemannianana su M (possiamo farlo
ancora per il teorema 1.4.1), e per il teorema di Hodge 4.2.1 possiamo con-
siderare w armonica (rispetto alla metrica introdotta). Per il corollario 3.4.2
abbiamo che anche *w ¢ armonica. Ora

/ wAxw = (w,w) #0
M

perché w non ¢ identicamente nulla. Quindi *w & un rappresentante della
classe di coomologia in H"P(M) con la proprieta cercata. Allora la forma
bilineare & non degenere e i due spazi sono isomorfi. O

Definizione 4.2.1. Il p-esimo gruppo di omologia H,(M) di una varietd
differenziabile M compatta ¢ (Hyp(M))*. Il p-esimo numero di Betti di M
e by(M) := dim HP(M).

Tramite questa definizione il teorema 4.2.2 si puo riformulare dicendo che
~ d—P
HP<M) = HdR (M)
ed é conosciuto anche col nome di Teorema di dualita di Poincaré.
Corollario 4.2.4. Sia M una varieta differenziabile compatta e orientata di
dimensione d. Allora
Hen (M) =R (4.10)
bp(M) =bg—p(M) per0<p<d. (4.11)
Dimostrazione. Per il corollario 3.4.1 e il teorema di Hodge 4.2.1,
Hgp(M) = R.

Applicando il teorema 4.2.2 si mostrano le (4.10) e (4.11). O
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4.3 Dimostrazione tramite flusso del calore

In questa sezione presentiamo una dimostrazione alternativa del Teorema
4.2.1, basata sulla risoluzione di un’equazione lineare alle derivate parziali
parabolica, la cosiddetta equazione del calore, secondo il metodo del flusso
del calore . L’idea di base é quella di considerare le p-forme dipendenti, non
solo dalla posizione x sulla varieta M, ma anche da un’altra variabile "tem-
porale" t € [0,00), e di sostituire 'equazione ellittica relativa all’operatore di
Laplace-Beltrami con una equazione parabolica, da risolvere per un fissato
valore iniziale all’istante t = 0. Vogliamo cioé risolvere ’equazione del calore

98(w.t) + AB(x,t) =0 (4.12)

ot
B(x,0) = fo(x) (4.13)

con By p-forma nella classe di coomologia considerata. Intuitivamente, 1’o-
peratore A rappresenta una sorta di gradiente per il funzionale (8, /3) da
minimizzare, e il flusso descritto dall’equazione parabolica (4.12) avviene
nella direzione del gradiente negativo del funzionale da minimizzare, ipotiz-
zando che ci conduca ad un minimo per ¢t — oo.

Procederemo quindi mostrando che la (4.12) puo essere risolta in modo unico
per ogni t positivo (esistenza globale o nel lungo periodo) e che, per t — oo,
la soluzione f(x,t) converge ad una p-forma armonica nella stessa classe di
coomologia.

La (4.12) & un equazione differenziale parabolica lineare (o, meglio, un
sistema di equazioni differenziali lineari, visto che, a parte casi banali, la
dimensione delle fibre AP & maggiore di 1) e quindi 'esistenza e 'esistenza
globale delle soluzioni derivano dalla teoria delle equazioni differenziali pa-
raboliche lineari.

L’esistenza al tempo finito, o esistenza locale, ¢ data (si veda, ad esempio,
in [3]) dal seguente

Lemma 4.3.1. Sia By € QP di classe C*% per qualche 0 < o < 1. Allora,
per un certo € > 0, l'equazione (4.12) ammette una soluzione [(x,t) per
0 <t <e, e anche questa soluzione ¢ di classe C*.

Per dimostrare anche I'esistenza globale, consideriamo la norma L?
IBCOIE = (8.8) = [ Bat) A w8(e.)
e l'energia
1 2 1 * 2 1 1 * *

Osserviamo che (||3(-,)||> + 2E(B(-,t)))"/? & la norma di Sobolev di §(-,t)
introdotta in (4.2).
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Il lemma seguente ci dice che ||B(-,t)||*> & una funzione decrescente e

convessa rispetto al parametro t.

Lemma 4.3.2.

d
Li8C. 017 <0 (4.14)
d2 9
@HB(-J)H >0 (4.15)
4By <0. (116)
Dimostrazione.
D802 = 22 8 1), B 1) =
dt ) - at b b ) -

= _2(A5('7t)75('at)) -
= —2(dB(-,t),dp(-, 1)) = 2(d"B(-, 1), d"B(:, 1)) =

= —4FE(B(-,t)) <0. (4.17)
dE t) = d8 t),dB(-,t d* 0 t),d*B(-,t)) =
0
- (aﬁ(vt)aéﬂ(at)) =
0 0
= _<a5('7t)7 aﬁ(at)) <0.
Da quest’ultima e dalla (4.17) segue in modo ovvio la (4.15). O

La (4.14) implica, in particolare, che se f(x,0) = 0, allora B(z,t) = 0,Vt
per cui la soluzione esiste. Questo implica che

Corollario 4.3.1. Le soluzioni dell’equazione (4.12) sono uniche (se B1(x,t)
e Ba(x,t) sono soluzioni di (4.12) per 0 <t < T con gli stessi valori iniziali,
ovvero fB1(x,0) = Pa2(x,0), allora coincidono per ogni 0 < t < T') e inoltre
soddisfano una proprieta di semigruppo: se [(-,t) risolve la (4.12), allora
B(-, t+s) = Bs(-, 1), con Bs(+,t) soluzione di (4.12) al valore iniziale Bs(-,0) =
ﬁ('7 S)'

Abbiamo inoltre un risultato sulla stabilita:

Corollario 4.3.2. Sia 5(z,t,s) una famiglia di soluzioni di (4.12) con una
dipendenza differenziabile dal parametro s € R. Allora

d, o
5 BG Lol <0. (4.18)

Dimostrazione. Ovviamente %B(x,t,s) risolve la (4.12). La (4.18) allora
segue immediatamente dalla (4.14). O
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Avremo anche bisogno delle seguenti stime a priori:

Lemma 4.3.3. Una soluzione 5(x,t) della (4.12), definita per 0 <t < T,
con walore iniziale Bo(x) € L?>(M), soddisfa, per 7 < t < T, V7 > 0, delle
stime a priori del tipo

19}
1BC Oz + 1580, Dllcoan < e, (4.19)

con ¢y costante che dipende solo da ||Bol|r2(nr), T € dalla geometria di M, e
non dalla particolare soluzione B(x,t).

Dimostrazione. La (4.14) implica che
1BC, Ol z2ary < BollL2(ar)-

Se nella (4.18) poniamo s = ¢, otteniamo che ||%B(-, t)||z2(ary € non crescente
rispetto a ¢. Il risultato di regolaritd segue dalle stime di Schauder del
Teorema 2.2.6 e dalla relazione (2.9). O

Osservazione
Una conseguenza importante di questo lemma é che dalle stime possiamo
dedurre dei risultati di convergenza. Infatti il teorema di Ascoli-Arzela
[2, Cap.5] implica che una successione (f,) limitata nello spazio di Hol-
der C%(M), con 0 < o < 1, ammette una sottosuccessione convergente in
C% (M), con o < av.

Ne consegue ora ’esistenza globale delle soluzioni:

Corollario 4.3.3. Sia By € C*® per 0 < o < 1. Allora la soluzione della
(4.12) con walore iniziale By esiste per ogni t > 0.

Dimostrazione. Per il Lemma 4.3.1 di esistenza locale, la soluzione §(x,t)
esiste in un intervallo temporale positivo 0 < ¢ < e. Quando esiste in un
intervallo 0 <t < T, per t — T, allora per il Lemma 4.3.3, B(z,t) converge
a una forma ((z,T) in C?® per 0 < o/ < a.Ma allora per la proprieta di
semigruppo del Corollario 4.3.1 e applicando ancora 'esistenza locale, la so-
luzione puo essere prolungata ad un intervallo che si estende oltre T', ovvero
esiste per 0 <t < T + €. Quindi 'intervallo di esistenza & contemporanea-
mente aperto e chiuso, ed essendo non vuoto coincide con l'intera semiretta,
reale. O

Infine verifichiamo il comportamento asintotico delle soluzioni per t —
00.
Con cio avremo dimostrato il seguente
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Teorema 4.3.1 (Milgram-Rosenbloom). Sia o(z) una p-forma su M di
classe C**, per 0 < o < 1. Allora esiste un’unica soluzione dell’equazione

9B(,t)
ot

+ AB(z,t) =0 Vt € [0,00) (4.20)
con B(x,0) = Bo(x). (4.21)

Pert — o0, B(-,t) converge in C** ad una forma armonica H[3.

Se By ¢ chiusa, ovvero dfy = 0, allora ogni forma ((-,t) é anch’essa chiusa,
dB(-,t) = 0. Inoltre, sempre in questo caso, se w é una (d — p)-forma co-
chiusa, cioé d*w =0, allora [, B(x,t) Aw(z) non dipende da t, e si ha che

Sy HB(x) Aw(zx) = [, Bo(z) Aw(x).

All’interno di questo teorema rientra anche il teorema di Hodge e di
conseguenza ne fornisce una dimostrazione alternativa.

Dimostrazione. Abbiamo gia mostrato I'esistenza e unicita nei Corollari 4.3.3
e 4.3.1. Vediamo la convergenza della soluzione ad una forma armonica.
Siccome E(B(-,t)) > 0, la (4.14) implica che deve esistere una sucessione

t, — oo tale che
0

en

11 controllo sulle norme del Lemma 4.3.3 applicato a %B(-,tn) ci garantisce

B+, tn)| — 0. (4.22)

che %ﬁ (-,t,) & limitata in C%® e quindi convergente (sempre a meno di una
sottosuccessione) a 0 in qualche spazio di Holder C% 0 < of < a. Allora
anche ASB(-, t,) = —%ﬁ(-,tn) converge a 0 in C>® | ovvero (-, t,) converge
in %% ad una forma armonica Hf. Se poniamo

Bi(x,t) := B(x,t) — HB(x)

allora anche (1(z,t) risolve la (4.20). Applicando nuovamente la (4.22) e la
(4.14) abbiamo che
1BC-t) = HB()[ =0

per t — 0o, e quindi, per il Lemma 4.3.3, 3(z,t) converge a Hf in C>*'

Siccome, come si verifica facilmente, la derivata esterna d commuta con
A e con %, se B(x,t) risolve la (4.20), allora anche df(z,t) la risolve. Allora,
usando ancora la (4.14), se dfy = 0, anche dS(-,t) = 0.

Se inoltre d*w = 0, allora

d

9t /M Bz, t) Nw(z) = —/M AB(z,t) Aw(z) =

= [ awpan) @) = - [ @B Adwla) <o
M M

e quindi l'integrale [, (x,t) A w(x) non dipende da t. O
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Il metodo del flusso del calore inoltre ci consente di perfezionare i risultati
del teorema 4.3.1. Vale infatti il seguente lemma sulla convergenza della
soluzione.

Lemma 4.3.4. Nelle ipotesi del teorema 4.3.1, la soluzione B(z,t) dell’e-
quazione (4.12) converge esponenzialmente alla forma armonica HBo(x),
ovvero

I1B(-+) = HBo(-)|| < ce™™, (4.23)

comn ¢, \ costanti positive e A non dipende da (3.

Dimostrazione. Per t > 0, cerchiamo una forma /3 con ||3]| =1, HB = 0 tale
che per la soluzione B(z,t) della (4.12) ai valori iniziali f(x,0) = B(x) si
abbia ||3(-,t)|| massimale.

Per il teorema 2.2.6, anche la norma C%* di B(-,t) & limitata da ||3(z,0)|| e
percio il massimo viene raggiunto. Sia b(t) questo valore massimo. Siccome
Hp =0, nella disuguaglianza (4.14) vale il minore stretto, e quindi b(¢) < 1.
La proprieta di semigruppo del corollario 4.3.1 allora implica che

b(nt) < b(t)" ¥Yn € N,

e da questa
b(t) < e~ per qualche A > 0.

Di conseguenza, per una generica 3(z,0) € L? otteniamo la (4.23). O
Mostriamo infine il seguente teorema sulla risolubilita di PDE.
Teorema 4.3.2. L’equazione
Av =, (4.24)
con n p-forma di classe L?, ¢ risolvibile se e solo se

(n,w) =0 VYw tale che Aw = 0. (4.25)

La soluzione & unica a meno dell’aggiunta di una forma armonica.
Inoltre, lo spazio delle p-forme di classe L? ammette la decomposizione

QY. (M) =ker A®Im A (4.26)
(osserviamo che il primo addendo, ker A, ha dimensione finita).

Dimostrazione. Consideriamo

0
2+ Ay =
3tu+ =T

p(+,0) = po.
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Poniamo

Tt,U'O = 6(7t)
per la soluzione di
0
el AB =
8tﬂ+ B=0
B(ao) = Ho-

Abbiamo allora

t t
w(x, t) = Tipo +/ Ti—sn(x)ds = Trpo(x) +/ Tsn(z)ds,
0 0

perché n non dipende da t. Per la convergenza esponenziale in (4.23) abbiamo
1Tsn — Hnl| < ce™

per una costante ¢, da cui

t
| — tHn — Tipoll < 6/ e M ds.
0

Allora
V(o) i= Jim (u(art) ~ tHn(z)

esiste, sia in L? che in C%?, secondo le solite stime. Siccome AHn = 0,
otteniamo che

(gt + A) (u(z,t) — tHn(z)) = n(z) — Hn(z).
Percio
Av=n— Hn.

Questo implica la risolubilita della (4.24) sotto la condizione (4.25), perche
n — Hn ¢ la proiezione ortogonale sul complemento L%-ortogonale del nucleo
di A.

O

60



Bibliografia

1]
2]
3]

[4]
[5]
[6]

7]

18]

Jost, J. (2017), Riemannian Geometry and Geometric Analysis, Springer
Jost, J. (2005), Postmodern Analysis, Springer

Jost, J. (1991), Nonlinear Methods in Riemannian and Kdhlerian
Geometry, Springer

Loi, A. (2013), Introduzione alla topologia generale, Aracne
Lee, J.M. (2018), Introduction to Riemannian Manifolds, Springer

Madsen I. and Tornehave J. (1997), From Calculus to Cohomology,
Cambridge University Press

Morita, S. (2001), Geometry of Differential Forms, American
Mathematical Society

Brezis, H. (2011), Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial
Differential Equations, Springer

61



Universita degli studi di Cagliari
Corso di Laurea Magistrale in Matematica

Il Teorema di Hodge e il flusso del calore

Vincenzo Farina

21 Luglio 2022

Relatore: Prof. Andrea Loi



Introduzione

Teorema di Hodge

Sia M una varieta Riemanniana compatta orientata. Allora ogni classe di

coomologia in HP(M) (0 < p < n = dim M) contiene una ed una sola
forma armonica.

Vincenzo Farina Il Teorema di Hodge e il flusso del calore 21 Luglio 2022 2/37



Flusso del calore

Metodo del flusso del calore

L'obiettivo e risolvere I'equazione del calore

0B (x, t)

o + AB(x,t) =0

ﬂ(X,O) = BO(X) te [07 OO)

con x posizione sulla varieta e t rappresenta la variabile temporale.
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Nozioni fondamentali

@ Varieta Riemanniane
@ Forme differenziali
@ Operatore di Laplace-Beltrami

@ Spazi di coomologia di de Rham
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Varieta Riemanniane

Varieta Riemanniana

Una varieta Riemanniana (M, g) € una varieta differenziabile M dotata di
una metrica Riemanniana g, ovvero un prodotto scalare su ognuno degli
spazi tangenti T, M che dipende in modo differenziabile dal punto base x.

B o 0 i1
gij—g(@’@) Ly=41...n
_ i 0 _ a0
Se v,w € TxM e localmente v = v'g5, w = w/ 55
(v,w) = gjv'w
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Spazio cotangente

Spazio cotangente

Lo spazio duale dello spazio tangente T, M & detto spazio cotangente di M
nel punto x e denotato con T;M

TM = (T M)* ={a: TyM — R lineari}

Sia T*M il fibrato cotangente su M le cui fibre sono gli spazi cotangenti di
M. Le sezioni di T*M sono dette 1-forme.

4

Se w = widx',n =njdx) € T;M
(w,n) = glwin;

con (g¥) inversa della matrice (g;)
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Forme differenziali

Sia
N(T;M) =T, MN---NT;M

p volte

I'algebra esterna generata dal prodotto esterno A.
Sia
w € NP(T; M)
Allora
W= wj.p,dx A Adx’®
con1<ip <---<ip <netaleche:
dx’ A dx) = —dx/ A dx’

wij = —wji
dx' Ndx' =0

Vincenzo Farina Il Teorema di Hodge e il flusso del calore 21 Luglio 2022
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Forme differenziali

Il fibrato vettoriale su M con fibre AP(T};M) su x & denotato con AP(M).

Forme differenziali

Lo spazio delle sezioni di AP(M) & denotato con QP(M). Gli elementi di
QP(M) sono detti p-forme differenziali.

Se w € QP(M) . .
W= wj..p,dxm A AdxP

con le wjy..j, di classe C°.
Per p = 0 una O-forma & una funzione differenziabile f : M — R
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Forme differenziali

Differenziale esterno

Operatore di Hodge

Prodotto L2

Operatore aggiunto d*
Operatore di Laplace-Beltrami A

Forme armoniche
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Differenziale esterno

Differenziale esterno

Il differenziale esterno, o derivata esterna, € |'applicazione lineare
d:QP(M) — QPFL(M)

cosi definita: se w = fdx™ A --- A dx’, poniamo

f . . .
dw = a—.dxf AdxT A - AdxP.
oxJ

Una delle sue proprieta fondamentali & la seguente:

dod=0

Vincenzo Farina Il Teorema di Hodge e il flusso del calore 21 Luglio 2022
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Operatore di Hodge

Su AP(T;M) definiamo, per vi,..., vy, wi,...,w, € NY(T; M)
(ViAo Avp,wi A - A wp) = det((v;, wj))
Se e1,...,ep & bo.n. di T}(M), allora gli elementi
ep N Ne, conl<ih << ---<ip<n

formano una b.o.n di AP(T;M).

Vincenzo Farina Il Teorema di Hodge e il flusso del calore 21 Luglio 2022
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Operatore di Hodge

Operatore * di Hodge

Definiamo I'operatore lineare * (star) di Hodge
x: NP(T;M) — N"P(T; M)

ponendo
x(eg AN---Nep)=e A~ Nej,_,,

con ji, ..., jn—p Scelti in modo che e, ... €, €j,...,¢, , sia una base
positiva di T; M.

In modo analogo si definisce sulle sezioni

1 QP(M) — Q"P(M)
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Operatore di Hodge

Proprieta principali:
o forma volume: (1) = ,/det(gj)dx* A -+ A dx"
e Vol(M) := [;,*(1)
o xx = (—1)P("=P) . QP(M) — QP(M)
o v,w € QP(M) = (v,w) = *(w A *xv) = (v A xw)
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Prodotto L2

Siano ora a, € QP(M)

Prodotto L2

Definiamo il prodotto scalare L2

(@.8):= [ (@B x W= [ anss

Definiamo anche la norma L2

1
[l == (v, ).
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Operatore aggiunto d*

Operatore d*

|

L'operatore d* & |'operatore aggiunto dell’'operatore d rispetto al prodotto
L2 (-,-). Ovvero, se a € QP~L(M), B € QP(M),

(da75) = (a7 d*/B)y
Quindi d* : QP(M) — QP~1(M).

Una sua proprieta fondamentale & che

d* = (—1)"PHD+L . s
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Operatore di Laplace-Beltrami

Operatore A
L'operatore di Laplace-Beltrami A su QP(M) & definito da

A = dd* + d*d : QP(M) — QP(M).

.

Forma armonica

Una p-forma w € QP(M) & detta armonica se

Aw = 0.

.
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Proprieta di A

A & autoaggiunto: (Aq, ) = (a, AB) Va,p € QP(M)
Aa=0<«=da=0ed*a=0.
*A = Ax

w armonica = *w armonica
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Esempio funzioni

Funzioni su R”
Sia f : R™ — R una funzione differenziabile.

9% _
Z . (oxT = —div(grad )

.

Funzioni su varieta Riemanniana
Sia f : M — R una funzione differenziabile su M.

A\

1 0 i Of
nfi= L0 (g O
V& Ox ox’
con g = det(gj)
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A nello spazio Euclideo

Consideriamo una p-forma

W= Wi,

definita su un aperto di R". Allora:

0w
1-- N
Aw:d*dw—{—dd*w:—g pd’l
(0xm)?
m=1
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