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Introduzione

All'interno della teoria degli spazi di coomologia di de Rham su varietà
Riemanniane si inserisce il famoso Teorema di Hodge sulle forme armoniche.

Data una varietà di�erenziabile M , si consideri l'operatore di�erenziale

esterno d : Ωp(M) → Ωp+1(M) che ad una p-forma di�erenziale suM associa
una (p + 1)-forma. Si de�nisce allora il p-esimo gruppo di coomologia di de

Rham come lo spazio quoziente

Hp
dR(M) :=

ker d : Ωp(M) → Ωp+1(M)

Im d : Ωp−1(M) → Ωp(M)

SeM è inoltre dotata di una metrica Riemanniana con un'orientazione, allora
è possibile de�nire un prodotto L2 (·, ·) sulle p-forme, e de�nire l'operatore
aggiunto di d rispetto a questo prodotto: d∗ : Ωp+1(M) → Ωp(M), ovvero
(dω, η) = (ω, d∗η), per ogni p-forma ω e ogni (p + 1)-forma η. Con l'aiuto
dell'aggiunto si de�nisce quindi l'operatore di Laplace-Beltrami

∆ := d∗d+ dd∗ : Ωp(M) → Ωp(M).

Una forma di�erenziale ω tale che ∆ω = 0 è detta armonica.
Il Teorema di Hodge a�erma che in ogni classe di coomologia in Hp(M),

con M varietà Riemanniana compatta e orientata, esiste un'unica forma ar-
monica. In questa tesi ci proponiamo di dare una dimostrazione del Teorema
di Hodge attraverso il metodo del �usso del calore, che consiste nell'imposta-
zione e risoluzione di un'equazione alle derivate parziali lineare parabolica
per un certo dato iniziale.

La tesi è strutturata in 4 capitoli e procede in modo da dare gradualmente
le de�nizioni utili e gli strumenti necessari a pervenire alle dimostrazioni,
prima classica (con metodi variazionali) e poi col metodo del �usso del calore,
del Teorema di Hodge.

Il primo capitolo è dedicato alle de�nizioni di varietà di�erenziabili e Rie-
manniane, alle loro principali proprietà e alle strutture che possiamo erigere
su di esse, in primo luogo spazi tangenti e cotangenti, e più in generale �brati
vettoriali, e le relative metriche.

Nel secondo capitolo richiamiamo sinteticamente alcune de�nizioni di
analisi funzionale, come spazi di Lebesgue, di Hilbert e di Hölder e alcune loro
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proprietà. Riportiamo anche i principali Teoremi sulla risolubilità di equa-
zioni alle derivate parziali (PDE) ellittiche e paraboliche, e sulla regolarità
delle soluzioni.

Nel terzo capitolo approfondiamo le forme di�erenziali, nel caso Euclideo
e in quello Riemanniano e de�niamo gli operatori di derivazione sulle forme
citati precedentemente, culminando con l'operatore di Laplace -Beltrami ∆.

L'ultimo capitolo è dedicato al Teorema di Hodge. Forniamo prima la sua
dimostrazione secondo metodi variazionali, separando l'unicità e l'esistenza
della forma armonica. Diamo inoltre alcune sue utili applicazioni, come il
Teorema di decomposizione di Hodge e il Teorema di dualità di Poincaré.
L'ultima sezione è dedicata alla dimostrazione del Teorema di Hodge col
metodo del �usso del calore. Più precisamente enunceremo e dimostreremo
il Teorema di Milgram-Rosembloom

Teorema. Sia β0(x) una p-forma su M di classe C2,α, per 0 < α < 1.
Allora esiste un'unica soluzione dell'equazione

∂β(x, t)

∂t
+∆β(x, t) = 0 ∀t ∈ [0,∞)

con β(x, 0) = β0(x).

Per t→ ∞, β(·, t) converge in C2,α ad una forma armonica Hβ.

Questo Teorema ricomprende al suo interno il Teorema di Hodge e quindi
ne fornisce un ulteriore dimostrazione.
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Capitolo 1

Varietà Riemanniane

1.1 Varietà Di�erenziabili

Uno spazio topologico è un insieme M con una famiglia O di sottoinsiemi di
M che soddis� le seguenti proprietà:

(i) Ω1,Ω2 ∈ O =⇒ Ω1 ∩ Ω2 ∈ O,

(ii) per ogni insieme di indici A : (Ωα)α∈A ⊂ O =⇒
⋃

α∈AΩα ∈ O

(iii) ∅,M ∈ O.

Gli insiemi contenuti in O sono detti aperti. Uno spazio topologico è detto
di Hausdor� se per ogni coppia di punti distinti p1, p2 ∈ M esistono due
aperti Ω1,Ω2 ∈ O tali che p1 ∈ Ω1, p2 ∈ Ω2,Ω1 ∩ Ω2 = ∅. Un ricoprimento
(Ωα)α∈A (con A insieme di indici arbitrario) è detto localmente �nito se ogni
p ∈ M ha un intorno che interseca solo un numero �nito di Ωα. M è detto
paracompatto se ogni suo ricoprimento ammette un ra�namento localmente
�nito. Quindi per ogni suo ricoprimento (Ωα)α∈A esiste un ricoprimento
(Ω′

β)β∈B localmente �nito, tale che

∀β ∈ B ∃α ∈ A : Ω′
β ⊂ Ωα

Un'applicazione, o mappa, tra due spazi topologici è detta continua se la
controimmagine di ogni aperto è ancora un aperto. Un'applicazione bigetti-
ga che sia continua in entrambi i versi è detta omeomor�smo.
Possiamo ora introdurre il concetto di varietà:

De�nizione 1.1.1. Una varietà M di dimensione d è uno spazio topologico

di Hausdor�, connesso e paracompatto tale che ogni suo punto ha un intorno

U omeomorfo ad un sottoinsieme aperto Ω ⊂ Rd.
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Tale omeomor�smo
x : U → Ω

è detto carta (coordinata).
Un atlante è una famiglia di carte {Uα, xα} tale che le Uα costituiscano un
ricoprimento aperto di M .

Osservazioni

1. Un punto p ∈ Uα è determinato da xα(p); qundi viene spesso identi�-
cato con xα(p). Inoltre spesso si omette l'indice α e le componenti di
x(p) ∈ Rd sono chiamate coordinate locali di p.

2. Si è soliti indicare le coordinate Euclidee di Rd nel modo seguente:

x = (x1, . . . , xd),

e queste sono quindi considerate come coordinate locali sulla varietà
M considerata, se x : U → Ω è una carta.

In questa maniera le coordinate locali ci consentono di avere un metodo
di rappresentazione locale della varietà, in modo che possiamo e�ettuare di-
versi tipi di calcoli, come vedremo più avanti.

De�nizione 1.1.2. Due atlanti sono detti compatibili se la loro unione è

ancora un atlante. Una carta è detta compatibile con un dato atlante se

l'aggiunta della carta all'atlante dà ancora un atlante.

De�nizione 1.1.3. Un atlante è detto massimale se ogni carta con esso

compatibile è già contenuta nell'atlante stesso.

De�nizione 1.1.4. Un altlante {Uα, xα} su una varietà è detto di�erenzia-

bile se tutte le trasformazioni di carte

xβ ◦ x−1
α : xα(Uα ∩ Uβ) → xβ(Uα ∩ Uβ)

sono mappe di�erenziabili di classe C∞ (se Uα ∩ Uβ ̸= ∅ ).

De�nizione 1.1.5. Un atlante massimale di�erenziabile è detto struttura

di�erenziabile.

De�nizione 1.1.6. Una varietà di�erenziabile di dimensione d è una varietà
di dimensione d dotata di una struttura di�erenziabile.

Nel seguito supporremo di�erenziabile ogni atlante.
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Osservazioni

1. Si può anche richiedere un ordine di di�erenziabilità inferiore di C∞,
ovvero Ck, per qualche k ∈ N: in tal caso le trasformazioni di carte
sarebbero k volte di�erenziabili con continuità. Tuttavia C∞ è conve-
niente perchè non ci si deve preoccupare dell'ordine della di�erenziabi-
lità. D'altra parte gli spazi Ck per k ∈ N hanno il vantaggio di essere
spazi di Banach.

2. Siccome l'inversa di xβ ◦ x−1
α è xα ◦ x−1

β , le trasformazioni di carte
sono di�erenziabili in entrambi i sensi, cioè sono di�eomor�smi. In
particolare il loro determinante Jacobiano non si annulla mai.

3. Una varietà può essere compatta o no. L'esempio più semplice di va-
rietà di�erenziabile non compatta é Rd. In generale, ogni sottoinsieme
aperto di una varietà di�erenziabile è ancora una varietà di�erenziabile.

4. SeM e N sono varietà di�erenziabili, il loro prodotto cartesianoM×N
ammette in modo naturale una struttura di�erenziabile: se {Uα, xα}α∈A
e {Vβ, yβ}β∈B sono atlanti di�erenziabili per M e N rispettivamen-
te, allora {Uα ∩ Vβ, (xα, yβ)}(α,β)∈A×B è un atlante di�erenziabile su
M ×N .

De�nizione 1.1.7. Un atlante su una varietà di�erenziabile è detto orien-

tato se tutte le trasformazioni di carte hanno determinante Jacobiano posi-

tivo. Una varietà di�erenziabile è detta orientabile se possiede un atlante

orientato.

De�nizione 1.1.8. Una mappa h : M → M ′ tra due varietà di�erenziabili

M e M ′, rispettivamente dotate di carte {Uα, xα} e {U ′
α, x

′
α} è detta di�e-

renziabile se tutte le mappe x′β ◦ h ◦ x−1
α sono di�erenziabili (di classe C∞),

quando risultano de�nite. Questa mappa è detta di�eomor�smo se è bigettiva

e di�erenziabile in entrambi i sensi (ovvero anche l'inversa è di�erenziabile).

Terminiamo questo paragrafo con un utile risultato, conosciuto anche col
nome di Lemma di partizione dell'unità.

Lemma 1.1.1. Sia M una varietà di�erenziabile, (Uα)α∈A un ricoprimento

aperto. Allora esiste una partizione dell'unità subordinata alle (Uα). Ovvero
esistono un ra�namento localmente �nito (Vβ)β∈B di (Uα) e delle funzioni

C∞
c (cioè di classe C∞ a supporto compatto) ϕβ :M → R tali che:

(i) suppϕβ ⊂ Vβ ∀β ∈ B,

(ii) 0 ≤ ϕβ(x) ≤ 1 ∀x ∈M,β ∈ B

(iii)
∑

β∈B ϕβ(x) = 1 ∀x ∈M.
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1.2 Spazi tangenti

Siano x = (x1, . . . , xd) le coordinate Euclidee su Rd,Ω ⊂ Rd un aperto,
x0 ∈ Ω. Lo spazio tangente di Ω nel punto x0,

Tx0Ω

è lo spazio {x0} × E, dove E è lo spazio vettoriale reale di dimensione d
generato dalla base { ∂

∂x1 , . . . ,
∂

∂xd }. Stiamo indicando con ∂
∂x1 , . . . ,

∂
∂xd le

derivate parziali nel punto x0. Se Ω ⊂ Rd,Ω′ ⊂ Rc sono due aperti e f :
Ω → Ω′ è di�erenziabile, de�niamo l'applicazione tangente o di�erenziale

df(x0) per x0 ∈ Ω come l'applicazione lineare indotta tra gli spazi tangenti:

df(x0) : Tx0Ω → Tf(x0)Ω
′

v = vi
∂

∂xi
7→ vi

∂f j

∂xi
(x0)

∂

∂f j
.

Da qui in avanti usiamo la convenzione di somma di Einstein: un indice
ricorrente in un prodotto sottintende una sommatoria da 1 alla dimensione
dello spazio.
Seguendo le notazioni precedenti, poniamo:

TΩ := Ω× E ∼= Ω× Rd.

Quindi TΩ è un aperto di Rd × Rd ed in particolare è una varietà di�eren-
ziabile.
Ora consideriamo la proiezione sul primo fattore

π : TΩ → Ω

(x, v) 7→ x.

De�nizione 1.2.1. La terna (TΩ, π,Ω) è detta �brato tangente di Ω. TΩ è

detto spazio totale del �brato tangente.

De�niamo inoltre la mappa

df : TΩ → TΩ′(
x, vi

∂

∂xi

)
7→

(
f(x), vi

∂f j

∂xi
(x)

∂

∂f j

)
.

Invece di
df(x, v)

scriveremo
df(x)(v).
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Se in particolare, f : Ω → R è una funzione di�erenziabile, abbiamo per
v = vi ∂

∂xi

df(x)(v) = vi
∂f

∂xi
(x) ∈ Tf(x)R ∼= R.

In questo caso possiamo anche scrivere v(f)(x) invece di di df(x)(v) per sot-
tolineare che il vettore tangente v opera come una derivazione sulla funzione
f .

Consideriamo ora il caso di una varietà di�erenziabile M di dimensione
d e sia p ∈M . Vogliamo de�nire lo spazio tangente di M nel punto p.
Sia x : U → Rd una carta tale che p ∈ U , con U aperto diM , e sia Ω := x(U)
aperto di Rd. Sull'insieme

{(x, v) : x : U → Ω carta su p ∈M,v ∈ Tx(p)Ω}

de�niamo una relazione di equivalenza:

(x, v) ∼ (y, w) ⇐⇒ w = d(y ◦ x−1)v.

De�nizione 1.2.2. Lo spazio delle classi di equivalenza è chiamato spazio

tangente ad M nel punto p e denotato con TpM .

TpM eredita in modo naturale la struttura di spazio vettoriale.
De�niamo ora il �brato tangente di una varietà di�erenziabile di dimen-

sione d. Sia TM l'unione disgiunta degli spazi tangenti TpM al variare di
p ∈ M , sia π : TM → M , con π(w) = p per w ∈ TpM , la proiezione sul
punto base:

De�nizione 1.2.3. La terna (TM, π,M) è detta �brato tangente di M e

TM è detto spazio totale del �brato tangente.

1.3 Sottovarietà

Un'applicazione di�erenziabile f : M → N , tra due varietà di�erenziabili
M e N , è detta immersione, se ∀x ∈M l'applicazione tangente

df : TxM → Tf(x)N

è iniettiva. In particolare si ha che m := dimM ≤ n := dimN . Se, data un
immersione f : M → N , M è omeomorfo alla sua immagine f(M) su N ,
diciamo che f è un embedding di�erenziabile.

De�nizione 1.3.1. Sia f : M → N un embedding di�erenziabile: f(M) è
detta sottovarietà di�erenziabile di N .

Quindi un sottoinsieme N ′ di una varietà N , dotato della topologia in-
dotta, è una sottovarietà di N se N ′ è una varietà e la mappa di inclusione è
un embedding di�erenziabile. Le carte su N ′ sono date semplicemente dalle
restrizioni delle carte di N a N ′.
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1.4 Varietà Riemanniane

Vogliamo ora introdurre una struttura metrica sulle varietà di�erenziabili, in
modo da poter misurare lunghezze e angoli tra vettori tangenti. Così facendo,
ad esempio saremo in grado di misurare la lunghezza di curve di�erenziabi-
li. Sugli spazi vettoriali questo concetto di misura si ottiene de�nendo un
prodotto scalare.

De�nizione 1.4.1. Una metrica Riemanniana su una varietà di�erenziabile

M è data da un prodotto scalare su ognuno degli spazi tangenti TpM che

dipende in modo di�erenziabile dal punto base p.

De�nizione 1.4.2. Una varietà Riemanniana è una varietà di�erenziabile

dotata di una metrica Riemanniana.

Analizziamo meglio il concetto di metrica Riemanniana studiandone l'e-
spressione in coordinate locali e come questa si modi�chi in seguito ad un
cambiamento di coordinate.

Sia x = (x1, . . . , xd) un sistema di coordinate locali. In queste coordinate,
una metrica è rappresentata da una matrice simmetrica e de�nita positiva

(gij(x))i,j=1,...,d

(ovvero gij = gji ∀i, j, gijξiξj > 0 ∀ξ = (ξ1, . . . , ξd) ̸= 0), le cui entrate sono
funzioni di�erenziabili di x. Questa dipendenza, come vedremo, in realtà
dipende solo dal punto base e non dalla scelta del sistema di coordinate.

Il prodotto di due vettori tangenti v, w ∈ TpM , rappresentati dalle d-uple
(v1, . . . , vd), (w1, . . . , wd) (ovvero v = vi ∂

∂xi , w = wj ∂
∂xj ), è dato da

⟨v, w⟩ := gij(x(p))v
iwj . (1.1)

In particolare abbiamo che ⟨ ∂
∂xi ,

∂
∂xj ⟩ = gij .

La lunghezza di un vettore v è data dall'espressione

∥v∥ := ⟨v, v⟩
1
2

Abbiamo in�ne il fattore di volume

√
g :=

√
det (gij)

che si usa per integrare le funzioni F :M → R misurabili,∫
M
F (x)

√
g(x)dx1 . . . dxd. (1.2)

In particolare, il volume di un sottoinsieme A di una varietà è dato da

Vol(A) =

∫
A

√
g(x)dx1 . . . dxd.
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Il volume Vol(M) di una varietà Riemanniana M può essere in�nito, ma se
la varietà è compatta sarà �nito.

√
g(x)dx1 . . . dxd è detta forma di volume

e si indica anche con dVol.
Studiamo ora il comportamento dell'espressione della metrica tramite un

cambiamento di coordinate. Supponiamo che y = f(x) esprima un nuovo
sistema di coordinate locali. In queste nuove coordinate v e w hanno nuovi

rappresentanti (ṽ1, . . . , ṽd), (w̃1, . . . , w̃d), con ṽj = vi ∂f
j

∂xi , w̃
j = wi ∂fj

∂wi .
Se la metrica nelle nuove coordinate è espressa da hkl(y), allora

hkl(f(x))ṽ
kw̃l = ⟨v, w⟩ = gij(x)v

iwj ,

per cui

hkl(f(x))
∂fk

∂xi
∂f l

∂xj
viwj = gij(x)v

iwj ,

e siccome ciò deve valere per tutti i vettori tangenti v e w,

hkl(f(x))
∂fk

∂xi
∂f l

∂xj
= gij(x), (1.3)

che è la formula che descrive il cambiamento dell'espressione della metrica
attraverso un cambio di coordinate.

Anche l'integrale (1.2) di una funzione Φ è invariante per trasformazioni
di coordinate:∫

M
Φ(f(x))

√
g(x)dx1 . . . dxd =

∫
M

Φ(y)
√
h(y)dy1 . . . dyd.

L'esempio più semplice di metrica Riemanniana è la metrica Euclidea
sullo spazio Euclideo Rd. Siano v = (v1, . . . , vd), w = (w1, . . . , wd) ∈ TxRd;
il prodotto scalare Euclideo è dato semplicemente da

v · w := δijv
iwj = viwi

dove

δij =

{
1 se i = j

0 se i ̸= j

è l'usuale δ di Kronecker.

Osservazione

Lo spazio coordinato Rd = {(x1, . . . , xd)} è semplicemente lo spazio delle
coardinate Cartesiane e il prodotto scalare Euclideo è una struttura aggiun-
tiva: tuttavia da qui in avanti supporremo sempre de�nito il prodotto scalare
Euclideo sullo spazio coordinato Cartesiano.

Teorema 1.4.1. Ogni varietà di�erenziabile ammette una metrica Rieman-

niana.
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Dimostrazione. Sia {(xα, Uα) : α ∈ A} un atlante, (ϕα)α∈A una partizione
dell'unità subordinata alle (Uα), che esiste per il Lemma 1.1.1 (per semplicità
usiamo lo stesso insieme di indici per (ϕα) e (Uα): il motivo è che possiamo
eventualmente sostituire il ricoprimento (Uα) con un suo ra�namento).

Siano v, w ∈ TpM , α ∈ A con p ∈ Uα, di coordinate (v
1
α, . . . , v

d
α), (w

1
α, . . . ,

wd
α). Allora poniamo

⟨v, w⟩ :=
∑
α∈A

con p∈Uα

ϕα(p)v
i
αw

i
α.

Questa è una metrica Riemanniana, ottenuta mettendo assieme le metriche
Euclidee delle immagini nello spazio coordinato con l'ausilio della partizione
dell'unità.

Osservazione

Sia M una sottovarietà di�erenziabile di una varietà Riemanniana N . La
metrica Riemanniana su N induce una metrica Riemanniana su M conside-
rando la restrizione della metrica su N agli spazi tangenti TpM ⊂ TpN per
p ∈M . Allora anche M è una varietà Riemanniana.

Su una varietà Riemanniana è possibile misurare la lunghezza di una
curva e la distanza tra due punti.
Sia [a, b] un intervallo chiuso in R, γ : [a, b] → M una curva di�erenziabile,
ovvero di classe C∞.
La lunghezza di γ è de�nita da

L(γ) :=

∫ b

a
∥dγ
dt

(t)∥dt (1.4)

e l'energia di γ da

E(γ) :=
1

2

∫ b

a
∥dγ
dt

(t)∥2dt (1.5)

Vediamo anche le loro espressioni in coordinate. Un punto sulla curva
è individuato dalle coordinate (x1(γ(t)), . . . , xd(γ(t)))); usiamo la notazione
abbreviata

ẋi(t) :=
d

dt
(xi(γ(t))).

Allora

L(γ) =

∫ b

a

√
gij(x(γ(t)))ẋi(t)ẋj(t)dt (1.6)

e

E(γ) =
1

2

∫ b

a
gij(x(γ(t)))ẋ

i(t)ẋj(t)dt (1.7)

Osserviamo anche che la lughezza di una curva continua e di�erenziabile a
tratti è data dalla somme delle lunghezze delle sue parti; lo stesso vale per
l'energia.
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Su una varietà Riemanniana M la distanza tra due punti p, q è de�nita
da:

d(p, q) := inf{L(γ) : γ →M,C∞a tratti, tale che γ(a) = p, γ(b) = q}

Osserviamo che due punti qualsiasi su una varietà Riemanniana possono
sempre essere connessi da una curva di�erenziabile a tratti e che quindi la
distanza tra due punti è sempre de�nita.

1.5 Fibrati vettoriali

De�nizione 1.5.1. Un �brato vettoriale (di�erenziabile) di rango n è una

terna (E, π,M) consistente di uno spazio totale E, una base M e una pro-

iezione π : E → M , tali che: E e M sono varietà di�erenziabili, π è una

mappa di�erenziabile, ogni "�bra" Ex := π−1(x) per x ∈M è uno spazio vet-

toriale reale di dimensione n e vale la seguente proprietà: ∀x ∈ M esistono

un intorno U e un di�eomor�smo

ϕ : π−1(U) → U × Rn

con la proprietà che ∀y ∈ U

ϕy := ϕ|Ey
: Ey → {y} × Rn

sia un isomor�smo tra spazi vettoriali, ovvero un'applicazione lineare biget-

tiva. La coppia (ϕ,U) è detta carta �brata.

D'ora in avanti ometteremo il termine "di�erenziabile" per un �brato
vettoriale. Inoltre capiterà di indicare un �brato vettoriale con il solo spazio
totale.
Un �brato vettoriale di rango n isomorfo a M × Rn è detto banale.

De�nizione 1.5.2. Sia (E, π,M) un �brato vettoriale. Una sezione di E
è mappa di�erenziabile s : M → E tale che π ◦ s = idM . Lo spazio delle

sezioni di E è denotato con Γ(E).

Abbiamo già incontrato un esempio di �brato vettoriale: il �brato tan-
gente TM di una varietà di�erenziabile M .

De�nizione 1.5.3. Una sezione del �brato tangente TM di una varietà

di�erenziabile M è detto campo vettoriale su M .

Ora consideriamo un'applicazione di�erenziabile f : M → N tra due
varietà di�erenziabili M e N , e sia (E, π,N) un �brato vettoriale su N .
Vogliamo "trasportare" suM il �brato tramite f , ovvero costruire un �brato
f∗E tale che la �bra su x ∈M sia Ef(x), la �bra sull'immagine di x.
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De�nizione 1.5.4. Il �brato pull-back f∗E è il �brato su M le cui carte

�brate sono (ϕ ◦ f, f−1(U)), con (ϕ,U) carte �brate di E.

Ora estendiamo ai �brati vettoriali alcune costruzioni relative agli spazi
vettoriali.

De�nizione 1.5.5. Siano (E1, π1,M), (E2, π2,M) �brati vettoriali su M. Se

f : E1 → E2 è un'applicazione di�erenziabile che conserva le �bre, ovvero

π2 ◦ f = π1,

e se le mappe indotte sulle �bre fx : E1,x → E2,x sono omomor�smi tra spazi

vettoriali, allora f è detta omomor�smo �brato.

De�nizione 1.5.6. Siano (E1, π1,M), (E2, π2,M) �brati vettoriali su M. Il

prodotto Cartesiano di E1 e E2 è un �brato vettoriale su M, di �bre E1,x ×
E2,x, x ∈ M , e di carte �brate (ϕα × ψβ, Uα ∩ Vβ), con (ϕα, Uα) e (ψβ, Vβ)
carte su E1 e E2 rispettivamente, e

(ϕα × ψβ)(x, (v, w)) := (ϕα(x, v), ψβ(x,w)) (v ∈ E1,x, w ∈ E2,x).

Quindi il �brato prodotto non è altro che il �brato le cui �bre su x ∈ M
sono date dal prodotto delle �bre di E1 e E2 su x.

In modo analogo è possibile estendere ai �brati vettoriali le nozioni di
spazio duale, prodotto esterno e prodotto tensoriale.

De�nizione 1.5.7. Sia M una varietà di�erenziabile, x ∈ M . Lo spazio

duale dello spazio tangente TxM è detto spazio cotangente di M nel punto x

e denotato con T ∗
xM :

T ∗
xM := {α : TxM → R lineari}.

Il �brato su M le cui �bre sono gli spazi cotangenti di M è detto �brato

cotangente di M e denotato con T ∗M . Gli elementi di T ∗M sono detti vettori

cotangenti, le sezioni di T ∗M sono dette 1-forme.

Vediamo ora come si trasformano i vettori cotangenti attraverso un cam-
bio di coordinate. Siano (ei)i=1,...,d una base di TxM e (ωj)j=1,...,d la sua
base duale su T ∗

xM , ovvero

ωj(ei) = δji =

{
1 se i = j,

0 se i ̸= j.

Inoltre, siano v = viei ∈ TxM,η = ηjω
j ∈ T ∗

xM . Abbiamo che η(v) = ηiv
i.

In cordinate locali abbiamo le seguenti espressioni per le basi (ei), (ω
j):

ei =
∂

∂xi
, ωj = dxj .
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Se f rappresenta un cambiamento di coordinate, v diventa

f∗(v) := vi
∂fk

∂xi
∂

∂fk

mentre η viene trasformato in

f∗(η) := ηj
∂xj

∂f l
df l,

infatti

f∗(η)(f∗(v)) = ηj
∂xj

∂fk
vi
∂fk

∂xi
= ηiv

i = η(v).

Osserviamo che un vettore tangente viene trasformato tramite la matrice
associata al cambio di coordinate, mentre un vettore cotangente tramite la
trasposta inversa della stessa matrice. Questa diversità di comportamento è
espressa nella seguente de�nizione:

De�nizione 1.5.8. Un tensore p volte controvariante e q volte covariante

su una varietà di�erenziabile M è una sezione di

TM ⊗ · · · ⊗ TM︸ ︷︷ ︸
p volte

⊗T ∗M ⊗ · · · ⊗ T ∗M︸ ︷︷ ︸
q volte

.

Ricordiamo un risultato di algebra lineare. Siano V e W spazi vettoriali
reali di dimensione m e n rispettivamente e siano (e1, . . . , em), (f1, . . . , fn)
due loro basi. Allora V ⊗W è lo spazio vettoriale di dimensione mn generato
dalle basi (ei ⊗ fj)i=1,...,m

j=1,...,n
. Esiste un'applicazione bilineare canonica

L : V ×W → V ⊗W

che manda (aiei, b
jfj) in a

ibjei ⊗ fj . Tramite la proprietà associativa si può
de�nire il prodotto tensoriale di un numero maggiore di spazi vettoriali.

Osservazione

Per essere più precisi, su una varietà M dovremmo parlare di campo ten-

siorale, in quanto un tensore indicherebbe un elemento della corrispondente
�bra, allo stesso modo in cui un vettore tangente è un elemento di TxM e
un campo tangente è una sezione di TM .

Se f è un cambio di coordinate, un tensore p volte controvariante e q
volte covariante si trasforma p volte tramite la matrice (df) e q volte tramite
la matrice (df−1)t.

Lemma 1.5.1. Una metrica Riemanniana su una varietà Riemanniana M

è un tensore su M due volte covariante, simmetrico e de�nito positivo.
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Dimostrazione. Il comportamento della metrica come tensore due volte co-
variante è descritto dalla formula (1.3) per la trasformazione di una metrica
Riemanniana.

Quindi una metrica Riemanniana è una sezione di T ∗M ⊗ T ∗M e può
essere espressa in coordinate locali da

gijdx
i ⊗ dxj .

1.6 Gruppo di struttura

Siano (E, π,M) un �brato vettoriale di rango n, (Uα)α∈A un ricoprimento
di aperti di M per cui il �brato è banale, e siano ϕα : π−1(Uα) → Uα ×
Rn i corrispondenti di�eomor�smi. Se Uα ∩ Uβ ̸= ∅ abbiamo le mappe di
transizione

ϕαβ : Uα ∩ Uβ → Gl(n,R)

tali che

ϕβ ◦ ϕ−1
α (x, v) = (x, ϕβα(x)v) per x ∈ Uα ∩ Uβ, v ∈ Rn, (1.8)

con Gl(n,R) gruppo lineare generale delle matrici n× n invertibili su R (o,
equivalentemente, delle applicazioni lineari invertibili su Rn).

Le mappe di transizione soddisfano le seguenti proprietà:

ϕαα(x) = idRn ∀x ∈ Uα

ϕαβ(x)ϕβα(x) = idRn ∀x ∈ Uα ∩ Uβ

ϕαγ(x)ϕγβ(x)ϕβα(x) = idRn ∀x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ .

Un �brato vettoriale può essere ricostruito a partire dalle sue mappe di
transizione.

Teorema 1.6.1.

E =
∐
α∈A

Uα × Rn/ ∼

dove
∐

indica l'unione disgiunta e la relazione di equivalenza ∼ è così

de�nita:

(x, v) ∼ (y, w) ⇐⇒ x = y e w = ϕβα(x)v (x ∈ Uα, y ∈ Uβ, v, w ∈ Rn).

De�nizione 1.6.1. Sia G un sottogruppo di Gl(n,R), ad esempio il gruppo

ortogonale O(n) o il gruppo ortogonale speciale SO(n). Diciamo che un

�brato vettoriale ha gruppo di struttura G se esiste un atlante di carte �brate

tale che tutte le mappe di transizione abbiano valori in G.

Vediamo ora alcuni risultati relativi alle varietà Riemanniane.
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Teorema 1.6.2. Il �brato tangente di una varietà Riemanniana M di di-

mensione d ha gruppo di struttura O(d).

Dimostrazione. Sia (f, U) una carta �brata di TM ,

f : π−1(U) → (U)× Rd.

Siano e1, . . . , ed i vettori della base canonica di Rd, e siano v1, . . . , vd le
sezioni di π−1(U) tali che f(vi) = ei, i = 1, . . . , d. Applicando il metodo di
ortonormalizzazione di Gram-Schmidt a v1(x), . . . , vd(x), ∀x ∈ U, otteniamo
delle sezioni w1, . . . , wd di π−1(U) tali che {w1(x), . . . , wd(x)} è una base
ortonormale, rispetto alla metrica Riemanniana, di TxM,∀x ∈ U . Ponendo

f ′ : π−1(U) → U × Rd

λiwi 7→ (x, λ1, . . . , λd),

otteniamo una carta �brata (f ′, U) che manda,∀x ∈ U , la base {w1(x), . . . ,
wd(x)}, ortonormale rispetto alla metrica Riemanniana, in una base ortonor-
male Euclidea di Rd. Applicando lo stesso processo di ortonormalizzazione
ad ogni carta �brata otteniamo un nuovo atlante �brato le cui mappe di tran-
sizione mandano basi ortonormali Euclidee di Rd in altre basi dello stesso
tipo, e quindi hanno valori in O(d).

Corollario 1.6.1. Il �brato tangente di una varietà Riemanniana orientata

di dimensione d ha gruppo di struttura SO(d).

Dimostrazione. L'orientazione ci consente di scegliere un atlante tale che
tutte le mappe di transizione di carte abbiano determinante Jacobiano po-
sitivo. Allora è possibile ottenere anche delle mappe di transizione di carte
del �brato tangente con determinante positivo. Il metodo di ortonormalizza-
zione applicato nel Teorema 1.6.2 conserva la positività del determinante e
quindi, nel caso di un atlante orientato, otteniamo un nuovo atlante �brato
le cui mappe di transizione stanno in SO(d).

1.7 Metrica �brata

Così come abbiamo introdotto una struttura metrica sugli spazi tangenti,
allo stesso modo possiamo introdurre una metrica sui �brati.

De�nizione 1.7.1. Sia (E, π,M) un �brato vettoriale. Una metrica �brata

è data da una famiglia di prodotti scalari sulle �bre Ex, dipendenti in modo

di�erenziabile dal punto base x ∈M .

Con lo stesso metodo seguito nel Teorema 1.6.2 si dimostra il seguente
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Teorema 1.7.1. Ogni �brato vettoriale (E, π,M), di rango n, dotato di una

metrica �brata, ha gruppo di struttura O(n). In particolare esistono delle car-

te �brate (f, U), f : π−1(U) → U × Rn, tali che, ∀x ∈ U, f−1(x, (e1, . . . , en))
formano una base ortonormale di Ex, con {e1, . . . , en} base ortonormale di

Rn.

Alla stessa maniera del Teorema 1.4.1 si dimostra che:

Teorema 1.7.2. Ogni �brato vettoriale può essere dotato di una metrica

�brata.

Ciò che per noi è rilevante è che una metrica Riemanniana su una varietà
M induce in modo immediato una metrica �brata sui �brati tensiorali su M
e in particolare sul �brato cotangente. La metrica del �brato cotangente è
espressa in coordinate locali da

⟨ω, η⟩ = gijωiηj con ω = ωidx
i, η = ηidx

i (1.9)

e con (gij) inversa della matrice (gij).
Vediamo il suo comportamento nei confronti di un cambio di coordinate:

sia w 7→ x(w) un cambio di coordinate, allora

ωidx
i = ωi

∂xi

∂wk
dwk =: ω̃kdw

k,

mentre gij viene trasformato in

hkl = gij
∂wk

∂xi
∂wl

∂xj

e
hklω̃kη̃l = gijωiηj ,

da cui l'invarianza.
Abbiamo inoltre

∥ω(x)∥ = sup{ω(x)(v) : v ∈ TxM, ∥v∥ = 1}.

Una metrica Riemanniana induce un identi�cazione tra TM e T ∗M :

a v = vi
∂

∂xi
corrisponde ω = ωjdx

j

con ωj = gijv
i

e viceversa con vi = gijωj .

Tramite questa identi�cazione, a v ∈ TxM corrisponde la 1-forma ω ∈
T ∗
xM de�nita da

ω(w) := ⟨v, w⟩ ∀w ∈ TxM

e la (1.9) implica
∥ω∥ = ∥v∥.

De�nizione 1.7.2. Una base ortonormale locale di TxM del tipo ottenuto

nel Teorema 1.7.1 è detta riferimento ortonormale di campi.
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Capitolo 2

Spazi di Sobolev e PDE

2.1 Spazi di Sobolev

In questa sezione richiamiamo alcune nozioni e alcuni risultati, senza dimo-
strazione, relativi agli spazi di Lebesgue e di Sobolev. Per le dimostrazioni
rimandiamo a [2].
Facciamo uso della teoria dell'integrazione secondo Lebesgue, identi�cando
quindi le funzioni che di�eriscono solamente su un insieme di misura nulla.
Quindi, quando parliamo di una funzione, in realtà stiamo considerando una
classe di equivalenza di funzioni, secondo l'identi�cazione appena indicata.

De�nizione 2.1.1. Sia Ω ⊂ Rd un aperto, p ∈ R, p ≥ 1 de�niamo gli spazi

di Lebesgue

Lp(Ω) :=
{
f : Ω → R ∪ {±∞} misurabili,

tali che ∥f∥Lp(Ω) :=
(∫

Ω
|f(x)|pdx

) 1
p
<∞

}
,

L∞(Ω) :=
{
f : Ω → R ∪ {±∞} misurabili,

tali che ∥f∥L∞(Ω) := ess sup
x∈Ω

|f(x)| <∞
}
,

con ess sup
x∈Ω

f(x) := inf{a ∈ R ∪ {∞} : f(x) ≤ a, per quasi ogni x ∈ Ω}.

Teorema 2.1.1. Lp(Ω), con la norma ∥·∥Lp(Ω), è uno spazio di Banach, per

1 ≤ p ≤ ∞.

Teorema 2.1.2. Siano p, q ≥ 1, 1p + 1
q = 1 (q = ∞ per p = 1 e viceversa),

f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω). Allora fg ∈ L1(Ω) e vale la cosiddetta diseguaglianza

di Hölder ∫
Ω
|f(x)g(x)|dx ≤

(∫
Ω
|f(x)|pdx

) 1
p
(∫

Ω
|g(x)|qdx

) 1
q
.
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Teorema 2.1.3. Se (fn)n∈N converge a f in Lp(Ω), allora esiste una sua

sottosuccessione convergente puntualmente quasi ovunque a f .

Teorema 2.1.4. Lo spazio delle funzioni di�erenziabili a supporto compatto

C∞
c (Ω) è denso in Lp(Ω), per 1 ≤ p <∞, ma non per p = ∞.

Teorema 2.1.5. Se f ∈ L2(Ω) e∫
Ω
f(x)ϕ(x)dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞

c (Ω),

allora

f = 0.

Poniamo ora

Lp
loc

:= {f : ω → R ∪ {±∞} : f ∈ Lp(Ω′),∀Ω′ ⋐ Ω}.

De�nizione 2.1.2. Sia f ∈ L1
loc
(Ω). Chiamiamo v ∈ L1

loc
(Ω) la derivata

debole di f in direzione xi, indicata con v = Dif , se∫
Ω
v(x)ϕ(x)dx = −

∫
Ω
f(x)

∂ϕ(x)

∂xi
dx,

per ogni ϕ ∈ C1
c (Ω), con x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

In modo simile si possono de�nire le derivate deboli di ordine superiore:
per ogni multi-indice α = (α1, . . . , αN ) ∈ NN di modulo |α| = α1 + · · · +
αN = k, usiamo la notazione Dαf .

De�nizione 2.1.3. Siano k ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞. De�niamo gli spazi di Sobolev

e le norme di Sobolev come segue:

W k,p(Ω) := {f ∈ Lp(Ω) : ∀α con |α| ≤ k : Dα ∈ Lp(Ω)},

∥f∥Wk,p(Ω) :=
( ∑
|α|≤k

∫
Ω
|Dαf |p

) 1
p

per 1 ≤ p <∞,

∥f∥Wk,∞(Ω) :=
∑
|α|≤k

ess sup
x∈Ω

|Dαf(x)|,

Hk,p
0 (Ω) := C∞

c (Ω) rispetto a ∥·∥Wk,p(Ω),

Hk,p(Ω) := C∞(Ω) rispetto a ∥·∥Wk,p(Ω).

Teorema 2.1.6. W k,p(Ω) = Hk,p(Ω) per 1 ≤ p <∞, k ∈ N. W k,p(Ω) è uno
spazio di Banach per 1 ≤ p ≤ ∞, k ∈ N.

Enunciamo anche alcune proprietà per le funzioni di Sobolev.
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Lemma 2.1.1. Siano Ω ⊂ Rd un aperto, l : R → R Lipschitziana, f ∈
H1,p(Ω). Se l ◦ f ∈ Lp(Ω), allora l ◦ f ∈ H1,p(Ω) e, per quasi ogni x ∈ Ω,

Di(l ◦ f)(x) = l′(f(x))Di(x), i = 1, . . . , d.

Teorema 2.1.7 (Teorema di embedding di Sobolev). Siano Ω ⊂ Rn

un aperto limitato, f ∈ H1,p
0 (Ω). Allora

f ∈ L
np
n−p per p < n,

f ∈ C(Ω) per p > n.

Più precisamente, esistono delle costanti c = c(n, p) tali che

∥f∥
L

np
n−p (Ω)

≤ c∥Df∥Lp(Ω) per p < n,

sup
x∈Ω

|f(x)| ≤ cVol(Ω)
1
n
− 1

p ∥Df∥Lp(Ω) per p = n.

Per n = p, f ∈ Lq(Ω) per ogni q <∞.

Corollario 2.1.1 (Diseguaglianza di Poincaré). Sia Ω ⊂ Rn un aperto

limitato. Allora per ogni f ∈ H1,2
0 (Ω) si ha che

∥f∥L2(Ω) ≤ cVol(Ω)
1
n ∥Df∥L2(Ω).

Se, al posto di un dominio Ω nello spazio Euclideo, consideriamo una
varietà Riemanniana compatta e connessa, abbiamo

Corollario 2.1.2 (Diseguaglianza di Poincaré). Sia M una varietà Rie-

manniana compatta e connessa di dimensione n. Se f ∈ H1,2(M) soddisfa∫
M f = 0, allora

∥f∥L2(M) ≤ cVol(M)
1
n ∥Df∥L2(M).

Corollario 2.1.3. Sia Ω ⊂ Rn un aperto limitato, allora

Hk,p
0 (Ω) ⊂

{
L

np
n−kp (Ω) per kp < n,

Cm(Ω) per 0 ≤ m < k − n
p .

In particolare, se f ∈ Hk,p
0 (Ω) ∀k ∈ N per qualche p �ssato, allora f ∈

C∞(Ω).

Teorema 2.1.8 (Teorema di compattezza di Rellich-Kondrachov).
Sia Ω ⊂ Rd un aperto limitato. Siano p, q tali che 1 ≤ q < dp

d−p se p < d,

1 ≤ q < ∞ se p ≥ d. Allora H1,p
0 (Ω) ammette un embedding compatto in

Lq(Ω), ovvero se (fn)n∈N ⊂ H1,p
0 (Ω) soddisfa la relazione

∥fn∥W 1,p(Ω) ≤ cost.,

allora ammette una sottosuccessione convergente in Lq(Ω).

20



Corollario 2.1.4. Sia Ω come nel teorema precedente. Allora H1,2
0 (Ω) am-

mette embedding compatto in L2(Ω). Allo stesso modo, se M è una varietà

Riemanniana compatta, H1,2(M) ammette embedding compatto in L2(M).

Hk,2(Ω) è uno spazio di Hilbert con prodotto scalare de�nito da

(f, g)Hk,2(Ω) :=
∑
|α|≤k

∫
Ω
Dαf(x)Dαg(x)dx.

Ricordiamo in�ne il concetto di convergenza debole.
Sia H uno spazio di Hilbert, con norma ∥·∥ e prodotto scalare ⟨·, ·⟩. Diciamo
che (vn)n∈N ⊂ H converge debolmente a v ∈ H, indicando con

vn ⇁ v,

se e solo se
⟨vn, w⟩ → ⟨v, w⟩ ∀w ∈ H.

Teorema 2.1.9. Ogni successione limitata (vn)n∈N in H ammette una sot-

tosuccessione debolmente convergente e, se v è il suo limite,

∥v∥ ≤ lim inf
n→∞

∥vn∥,

indicando ancora con (vn) la sottosuccessione debolmente convergente.

2.2 Teoria dell'esistenza e regolarità delle soluzioni

di equazioni alle derivate parziali lineari

In questa sezione ricorderemo brevemente alcuni risultati riguardanti la teo-
ria delle equazioni alle derivate parziali lineari, in particolare ellittiche e
paraboliche. Per dimostrazioni e maggiori dettagli rimandiamo a [2] e [8].

Nel seguito con Ω indicheremo sempre un aperto limitato di Rm.
Consideriamo un operatore

Lf(x) :=
∂

∂xi

(
aij(x)

∂

∂xj
f(x)

)
(2.1)

con x ∈ Ω, aij , f : Ω → R,Ω ⊂ Rm. Diciamo che L è uniformemente ellittico

se esistono delle costanti 0 < λ ≤ µ tali che

λ|ξ|2 ≤ aijξiξj ≤ µ|ξ|2 (2.2)

per ogni x ∈ Ω, ξ ∈ Rm.
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De�nizione 2.2.1. Sia k ∈ L2(Ω). Diciamo che f ∈ H1,2(Ω) è soluzione

debole dell'equazione

Lf = k (2.3)

se ∫
Ω
aij(x)Djf(x)Diϕ(x)dx = −

∫
Ω
k(x)ϕ(x)d(x)

per ogni ϕ ∈ H1,2
0 (Ω).

Teorema 2.2.1. Sia k ∈ L2(Ω). Allora esiste un unica soluzione debole

f ∈ H1,2
0 (Ω) dell'equazione (2.3).

Enunciamo ora il teorema di regolarità per le soluzioni deboli.

Teorema 2.2.2. Sia f ∈ H1,2 una soluzione debole della (2.3). Se k ∈
Hn,2(Ω), aij ∈ Cn+1(Ω), n ∈ N, allora

f ∈ Hn+2,2(Ω′)

per ogni Ω′ ⋐ Ω.
Se

∥aij∥Cn+1(Ω) ≤ Kn

allora

∥f∥Hn+2,2(Ω′) ≤ c(∥f∥L2(Ω) + ∥k∥Hn,2(Ω)),

con c costante dipendente da m,λ, n,Kn e dist(Ω′, ∂Ω).

Iterando questo risultato rispetto all'ordine di regolarità, otteniamo il
seguente

Corollario 2.2.1. Sia f ∈ H1,2(Ω) una soluzione debole della (2.3). Siano

inoltre k, aij ∈ C∞(Ω). Allora

f ∈ C∞(Ω′)

per ogni Ω′ ⋐ Ω.

Se le funzioni coe�cienti sono Hölder-continue abbiamo anche delle stime
a priori sulle soluzioni della (2.3). Ricordiamo prima come sono de�niti gli
spazi di Hölder C0,σ, Cν,σ.
Siano 0 < σ < 1, ν ∈ N,Ω ⊂ Rm aperto limitato,

C0,σ(Ω) =
{
u ∈ C(Ω) : sup

x,y∈Ω,x ̸=y

|u(x)− u(y)|
∥x− y∥σ

<∞
}

Cν,σ(Ω) = {u ∈ C(Ω) : Dβu ∈ C0,σ(Ω) ∀β tale che |β| = ν},

22



dove Dβ è la derivata multiindice de�nita da

Dβu =
∂νu

∂xβ1
1 , . . . ∂x

βm
m

,

per ogni multiindice β = (β1, . . . , βm) ∈ Nm con |β| = β1 + · · · + βm = ν,
con u ∈ Cν(Ω). Con le relative norme, per funzioni u limitate,

∥u∥C0,σ(Ω) = ∥u∥C(Ω) + sup
x,y∈Ω,x ̸=y

|u(x)− u(y)|
∥x− y∥σ

∥u∥Cν,σ(Ω) =
∑
|β|≤ν

∥Dβu∥C0,σ(Ω) ,

C0,σ(Ω), Cν,σ(Ω) sono spazi di Banach.

Abbiamo quindi le seguenti stime di Schauder.

Teorema 2.2.3. Sia L come nelle (2.1),(2.2) e supponiamo che i coe�cienti

aij(x) siano Hölder-continui in Ω, cioè contenuti in C0,σ(Ω) per qualche

0 < σ < 1.

(i) Se u è soluzione debole di

Lu = k

con k ∈ L∞(Ω), allora u ∈ C1,σ(Ω), e su ogni Ω′ ⋐ Ω, la sua norma

C1,σ può essere stimata a partire dalla sua norma L2 e dalla norma

L∞ di k, con una costante che dipende da Ω,Ω′,m, σ, λ, µ e dalla nor-

ma C0,σ di aij(x).

(ii) Se u è soluzione debole di

Lu = k

con k ∈ Cν,σ(Ω), e se anche i coe�cienti aij ∈ Cν,σ(Ω), allora u ∈
Cν+2,σ(Ω), e vale una stima analoga alla (i), ma stavolta con le norme

Cν,σ di k e aij.

Vale inoltre il cosiddetto principio del masssimo:

Teorema 2.2.4. Siano Ω ⊂ Rm (o, più in generale, Ω ⊂M con M varietà

Riemanniana) un aperto limitato, f ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) tale che

Lf ≥ 0 su Ω.

Allora f assume il suo massimo sulla frontiera ∂Ω.
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Tutti i risultati precedenti all'interno di questa sezione possono esse-
re applicati anche su opportuni aperti su una varietà Riemanniana M , di
dimensione m, considerando l'operatore di Laplace-Beltrami, ponendo

L = −∆ =
1
√
g

∂

∂xi

(√
ggij

∂

∂xj

)
,

con (gij)i,j=1,...,m tensore metrico suM in coordinate locali (x1, . . . , xm), (gij) =
(gij)

−1, g = det(gij).
Nell'ultimo capitolo vedremo una dimostrazione del Teorema di Hodge

che fa uso dell'equazione del calore, la quale è un'equazione lineare parabo-
lica. Vediamo quindi brevemente alcuni risultati della relativa teoria.

Consideremo equazioni di�erenziali su Ω× [0,+∞), con Ω aperto di Rm.
Come prima, sia L un operatore uniformemente ellittico

Lf(x, t) :=
∂

∂xi

(
aij(x, t)

∂

∂xj
f(x, t)

)
(2.4)

per cui esistono due costanti 0 < λ ≤ µ tali che

λ|ξ|2 ≤ aij(x, t)ξiξj ≤ µ|ξ|2 (2.5)

per ogni x ∈ Ω, t ≥ 0, ξ ∈ Rm. Vogliamo quindi studiare l'equazione

∂

∂t
f(x, t)− Lf(x, t) = k(x, t) per (x, t) ∈ Ω× [0,+∞) (2.6)

f(x, 0) = ϕ(x) per x ∈ Ω , (2.7)

con ϕ(x) funzione continua, k(x, t) funzione limitata (con opportune condi-
zioni al bordo, su cui non approfondiamo perchè nel nostro caso considerere-
mo varietà Riemanniane M compatte invece di aperti Ω, e queste condizioni
non sarebbero rilevanti). La (2.6) è un'equazione alle derivate parziali lineare
parabolica.

Enunciamo prima il principio del massimo.

Teorema 2.2.5. Sia Ω ⊂ Rm (o più in generale, Ω ⊂ M , con M varie-

tà Riemannianna) un aperto limitato, f ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) rispetto a x e

C1((0, T )) ∩ C([0, T ]) rispetto a t, tale che

∂

∂t
f − Lf ≤ 0 in Ω× [0, T ] . (2.8)

Allora f assume il suo massimo in (x, t) con x ∈ ∂Ω o t = 0, ovvero sul bordo
dello spazio o al tempo iniziale. Se, in particolare, M è una varietà compatta,

senza bordo, l'estremo superiore di f(·, t) è una funzione decrescente di t.

Abbiamo in�ne il seguente teorema di esistenza e regolarità per le solu-
zioni dell'equazione (2.6), con stime di Shauder.
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Teorema 2.2.6. Sia L come in (2.4), (2.5), supponiamo che i coe�cienti

aij(x, t) siano Hölder-continui in Ω × [0,∞), ovvero contenuti in C0,σ(Ω ×
[0,∞)), per qualche 0 < σ < 1. Se �ssiamo la condizione sul bordo, ad esem-

pio ponendo f(y, t) = g(y),∀y ∈ ∂Ω, con g funzione continua, la soluzione

dell'equazione (2.6) esiste ∀t ≥ 0.
Inoltre si hanno le seguenti stime:

(i) Se u è soluzione debole di

Lu = k

con k ∈ L∞(Ω × [0,∞)), allora, come funzione di x, u ∈ C1,σ(Ω), e
per ogni Ω′ ⋐ Ω e t0 > 0, la sua norma C1,σ su Ω′× [t0,∞) può essere

stimata a partire dalla sua norma L∞ e dalla norma L∞ di k, con
una costante che dipende da Ω,Ω′, t0,m, σ, λ, µ e dalla norma C0,σ di

aij(x).

(ii) Se u è soluzione debole di

Lu = k

con k ∈ Cν,σ(Ω×[0,∞)), e se anche i coe�cienti aij ∈ Cν,σ(Ω×[0,∞)),
allora u ∈ Cν+2,σ(Ω) rispetto a x ed è di classe Cν+1,σ rispetto a t, e
vale una stima analoga alla (i), ma stavolta con le norme Cν,σ di k e

aij.

Nel secondo caso, per ν = 0, otteniamo la stima

∥u(·, t)∥C2,σ + ∥ ∂
∂t
u(·, t)∥Cσ ≤ c

(
sup
[0,T ]

∥k(·, t)∥Cσ + sup
[0,T ]

∥u(·, t)∥L∞

)
(2.9)

Per maggiori dettagli sulle stime di Shauder rimandiamo a [3, Sez. 2.2].
Osserviamo che è possibile ottenere una stima più forte sostituendo a destra
le norme L∞ con le norme L2.
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Capitolo 3

Forme di�erenziali e operatore

di Laplace

3.1 Forme di�erenziali su Rn

Iniziamo per semplicità col de�nire le forme di�erenziali su Rn. Ricordiamo
che se de�niamo un prodotto che sia associativo su uno spazio vettoriale reale
Λ in modo da dotarlo della struttura di anello con unità e se ∀a ∈ R, λ, µ ∈ Λ
vale che:

a(λµ) = (aλ)µ = λ(aµ),

allora Λ è detta R-algebra.

De�nizione 3.1.1. Un'algebra generata da dx1, . . . , dxn con unità 1, tale
che valga l'equazione

dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi (3.1)

per ogni i, j, è denotata con Λ∗
n. Col simbolo ∧ stiamo indicando il pro-

dotto all'interno dell'algebra. Chiamiamo Λ∗
n l'algebra esterna generata da

dx1, . . . , dxn.

La formula 3.1 implica che dxi ∧ dxi = 0 ∀i.
Se poniamo il grado di dxi uguale a 1, allora ogni elemento prodotto in Λ∗

n

ha un grado �ssato. Ad esempio il grado di dx1∧dx2∧dx3 è 3. Se chiamiamo
Λk
n l'insieme di tutte le combinazioni lineari di elementi di grado k, abbiamo

la seguente decomposizione in somme dirette:

Λ∗
n =

n⊕
k=0

Λk
n = Λ0

n ⊕ Λ1
n ⊕ · · · ⊕ Λn

n.

Come base di Λk
n possiamo considerare degli elementi del tipo

dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n, (3.2)

e perciò dimΛk
n =

(
n
k

)
. Inoltre se k > n allora Λk

n = 0 e dimΛ∗
n = 2n.
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De�nizione 3.1.2. Una combinazione lineare

ω =
∑

i1<···<ik

ωi1...ik(x
1, . . . , xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

di elementi di base con funzioni C∞ da Rn → R come coe�cienti, è detta

forma di�erenziale di grado k su Rn o, abbreviando, k-forma.

Talvolta sarà più comodo indicare la stessa forma con l'espressione se-
guente:

ω = ωI(x)dx
i1 ∧ · · · ∧ dxik

Indicheremo l'insieme delle k-forme su Rn con Ωk(Rn). Più precisamente,

Ωk(Rn) := {ω : Rn → Λk
n, di�erenziabili}

o anche
Ωk(Rn) = C∞(Rn)⊗ Λk

n.

Se mettiamo insieme tutte le forme di�erenziali di qualsiasi grado, possiamo
de�nire l'algebra di tutte le forme di�erenziali su Rn:

Ω∗(Rn) :=
n⊕

k=0

Ωk(Rn).

Come caso particolare abbiamo Ω0(Rn) = C∞(Rn), ovvero le forme di�eren-
ziali di grado 0 sono semplicemente funzioni C∞.
Il prodotto esterno ω ∧ η ∈ Ωk+l(Rn) di una k-forma ω ∈ Ωk(Rn) e una
l-forma η ∈ Ωl(Rn) è de�nito da

ω ∧ η = ωIηJdx
i1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl

con
ω = ωI(x)dx

i1 ∧ · · · ∧ dxik , η = ηJ(x)dx
j1 ∧ · · · ∧ dxjl .

Possiamo fare le stesse costruzioni e considerazioni sostituendo Rn con un
aperto U ⊂ Rn e ottenere l'algebra Ω∗(U) delle forme di�erenziali su U .

De�niamo ora un importante operatore che agisce sulle forme di�eren-
ziali.

De�nizione 3.1.3. Il di�erenziale esterno, o derivata esterna, è l'applica-

zione lineare

d : Ωk(Rn) → Ωk+1(Rn)

così de�nita: se ω = f(x1, . . . , xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , poniamo

dω =
∂f

∂xj
(x)dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik . (3.3)
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Per una generica k-forma la formula 3.3 si estende per linearità. Per una
funzione f ∈ Ω0(Rn) la sua derivata esterna df ∈ Ω1(Rn) è df = ∂f

∂xidx
i.

Una forma di�erenziale ω tale che dω = 0 è detta forma chiusa, mentre
una forma η tale che η = dω per qualche forma ω è detta forma esatta. Il
teorema seguente a�erma che ogni forma esatta è chiusa.

Teorema 3.1.1.

d ◦ d = 0

Dimostrazione. Per linearità basta dimostrare l'identità su forme del tipo

ω = f(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Applicando nuovamente d nella formula (3.3) otteniamo:

d(dω) =
∂2f

∂xj∂xk
dxk ∧ dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik = 0

perchè ∂2f
∂xj∂xk = ∂2f

∂xk∂xj e vale la relazione di antisimmetria in (3.1).

E' lecito chiedersi se vale il viceversa, cioè se ogni k-forma chiusa è esatta:
ciò accade e�ettivamente per le forme de�nite su aperti stellati di Rn, con
k > 0 (Lemma di Poincaré, vedere ad esempio in [6]), ma non accade nel
caso generico di varietà di�erenziabili. Questo problema è l'oggetto di studio
della teoria della coomologia di de Rham che de�niremo più avanti.

Vediamo ora alcune ulteriori proprietà del prodotto esterno e della deri-
vata esterna.

Lemma 3.1.1. Siano ω ∈ Ωk(Rn), η ∈ Ωl(Rn). Allora:

(i) η ∧ ω = (−1)klω ∧ η,

(ii) d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

Dimostrazione. Per linearità basta dimostrare le due a�ermazioni per

ω = fdxi1 ∧ · · · ∧ dxik , η = gdxj1 ∧ · · · ∧ dxjl

Per dimostrare la (i) basta utilizzare ripetutamente l'antisimmetria della
formula (3.1).
Ora, per dimostrare la (ii), se applichiamo d al prodotto

ω ∧ η = fgdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl
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otteniamo

d(ω ∧ η) = (dfg + fdg)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl =
= dfgdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl+
+ fdgdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl =

= dfdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ gdxj1 ∧ · · · ∧ dxjl+
+ (−1)kfdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ∧ dg ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ dxjl =

= dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη

Consideriamo ora due aperti di Rn, U e U ′, e un di�eomor�smo ϕ : U →
U ′. Possiamo allora de�nire un omomor�smo

ϕ∗ : Ω∗(U ′) → Ω∗(U)

nel modo seguente. Per una funzione f ∈ Ω0(U ′) poniamo ϕ∗(f) := f ◦ ϕ ∈
Ω0(U) e sulle 1-forme di base poniamo ϕ∗(dxi) := d(ϕ∗(xi)). Allora possiamo
estendere queste de�nizioni alle forme di qualsiasi grado in modo che valga

ϕ∗(ω ∧ η) = ϕ∗(ω) ∧ ϕ∗(η)

per il prodotto esterno di due forme su U ′. Procediamo nel modo seguente.
Siano (x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn) coordinate locali su U ′ e U rispettivamente.
Ogni xi può essere scritto come funzione xi = xi(y1, . . . , yn). Allora abbiamo

che ϕ∗(dxi) = ∂xi

∂yj
dyj , e da questa ricaviamo che

ϕ∗(dxi1 ∧ · · · ∧ dxik) =
∑

j1<···<jk

∂(xi1 , . . . , xik)

∂(yj1 , . . . , yjk)
dyj1 ∧ · · · ∧ dyjk , (3.4)

dove ∂(xi1 ,...,xik )

∂(yj1 ,...,yjk )
è lo Jacobiano di xi1 , . . . , xik rispetto alle yj1 , . . . , yjk .

Si dimostra (ad esempio in [7]) anche che

d ◦ ϕ∗ = ϕ∗ ◦ d

e che, considerando ϕ−1, ϕ∗ risulta essere un isomor�smo. Denoteremo ϕ∗(ω)
anche con ϕ∗ω.

3.2 Forme di�erenziali su varietà

Sia M una varietà di�erenziabile di dimensione d, x ∈M . Poniamo

Λp(T ∗
xM) := T ∗

xM ∧ · · · ∧ T ∗
xM︸ ︷︷ ︸

p volte

,
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dove ∧ indica il prodotto esterno. Un elemento di Λp(T ∗
xM) è una somma

di termini del tipo
ηdxi1 ∧ · · · ∧ dxip

con (x1, . . . , xd) coordinate locali di x, η ∈ R. Ovvero se ω ∈ Λp(T ∗
xM)

ω = ωi1...ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip .

con i coe�cienti ωi1,...,ip supposti antisimmetrici, nel senso che cambiano
segno quando due indici vengono scambiati. Quindi ad esempio nel caso
p = 2

ω = ωijdx
i ∧ dxj = −ωijdx

j ∧ dxi

implica l'antisimmetria
ωij = −ωji.

Ciò implica anche che ωii = 0 ∀i. La proprietà caratteristica del prodotto
esterno ∧ è la seguente. Siano V = vk ∂

∂xk ,W = wl ∂
∂xl vettori tangenti in

x ∈M e consideriamo ω = ωijdx
i ∧ dxj ∈ Λ2(T ∗

xM). Allora

ω(V,W ) = ωij(v
iwj − vjwi).

In particolare si ha che

dxi ∧ dxj
( ∂

∂xk
,
∂

∂xl

)
= δikδ

j
l − δjkδ

i
l .

Questa regola si estende per p generico. Se ω1, . . . , ωp ∈ Λ1(T ∗
xM),

(ω1 ∧ · · · ∧ ωp)(ξ1, . . . ξp) = det


ω1(ξ1) . . . ω1(ξp)
ω2(ξ1) . . . ω2(ξp)

...
...

ωp(ξ1) . . . ωp(ξp)


Su Λp(T ∗

xM) abbiamo due importanti operazioni.
La prima è il prodotto esterno per una 1-forma η ∈ T ∗

xM = Λ1(T ∗
xM):

Λp(T ∗
xM) → Λp+1(T ∗

xM)

ω 7→ η ∧ ω =: ϵ(η)ω

La seconda è il prodotto interno o contrazione per un elemento v ∈ TxM :

Λp(T ∗
xM) → Λp−1(T ∗

xM)

ω 7→ ι(v)ω

con

ι(v)ω(v1, . . . , vp−1) :=ω(v, v1, . . . , vp−1)

per v, v1, . . . , vp−1 ∈ TxM

Il �brato vettoriale su M di �bre Λp(T ∗
xM) su x è denotato con Λp(M).
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De�nizione 3.2.1. Lo spazio delle sezioni di Λp(M) è denotato con Ωp(M),
ovvero Ωp(M) := Γ(Λp(M)). Gli elementi di Ωp(M) sono detti p-forme.

De�nizione 3.2.2. La derivata esterna d : Ωp(M) → Ωp+1(M) (p =
0, 1, . . . ,dimM) è de�nita dalla formula

d(η(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip) = ∂η(x)

∂xj
dxj ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

e si estende per linearità a tutto Ωp(M).

Lemma 3.2.1. Siano ω ∈ Ωp(M), θ ∈ Ωq(M). Allora

d(ω ∧ θ) = dω ∧ θ + (−1)pω ∧ dθ.

Dimostrazione. Analogo al caso euclideo.

Se f :M → N è una mappa di�erenziabile tra due varietà di�erenziabili
M,N , con coordinate locali (x1, . . . , xm), (z1, . . . , zn) rispettivamente, e

ω(z) = η(z)dzi1 ∧ · · · ∧ dzip ∈ Ωp(N),

de�niamo

f∗(ω(x)) = η(f(x))
∂f i1

∂xj1
dxj1 ∧ · · · ∧ ∂f ip

∂xjp
dxjp ∈ Ωp(M).

Se, in particolare, M e N hanno la stessa dimensione n e se ω = η(z)dz1 ∧
· · · ∧ dzn è una n-forma, allora

f∗(ω(x)) = det(df)η(f(x))dx1 ∧ · · · ∧ dxn

dove det(df) è lo Jacobiano della mappa f .
Se supponiamo anche che M,N siano compatte abbiamo che∫

N
ω =

∫
M
f∗(ω).

Usando le precedenti notazioni possiamo enunciare alcuni risultati rela-
tivi al comportamento della derivata esterna d in seguito a un cambio di
coordinate. Per le dimostrazioni rimandiamo a [1, Sezione 2.1].

Lemma 3.2.2.

d(f∗(ω)) = f∗(dω)

Corollario 3.2.1. d non dipende dalla scelta delle coordinate.

Analogamente al caso Euclideo si dimostra il seguente

Teorema 3.2.1.

d ◦ d = 0
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Enunciamo anche il Teorema di Stokes rimandando a [7] per la dimostra-
zione

Teorema 3.2.2. Sia M una sottovarietà di�erenziabile, orientabile, di di-

mensione m, di una varietà di�erenziabile N , con bordo. Ovvero ∂M è una

sottovarietà di�erenziabile di N di dimensione m − 1, con un orientazione

indotta da quella di M ; sia inoltre ω una (m− 1)-forma di�erenziale su N .

Allora, se gli integrali esistono, ad esempio se M̄ è compatta,∫
M
dω =

∫
∂M

ω.

Corollario 3.2.2. Sia M una varietà di�erenziabile orientabile, di dimen-

sione m, senza bordo. Se ω è una (m − 1)-forma a supporto compatto,

allora ∫
M
dω = 0.

3.3 Operatore di Laplace su funzioni

Iniziamo col caso dello spazio Euclideo Rd dotato della metrica Euclidea
⟨·, ·⟩. Sia f : Rd → R una funzione di�erenziabile. Il gradiente di f è de�nito
dal campo vettoriale:

∇f := grad f :=
d∑

i=1

∂f

∂xi
∂

∂xi
(3.5)

Consideriamo inoltre la 1-forma

df =

d∑
i=1

∂f

∂xi
dxi.

Questi due oggetti sono l'uno il duale dell'altro, nel senso che

df(X) = ⟨grad f,X⟩

per ogni campo vettoriale di�erenziabile X.
Per un campo vettoriale di�erenziabile Z = Zi ∂

∂xi su Rd, de�niamo la sua
divergenza

divZ :=
d∑

i=1

∂Zi

∂xi
.

Inoltre, per una 1-forma ϕ =
∑d

i=1 ϕidx
i, de�niamo

d∗ϕ := −
d∑

i=1

∂ϕi
∂xi

= −div ϕ.
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De�niremo meglio in seguito l'operatore d∗ su forme di qualsiasi grado. Pos-
siamo anticipare dicendo che d∗ è l'operatore aggiunto di d sulle forme ri-
spetto al prodotto L2. Si dimostra, tramite il Teorema di Stokes, che se ϕ è
una 1-forma a supporto compatto,∫

div ϕdx1 ∧ · · · ∧ dxd = 0, (3.6)

e più in generale

(df, ϕ) =

∫
Rd

d∑
i=1

∂f

∂xi
ϕidx

1 ∧ · · · ∧ dxd = (3.7)

= −
∫
Rd

d∑
i=1

f
∂ϕi
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxd.

L'operatore ∆ de�nito su una funzione di�erenziabile f da

∆f = −
d∑

i=1

∂2f

(∂xi)2
= −div(grad f) (3.8)

è detto operatore di Laplace.
Se f è una funzione di�erenziabile a supporto compatto, dalla (3.6) abbiamo
che ∫

∆fdx1 ∧ · · · ∧ dxd = 0,

e dalla (3.7), per due analoghe funzioni f, g, abbiamo che

(∆f, g) = (df, dg) = (f,∆g). (3.9)

In�ne, per una funzione f : Rd → R, de�niamo l'integrale di Dirichlet o

energia

E(f) : =
1

2

∫
⟨grad f, grad f⟩dx1 ∧ · · · ∧ dxd =

=
1

2

∫
⟨df, df⟩dx1 ∧ · · · ∧ dxd =

=
1

2

∫ d∑
i=1

( ∂f
∂xi

)2
dx1 ∧ · · · ∧ dxd,

dove il prodotto scalare nel primo integrale è quello sui campi vettoriali,
mentre quello nel secondo integrale è il prodotto scalare indotto sulle 1-
forme. Nel caso Euclideo non ne notiamo le di�erenze, ma nel caso delle
varietà Riemannianne sarà diverso.
Più in generale, se Ω ⊂ Rd è un aperto, poniamo

E(f,Ω) :=
1

2

∫
Ω
⟨grad f, grad f⟩dx1 ∧ · · · ∧ dxd.
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Se f è una funzione a supporto compatto, E(f) <∞. In opportuni spazi di
funzioni anche E(f,Ω) è ben de�nito (ad esempio in H1,2

0 (Ω)).

Supponiamo ora che f sia un (punto di) minimo per E(f,Ω), ovvero

E(f,Ω) ≤ E(g,Ω)

per ogni g : Ω → R con gli stessi valori alla frontiera, cioè

g(y) = f(y) ∀y ∈ ∂Ω.

Allora
E(f,Ω) ≤ E(f + tη,Ω)

per ogni η : Ω → R tale che η(y) = 0 ∀y ∈ ∂Ω, t ∈ R. Perciò, quando la
derivata esiste, avremo che

d

dt
E(f + tη,Ω)|t=0 = 0 (3.10)

per ogni η del tipo su indicato. Sviluppando il calcolo otteniamo

d

dt
E(f + tη,Ω)|t=0 =

∫
Ω
⟨grad f, grad η⟩dx1 ∧ · · · ∧ dxd =

=

∫
Ω

d∑
i=1

∂f

∂xi
∂η

∂dxi
dx1 ∧ · · · ∧ dxd =

=

∫
Ω

(
−

d∑
i=1

∂2f

(∂xi)2
η
)
dx1 ∧ · · · ∧ dxd =

=

∫
Ω
∆fηdx1 ∧ · · · ∧ dxd,

avendo usato l'integrazione per parti e il fatto che η = 0 su ∂Ω.
Allora, per il teorema 2.1.5, condizione necessaria a�nchè valga la (3.10) è
che

∆f = 0 su Ω. (3.11)

De�nizione 3.3.1. Una funzione f : Ω → R tale che ∆f = 0 è detta

funzione armonica.

Riassumiamo le considerazioni precedenti a�ermando che un minimo per
l'integrale di Dirichlet, con determinate condizioni alla frontiera su un aperto
Ω, deve essere una funzione armonica.

Estendiamo ora le nostre considerazioni al caso di una varietà Rieman-
niana: sia M una varietà Riemanniana di dimensione d, di coordinate lo-
cali x1, . . . , xd e indichiamo con gij la sua metrica. Per non appesanti-
re eccessivamente la notazione faremo ampio utilizzo della convenzione di
Einstein.
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Siano f : M → R una funzione di�erenziabile su M e X un campo
vettoriale. Vogliamo de�nire il gradiente di f in modo che valga la relazione

⟨grad f,X⟩ = X(f) = df(X).

Siccome
⟨grad f,X⟩ = gij(grad f)

iXj ,

abbiamo che dobbiamo porre

∇f := grad f := gij
∂f

∂xi
∂

∂xj
.

Infatti, come possiamo verifcare sulle norme,

∥∇f∥2 = gjlg
ij ∂f

∂xi
gkl

∂f

∂xk
= gij

∂f

∂xi
∂f

∂xj
= ∥df∥2.

Possiamo quindi estendere la de�nizione di divergenza di un campo vet-
toriale Z = Zi ∂

∂xi , indicando con g = det(gij),

divZ :=
1
√
g

∂

∂xj
(
√
gZj) =

1
√
g

∂

∂xj

(√
ggij⟨Z, ∂

∂xi
⟩
)

e de�nire l'operatore di Laplace-Beltrami

∆f := −div grad f = − 1
√
g

∂

∂xj

(√
ggij

∂f

∂xi

)
.

Come nel caso Euclideo, per una funzione di�erenziabile f a supporto com-
patto, abbiamo ∫

∆f
√
gdx1 ∧ · · · ∧ dxd = 0

e per due funzioni f, g dello stesso tipo

(∆f, g) = (df, dg) = (f,∆g).

In�ne de�niamo l'energia di una funzione di�erenziabile f :M → R

E(f) : =
1

2

∫
M
⟨df, df⟩√gdx1 . . . dxd =

=
1

2

∫
M
gij

∂f

∂xi
∂f

∂xj
√
gdx1 . . . dxd.

In questa formula abbiamo indicato con ⟨., .⟩ la metrica Riemanniana indotta
sulle 1-forme. Se invece consideriamo il campo vettoriale grad f al posto della
1-forma df , possiamo usare la metrica Riemanniana sui vettori tangenti

E(f) : =
1

2

∫
M
⟨grad f, grad f⟩√gdx1 . . . dxd =

=
1

2

∫
M
gij

∂f

∂xi
∂f

∂xj
√
gdx1 . . . dxd.
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In queste formule rientra anche il caso Euclideo.
Supponiamo ora che f si un punto critico di E(f), ovvero

d

dt
E(f + tη)|t=0 = 0

per ogni η : M → R. Supponiamo inoltre, per sempli�care, che M sia una
varietà Riemanniana compatta e che η abbia supporto compatto.
Possiamo allora calcolare

0 =
d

dt

1

2

∫
M
gij(x)

( ∂f
∂xi

+ t
∂η

∂xi

)( ∂f
∂xj

+ t
∂η

∂xj

)√
gdx1 . . . dxd|t=0 =

=

∫
M
gij

∂f

∂xi
∂η

∂xj
√
gdx1 . . . dxd =

= −
∫
M

∂

∂xj

(√
ggij

∂f

∂xi

)
ηdx1 . . . dxd =

=

∫
M

∆fη
√
gdx1 . . . dxd.

Se questo è valido per ogni η allora, sempre per il teorema 2.1.5,

∆f = 0.

Analogamente al caso Euclideo, una funzione f :M → R tale che ∆f = 0 è
detta armonica.

Quindi nelle considerazioni precedenti abbiamo mostrato che:

Lemma 3.3.1. Un punto critico f dell'integrale dell'energia E, ovvero

d

dt
E(f + tη)|t=0 = 0,

∀η : M → R a supporto compatto in M , è una funzione armonica, cioè

∆f = 0.

Se ripercorriamo i calcoli precedenti considerando stavolta 1-forme di�e-
renziali otteniamo

0 =
d

dt

1

2

∫
M
⟨df + tdη, df + tdη⟩√gdx1 . . . dxd|t=0 =

=

∫
M
⟨df, dη⟩√gdx1 . . . dxd =

=

∫
M
⟨d∗df, η⟩√gdx1 . . . dxd,

dove d∗ indica ancora l'aggiunto di d. Possiamo osservare che, come nel
caso Euclideo, l'operatore aggiunto d∗ agisce sulle 1-forme come il duale
dell'operatore divergenza sui campi. Possiamo quindi scrivere l'operatore di
Laplace-Beltrami ∆ anche come

∆ = d∗d.
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3.4 L'operatore di Laplace sulle forme di�erenziali

Estendiamo ora l'operatore di Laplace-Beltrami dalle funzioni, vale a dire le
0-forme, alle forme di�erenziali di grado arbitrario.

Ricordiamo alcuni concetti di algebra lineare. Sia V uno spazio vettoriale
reale dotato di un prodotto scalare ⟨·, ·⟩ e sia Λp(V ) l'algebra esterna de�nita
dal prodotto esterno su V . Possiamo de�nire un prodotto scalare su Λp(V )
ponendo

⟨v1 ∧ · · · ∧ vp, w1 ∧ · · · ∧ wp⟩ = det(⟨vi, wj⟩)

ed estendendolo per bilinearità a tutto Λp(V ). Se e1, . . . , ed è una base
ortormale di V , allora gli elementi

ei1 ∧ · · · ∧ eip con 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ d

formano una base ortonormale di Λp(V ).
Un'orientazione su V si ottiene determinando come positiva una certa

base di V . Ogni altra base che si ottenga da questa tramite una trasfor-
mazione con determinante associato positivo è detta positiva, le altre basi
vengono dette negative.

Supponiamo ora di aver �ssato un'orientazione su V . De�niamo l'operatore
lineare star di Hodge

∗ : Λp(V ) → Λd−p(V )

ponendo
∗(ei1 ∧ · · · ∧ eip) = ej1 ∧ · · · ∧ ejd−p

, (3.12)

con j1, . . . , jd−p scelti in modo che ei1 , . . . , eip , ej1 , . . . , ejd−p
sia una base

positva di V . Essendo l'operatore supposto lineare, esso risulta determinato
univocamente a partire dai suoi valori su una base.

Se e1, . . . , ed è una base positiva otteniamo

∗ (1) = e1 ∧ · · · ∧ ed (3.13)

∗ (e1 ∧ · · · ∧ ed) = 1. (3.14)

Dall'algebra multilineare segue che, seA è una matrice d×d e se f1, . . . , fp ∈
V , allora

∗(Af1 ∧ · · · ∧Afp) = (detA) ∗ (f1 ∧ · · · ∧ fp).

Ciò in particolare implica che l'operatore star non dipende dalla scelta della
base ortonormale positiva di V , in quanto due tali basi sarebbero legate da
una trasformazione con determinante 1.

Se si considera una base negativa invece di una positiva, si ottiene un
segno negativo nei secondi membri delle (3.12)-(3.14).

Lemma 3.4.1.

∗∗ = (−1)p(d−p) : Λp(V ) → Λp(V ).
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Dimostrazione. Ovviamente ∗∗ manda Λp(V ) in sè stesso. Supponiamo

∗(ei1 ∧ · · · ∧ eip) = ej1 ∧ · · · ∧ ejd−p
.

Allora applicando nuovamente l'operatore ∗ otteniamo

∗ ∗ (ei1 ∧ · · · ∧ eip) = ±ei1 ∧ · · · ∧ eip ,

a seconda del fatto che ej1 , . . . , ejd−p
, ei1 , . . . , eip sia una base positiva o

negativa di V . Ma dall'antisimmetria del prodotto esterno ricaviamo che

ei1∧ · · · ∧ eip ∧ ej1 ∧ · · · ∧ ejd−p
=

= (−1)p(d−p)ej1 ∧ · · · ∧ ejd−p
∧ ei1 ∧ · · · ∧ eip ,

e (−1)p(d−p) è il determinante del cambio base da ei1 , . . . , ejd−p
a ej1 , . . . , eip .

Lemma 3.4.2. Se v, w ∈ Λp(V )

⟨v, w⟩ = ∗(w ∧ ∗v) = ∗(v ∧ ∗w).

Dimostrazione. Per linearità, basta dimostrarla per gli elementi della base.
Siano v, w elementi di base diversi, allora w ∧ ∗v = v ∧ ∗w = 0 = ⟨v, w⟩ . Se
invece v = w = ei1 ∧ · · · ∧ eip e e1, . . . , ed è una base ortonormale positiva,
abbiamo

∗(ei1 ∧ · · · ∧ eip ∧ ∗(ei1 ∧ · · · ∧ eip)) = ∗(e1 ∧ · · · ∧ ed) = 1 = ⟨v, v⟩

Osservazione

Possiamo considerare ⟨·, ·⟩ come un prodotto scalare de�nito su

Λ(V ) :=
d⊕

p=0

Λp(V ),

con Λp(V ) e Λq(V ) ortogonali per p ̸= q.

Lemma 3.4.3. Sia v1, . . . , vd una base positiva qualsiasi di V . Allora

∗(1) = 1√
det(⟨vi, vj⟩)

v1 ∧ · · · ∧ vd.

Dimostrazione. Sia e1, . . . , ed una base ortonormale positiva. Allora

v1 ∧ · · · ∧ vd =
√
det(⟨vi, vj⟩)e1 ∧ · · · ∧ ed =

=
√

det(⟨vi, vj⟩) ∗ (1).
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Consideriamo ora una varietà Riemanniana orientataM di dimensione d.
Essendo M orientata, possiamo �ssare un'orientazione su tutti gli spazi tan-
genti TxM , e di conseguenza anche sugli spazi cotangenti T ∗

xM . Scegliamo
come positiva la base ortonormale Euclidea ∂

∂x1 , . . . ,
∂

∂xd su Rd. Allora sic-
come tutte le transizioni di carte di una varietà orientata hanno determinante
positivo, possiamo considerare come positiva la base dϕ−1

(
∂

∂x1

)
, . . . , dϕ−1

(
∂

∂xd

)
di TxM , con ϕ carta su M , e l'orientazione non dipenderà dalla scelta della
carta.
Siccome suM abbiamo una struttura Riemanniana, come visto in preceden-
za resta de�nito un prodotto scalare indotto su ogni spazio cotangente T ∗

xM
(ricordiamo che la metrica su T ∗

xM è data da gij(x) = (gij(x))
−1, con gij(x)

metrica su TxM).
Possiamo quindi considerare l'operatore star

∗ : Λp(T ∗
xM) → Λd−p(T ∗

xM),

e di conseguenza l'operatore, che conserva il punto base, de�nito sulle sezioni
del �brato Λp(M)

∗ : Ωp(M) → Ωd−p(M),

con Ωp(M) = Γ(Λp(M)).
Dal Lemma 3.4.3 ricaviamo

∗(1) =
√
det(gij)dx

1 ∧ · · · ∧ dxd

che è chiamata forma di volume. Ricaviamo anche il volume di M

Vol(M) :=

∫
M

∗(1) ,

se l'integrale esiste �nito.
Siano ora α, β ∈ Ωp(M) a supporto compatto, de�niamo il prodotto L2

(α, β) : =

∫
M
⟨α, β⟩ ∗ (1) =

=

∫
M
α ∧ ∗β ,

dove l'ultima uguaglianza segue immediatamente dal Lemma 3.4.2. Il pro-
dotto così de�nito su Ωp(M) e bilineare e de�nito positivo.

De�niamo anche la norma L2

∥α∥ := (α, α)
1
2 .

Finora abbiamo considerato solamente sezioni di�erenziabili di �brati
vettoriali, e in particolare p-forme di�erenziabili. Tuttavia in seguito avremo
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bisogno anche di spazi Lp e di Sobolev di sezioni su �brati. Quindi d'ora in
avanti non richiediamo più che le sezioni siano di�erenziabili.

Sia E un �brato vettoriale su una varietà RiemannianaM , e sia s :M →
E una sezione di E a supporto compatto. Diciamo che s è contenuta nello
spazio di Sobolev Hk,r(E), se per ogni atlante �brato tale che tutti i cambi di
coordinate e le loro derivate siano limitati (si può ottenere un tale altante ad
esempio considerando intorni coordinati più piccoli), e per ogni carta �brata
ϕ del suddetto atlante (ϕ : E|U → U × Rn), si ha che

ϕ ◦ s|U ∈ Hk,r(U) .

Abbiamo anche un ulteriore proprietà: se ϕ1 : E|U1
→ U1 × Rn, ϕ2 : E|U2

→
U2×Rn sono due di queste carte, allora ϕ1 ◦s|U∩U2

∈ Hk,r(U1∩U2) se e solo

se ϕ2 ◦ s|U∩U2
∈ Hk,r(U1∩U2). Questo perchè i cambi di coordinate ϕ2 ◦ϕ−1

1

sono di classe C∞, tutte le derivate sono limitate e s ha supporto compatto.
Possiamo estendere il prodotto (·, ·) su L2(Ωp(M)), rimanendo questo bili-
neare e de�nito positivo.

Supponiamo ora che M sia una varietà Riemanniana orientata e che
sia compatta, in modo da non dover sempre considerare forme a supporto
compatto.

De�nizione 3.4.1. L'operatore d∗ è l'operatore aggiunto dell'operatore d su⊕d
p=0Ω

p(M) rispetto a (·, ·). Ovvero, se α ∈ Ωp−1(M), β ∈ Ωp(M),

(dα, β) = (α, d∗β); (3.15)

Quindi d∗ : Ωp(M) → Ωp−1(M).

Lemma 3.4.4. L'operatore d∗ : Ωp(M) → Ωp−1(M) soddisfa la seguente

proprietà:

d∗ = (−1)d(p+1)+1 ∗ d ∗ . (3.16)

Dimostrazione. Siano α ∈ Ωp−1(M), β ∈ Ωp(M),

d(α ∧ ∗β) = dα ∧ ∗β + (−1)p−1α ∧ d ∗ β =

= dα ∧ ∗β + (−1)p−1(−1)(p−1)(d−p+1)α ∧ ∗ ∗ (d ∗ β) =
= dα ∧ ∗β − (−1)d(p+1)+1α ∧ ∗ ∗ d ∗ β .

Se integriamo quest'espressione, il membro a sinistra si annulla per il Teore-
ma di Stokes, e otteniamo∫

M
dα ∧ ∗β =

∫
M
(−1)d(p+1)+1α ∧ ∗ ∗ d ∗ β,

ovvero, per la de�nizione del prodotto L2 e di d∗,

(α, d∗β) = (dα, β) = (α, (−1)d(p+1)+1 ∗ d ∗ β),

e da qui la tesi, per l'arbitrarietà di α, β.
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De�nizione 3.4.2. L'operatore di Laplace-Beltrami su Ωp(M) è de�nito da

∆ = dd∗ + d∗d : Ωp(M) → Ωp(M).

Una p-forma ω ∈ Ωp(M) è detta armonica se

∆ω = 0.

Osservazione

Se volessimo essere più precisi, dovremmo indicare

dp : Ω
p(M) → Ωp+1(M)

d∗p : Ω
p+1(M) → Ωp(M)

e inoltre
∆p = dp−1d

∗
p−1 + d∗pdp : Ω

p(M) → Ωp(M).

Tuttavia, per semplicità di notazione, ometteremo il pedice p.

Lemma 3.4.5. L'operatore di Laplace-Beltrami ∆ è autoaggiunto, ovvero

(∆α, β) = (α,∆β) ∀α, β ∈ Ωp(M).

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla de�nizione di ∆.

Lemma 3.4.6. ∆ è non negativo e

∆α = 0 ⇐⇒ dα = 0 e d∗α = 0. (3.17)

Dimostrazione. Dalle de�nizioni di ∆, d∗, (·, ·) segue che

(∆α, α) = (dd∗α, α) + (d∗dα, α) = (d∗α, d∗α) + (dα, dα) ≥ 0.

Siccome entrambi i termini a destra sono non negativi e si annullano solo se
dα = 0 = d∗α, allora ∆α = 0 equivale a dα = 0 = d∗α.

Corollario 3.4.1. Su una varietà Riemanniana compatta, ogni funzione

armonica è costante.

Lemma 3.4.7. L'operatore di Laplace-Beltrami commuta con l'operatore

star di Hodge, ovvero

∗∆ = ∆ ∗ .

Dimostrazione. Si calcola in modo diretto a partire dalle rispettive de�ni-
zioni.

Corollario 3.4.2. Se ω è armonica, lo è anche ∗ω.
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Dimostrazione. Sia ∆ω = 0. Allora

∆ ∗ ω = ∗∆ω = 0,

ovvero anche ∗ω è armonica.

Possiamo in�ne veri�care che l'operatore di Laplace qui de�nito sulle p-
forme coincide con quello de�nito sulle funzioni. Cominciamo con il caso
Euclideo. Sia f : Rd → R una funzione di�erenziabile. Abbiamo che

df =
∂f

∂xi
dxi

e se ϕ = ϕidx
i ha supporto compatto e ∗ϕ =

∑d
i=1(−1)i−1ϕidx

1∧ · · ·∧ d̂xi∧
· · ·∧dxd (con d̂xi intendiamo che l'i-esimo termine viene escluso dal prodotto
esterno), allora

(f, d∗ϕ) = (df, ϕ) =

∫
Rd

∂f

∂xi
ϕidx

1 ∧ · · · ∧ dxd =

= −
∫
Rd

f
∂ϕi
∂xi

dx1 ∧ · · · ∧ dxd .

Allora ne consegue che d∗ϕ = −∂ϕi

∂xi = −div ϕ, e (siccome d∗f = 0 sulle
0-forme)

∆f = d∗df = −
d∑

i=1

∂2f

(∂xi)2
= −div(grad f),

che coincide con la (3.8).
Consideriamo ora una funzione di�erenziabile f : M → R, con M va-

rietà Riemanniana di dimensione d e tensore metrico gij . Abbiamo de�nito
l'operatore di Laplace-Beltrami come

∆f = − 1
√
g

∂

∂xj

(√
ggij

∂f

∂xi

)
,

con g = det(gij), e vogliamo ora veri�care che questo coincide con d∗df .
Sia ϕ :M → R di�erenziabile a supporto compatto,∫

d∗dfϕ
√
gdx1 ∧ · · · ∧ dxd = (d∗df, ϕ) = (df, dϕ) =

=

∫
⟨df, dϕ⟩ ∗ (1) =

=

∫
gij

∂f

∂xi
∂ϕ

∂xj
√
gdx1 ∧ · · · ∧ dxd =

= −
∫

∂

∂xj

(√
ggij

∂f

∂xi

)
ϕ
√
gdx1 ∧ · · · ∧ dxd .

42



Siccome ciò è valido ∀ϕ ∈ C∞
c (M,R), questo implica che d∗d = ∆.

Cerchiamo ora l'espressione in coordinate Euclidee dell'operatore di La-
place sulle p-forme. Indichiamo quest'ultimo con ∆e e indichiamo anche con
∗e l'operatore star rispetto alla metrica Euclidea e d∗ l'operatore aggiunto
di d rispetto al prodotto scalare Euclideo.
Consideriamo una p-forma

ω = ωi1...ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ d ,

de�nita su un aperto di Rd e siano j1, . . . , jd−p scelti in modo che ∂
∂xi1

, . . . , ∂
∂xip ,

∂
∂xj1

, . . . , ∂

∂x
jd−p

sia una base ortonormale positiva di Rd. In seguito suppor-
remo sempre

l ∈ {1, . . . , p}, k ∈ {1, . . . , d− p}.

Svolgiamo i calcoli:

dω =

d−p∑
k=1

∂ωi1...ip

∂xjk
dxjk ∧ dxi1 · · · ∧ · · · ∧ dxip

∗edω =

d−p∑
k=1

(−1)p+k−1∂ωi1...ip

∂xjk
dxj1 ∧ · · · ∧ d̂xjk ∧ · · · ∧ dxjd−p

d ∗e dω =

d−p∑
k=1

(−1)p+k−1∂
2ωi1...ip

(∂xjk)2
dxjk ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ d̂xjk ∧ · · · ∧ dxjd−p+

+

d−p∑
k=1

p∑
l=1

(−1)p+k−1 ∂
2ωi1...ip

∂xjk∂xil
dxl ∧ dxj1 ∧ · · · ∧ d̂xjk ∧ · · · ∧ dxjd−p

∗ed ∗e dω =

d−p∑
k=1

(−1)p+p(d−p)∂
2ωi1...ip

(∂xjk)2
xi1 ∧ · · · ∧ dxip+

+

d−p∑
k=1

p∑
l=1

(−1)pd+l ∂
2ωi1...ip

∂xjk∂xil
dxjk ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xil ∧ · · · ∧ dxip .

In�ne, ricordando la (3.16), otteniamo

d∗dω =

d−p∑
k=1

(−1)
∂2ωi1...ip

(∂xjk)2
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip+

+

d−p∑
k=1

p∑
l=1

(−1)l+1 ∂
2ωi1...ip

∂xjk∂xil
dxjk ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xil ∧ · · · ∧ dxip .

(3.18)
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In modo simile si trova che

dd∗ω =

p∑
l=1

(−1)
∂2ωi1...ip

(∂xil)2
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip+

+

p∑
l=1

d−p∑
k=1

(−1)l+1 ∂
2ωi1...ip

∂xil∂xjk
dxjk ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ d̂xil ∧ · · · ∧ dxip .

(3.19)

Mettendo insieme le (3.19) e (3.18) otteniamo

∆eω = d∗dω + dd∗ω = −
d∑

m=1

∂2ωi1...ip

(∂xm)2
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip ,

che, a meno del segno, coincide col classico operatore Laplaciano
∑d

m=1
∂2

(∂xm)2
.

O meglio l'operatore di Laplace-Beltrami è un estensione alle generiche va-
rietà Riemanniane del classico operatore Laplaciano.

Riportiamo anche alcune formule in coordinate locali nel caso Rieman-
niano.
Introduciamo alcune notazioni. Per la forma volume poniamo

η :=
√
gdx1 ∧ · · · ∧ dxd =: ηi1...iddx

i1 ∧ · · · ∧ dxid .

Per β = βj1...jpdx
j1 ∧ · · · ∧ dxjp , de�niamo i sollevamenti di indici

βi1...ip := gi1j1gi2j2 . . . gipjpβj1...jp .

Allora utilizzando queste notazioni, se α = αi1...ipdx
i1 ∧ · · · ∧ dxip , abbiamo

(∗α)ip+1...id =
1

p!
ηi1...ipα

i1...ip

e

(d∗α)i1...ip−1 = −gkl
(∂αki1...ip−1

∂xl
− Γj

klαji1...ip−1

)
,

dove

Γj
kl =

1

2
gjm(gkm,l + glm,k − gkl,m)

sono i simboli di Christo�el di seconda specie e gkm,l =
∂
∂xl gkm.

Abbiamo inoltre

⟨α, β⟩ = αi1...ipβ
i1...ip

⟨dα, dβ⟩ =
∂αi1...ip

∂xk
∂βj1...jp
∂xl

gklgi1j1 . . . gipjp
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⟨d∗α, d∗β⟩ = ⟨gkl
(∂αki1...ip−1

∂xl
− Γj

klαji1...ip−1

)
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip−1 ,

gmn
(∂βmj1...jp−1

∂xn
− Γr

mnβrj1...jp−1

)
dxj1 ∧ · · · ∧ dxjp−1⟩ =

=
∂αki1...ip−1

∂xl
∂βmj1...jp−1

∂xn
gklgmngi1j1 . . . gip−1jp−1

−
∂αki1...ip−1

∂xl
Γi
mnβij1...jp−1g

kl . . . gip−1jp−1

−
∂βmj1...jp−1

∂xn
Γj
klαji1···p−1g

klgmngi1j1 . . . gip−1jp−1

+ Γj
klΓ

r
mnαji1...ip−1βrj1...jp−1g

kl . . . gip−1jp−1 .
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Capitolo 4

Teorema di Hodge

4.1 Classi di coomologia di de Rham

Sia M una varietà di�erenziabile di dimensione d. Ricordiamo che l'opera-
tore lineare di�erenziale esterno o derivata esterna d : Ωp(M) → Ωp+1(M)
soddisfa la proprietà

d ◦ d = 0 (d ◦ d : Ωp(M) → Ωp+2(M)).

Una p−forma α ∈ Ωp(M) è detta chiusa se dα = 0, mentre è detta esatta se
esiste una (p− 1)−forma η ∈ Ωp−1(M) tale che dη = α. Siccome d ◦ d = 0,
ogni forma esatta è anche chiusa.
Denotiamo ora l'insieme di tutte le p−forme chiuse su M con Zp(M) e
l'insieme di tutte le p−forme esatte con Bp(M), ovvero

Zp(M) = ker(d : Ωp(M) → Ωp+1(M)),

Bp(M) = Im(d : Ωp−1(M) → Ωp(M)).

Il nucleo Zp(M) e l'immagine Bp(M) dell'applicazione lineare d sono en-
trambi sottospazi di Ωp(M).

De�nizione 4.1.1. Sia M una varietà di�erenziabile di dimensione d. Lo

spazio quoziente

Hp
dR(M) :=

Zp(M)

Bp(M)

è detto p-esimo gruppo di coomologia di de Rham di M. De�niamo inoltre la

somma diretta

H∗
dR(M) :=

d⊕
p=0

Hp
dR(M)

come gruppo di coomologia di de Rham di M .
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Se ω ∈ Ωp(M) è una p−forma chiusa, denotiamo la classe di cui ω è un
rappresentante con [ω] ∈ Hp

dR(M). Due forme chiuse α, β ∈ Ωp(M) vengono
dette coomologhe se la p−forma α− β è esatta, ovvero

[α] = [β] ⇐⇒ ∃η ∈ Ωp−1(M) tale che α− β = dη.

Per semplicità, indicheremo il p-esimo gruppo di coomologia di de Rham di
M solamente con Hp(M).

4.2 Il Teorema di Hodge

In questa sezione dimostreremo il seguente

Teorema 4.2.1 (Di Hodge). Sia M una varietà Riemanniana compatta

orientata. Allora ogni classe di coomologia in Hp(M) (0 ≤ p ≤ d = dimM)
contiene una ed una sola forma armonica.

L'idea di base per la dimostrazione è quella di selezionare un rappresen-
tante speci�co in una classe di oggetti geometrici, in questo caso una forma
armonica in una classe di coomologia, imponendo un'opportuna equazione
di�erenziale o, equivalentemente, minimizzando un certo funzionale de�nito
sulla suddetta classe.
L'equazione di�erenziale da considerare nel nostro caso è, se η è una forma
chiusa, d∗η = 0 che, insieme alla condizione dη = 0 per le forme chiuse,
implica l'equazione per le forme armoniche ∆η = 0.
Dimostreremo qui il teorema di Hodge con metodi variazionali e nella pros-
sima sezione con il metodo del �usso del calore.
Dimostreremo separatamente l'esistenza e l'unicità. Iniziamo con l'unicità
in quanto più semplice.

Dimostrazione unicità. Siano ω1, ω2 ∈ Ωp(M) due p-forme coomologhe ed
entrambe armoniche. Se p = 0 dal fatto che sono coomologhe, cioè ω1−ω2 =
0, segue che ω1 = ω2. Altrimenti, sia η ∈ Ωp−1(M) tale che ω1 − ω2 = dη e
consideriamo il prodotto scalare

(ω1 − ω2, ω1 − ω2) = (ω1 − ω2, dη) =

= (d∗(ω1 − ω2), η) = 0

perchè ω1, ω2 sono armoniche e perciò d∗ω1 = 0 = d∗ω2. Essendo il prodotto
(·, ·) de�nito positivo, concludiamo che ω1 = ω2, cioè l'unicità cercata.

Per dimostrare l'esistenza, che è più complicata, faremo uso del principio
di Dirichlet. Facciamo prima alcuni passaggi introduttivi.

Sia ω0 una forma di�erenziale chiusa, scelta come rappresentante della
propria classe di coomologia in Hp(M). Ogni forma ad essa coomologa sarà
del tipo

ω = ω0 + dα α ∈ Ωp−1(M).
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Vogliamo minimizzare all'interno della classe [ω0] la norma L2, de�nendo il
funzionale

D(ω) := (ω, ω).

Va mostrato che il minimo viene raggiunto da una forma di�erenziale η che
dovrà quindi soddisfare l'equazione di Eulero-Lagrange per D, ovvero

0 =
d

dt
(η + tdβ, η + tdβ)|t=0 = 2(η, dβ) = 2(d∗η, β) ∀β ∈ Ωp−1(M) (4.1)

Questa implica che d∗η = 0. Siccome ovviamente dη = 0, si ha che η sarà
armonica.

Per iniziare, dobbiamo considerare lo spazio delle forme L2 e non quello
delle forme di classe C∞. Infatti se vogliamo minimizzare la norma L2

abbiamo bisogno di uno spazio completo rispetto alla convergenza L2. Inoltre
avremo anche bisogno degli spazi di Sobolev.

De�niamo su Ωp(M) un nuovo prodotto scalare

((ω, ω)) := (dω, dω) + (d∗ω, d∗ω) + (ω, ω)

e la relativa norma
∥ω∥ := ((ω, ω))

1
2 . (4.2)

Consideriamo la chiusura dello spazio Ωp(M) rispetto a questa nuova norma
e denotiamo il relativo spazio di Hilbert con H1,2

p (M), o anche con H1,2(M)
quando p è chiaro dal contesto.

Ad esempio, nel caso Euclideo, siano V ⊂ Rd un aperto e f : V → Rn

un'applicazione di�erenziabile. La norma di Sobolev Euclidea è data da

∥f∥
H1,2

eucl.
(V )

:=
(∫

V
f · f +

∫
V

∂f

∂xi
· ∂f
∂xi

) 1
2
,

dove · indica il prodotto scalare Euclideo.
Utilizzando carte su M e carte �brate su Λp(M), abbiamo che per ogni

x ∈M esistono un intorno aperto U e un di�eomor�smo

ϕ : Λp(M)|U → V × Rn,

con V aperto di Rd, n =
(
d
p

)
dimensione delle �bre su Λp(M), tali che la �bra

su x ∈ U viene mandata in una �bra {π(ϕ(x))} × Rn, con π : V × Rn → V
proiezione sul primo fattore.
Per il seguente Lemma possiamo far coincidere gli spazi di Sobolev de�niti
dalle norme ∥·∥H1,2(M) e ∥·∥

H1,2
eucl.

(V )
. Per la dimostrazione rimandiamo a [1,

Sez. 3.4]

Lemma 4.2.1. Per ogni U ′ ⋐ U , le norme ∥ω∥H1,2(U ′) e ∥ϕ(ω)∥
H1,2

eucl.
(V ′),

con V = π(ϕ(U ′)), sono equivalenti.
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Possiamo quindi utilizzare i risultati sugli spazi di Sobolev Euclidei nel
caso Riemanniano. Tra questi, in particolare abbiamo il Teorema di com-
pattezza di Rellich (dal teorema 2.1.8 e corollario 2.1.4):

Lemma 4.2.2. Sia (ωm)n∈N ⊂ H1,2(M) limitata, ovvero

∥ωn∥H1,2(M) ≤ K.

Allora (ωn) ammette una sottosuccessione convergente, nella norma L2

(∥·∥L2(M) = (·, ·)
1
2 ), ad una forma ω ∈ H1,2(M).

Corollario 4.2.1. Esiste una costante c, che dipende solo dalla metrica

Riemanniana su M , tale che, per ogni forma chiusa β ortogonale al nucleo

di d∗,
(β, β) ≤ c(d∗β, d∗β).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista una successione di forme
chiuse βn ortogonali al nucleo di d∗, tale che

(βn, βn) ≥ n(d∗βn, d
∗βn). (4.3)

De�niamo
λn := (βn, βn)

− 1
2 .

Allora
1 = (λnβn, λnβn) ≥ n(d∗(λnβn), d

∗(λnβn)). (4.4)

Questa implica che, siccome dβn=0,

∥λnβn∥H1,2 ≤ 1 +
1

n
.

Allora, per il Lemma 4.2.2, λnβn, a meno di una sottosuccessione, converge
in L2 a una forma ψ. Per la relazione (4.4), d∗(λnβn) → 0 in L2. Ciò implica
che d∗ψ = 0, infatti: per ogni ϕ ∈ Ωp(M)

0 = lim
n→∞

(d∗(λnβn), ϕ) = lim
n→∞

(λnβn, dϕ) == (ψ, dϕ) = (d∗ψ, ϕ)

e quindi d∗ψ = 0. In modo simile si dimostra che, se dβn = 0 per ogni n,
allora dψ = 0.

Ora, siccome d∗ψ = 0 e βn è ortogonale al nucleo di d∗,

(ψ, λnβn) = 0.

Ma d'altra parte, siccome (λnβn, λnβn) = 1 e λnβn → ψ in L2,

lim
n→∞

(ψ, λnβn) = 1.

Abbiamo ottenuto una contraddizione e quindi la (4.3) è impossibile.
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Possiamo ora completare la dimostrazione del Teorema 4.2.1.

Dimostrazione esistenza. Sia (ωn)n∈N una successione minimizzante perD(ω)
all'interno della classe [ω0], ossia

ωn = ω0 + dαn

D(ωn) → k := inf
ω=ω0+dα

D(ω) .

Senza perdita di generalità possiamo considerare ωn tale che

(ωn, ωn) = D(ωn) ≤ k + 1.

Allora, a meno di una sottosuccessione, ωn converge debolmente a una certa
ω. Inoltre, per ogni ϕ ∈ Ωp(M) tale che d∗ϕ = 0, abbiamo

(ωn − ω0, ϕ) = (dαn, ϕ) = (αn, d
∗ϕ) = 0,

e quindi
(ω − ω0, ϕ) = 0 (4.5)

ovvero ω − ω0 è debolmente esatta.
Poniamo ora

η := ω − ω0.

De�niamo un funzionale lineare su d∗(Ωp(M)) ponendo

l(d∗ϕ) := (η, ϕ).

l è ben de�nito: infatti se d∗ϕ1 = d∗ϕ2, per la (4.5) abbiamo

l(d∗ϕ1 − d∗ϕ2) = (η, ϕ1 − ϕ2) = 0

e quindi
l(d∗ϕ1) = l(d∗ϕ2).

Mostriamo che è anche limitato. Siano ϕ ∈ Ωp(M), π(ϕ) la proiezione
ortogonale di ϕ sul nucleo di d∗ e poniamo ψ := ϕ−π(ϕ). Quindi d∗ψ = d∗ϕ.

Allora
l(d∗ϕ) = l(d∗ψ) = (η, ψ).

Siccome ψ è ortogonale al nucleo di d∗, per il Corollario 4.2.1 abbiamo che

∥ψ∥L2 ≤ c∥d∗ψ∥L2 = c∥d∗ϕ∥L2

e quindi
|l(d∗ϕ)| ≤ c∥η∥L2∥d∗ϕ∥L2 .

Possiamo estendere l alla chiusura nella norma L2 di d∗(Ωp(M)). Per il
Teorema di rappresentazione di Riesz ogni funzionale lineare limitato su uno
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spazio di Hilbert può essere rappresentato da un unico elemento dello spazio
stesso tramite il prodotto scalare. Quindi esiste α tale che

(α, d∗ϕ) = (η, ϕ) ∀ϕ ∈ Ωp(M) .

Allora abbiamo che debolmente

dα = η.

Quindi la forma ω = ω0 + η, limite debole della successione minimizzante
per D, appartiene alla chiusura L2 della classe [ω0], ovvero allo spazio delle
forme ω per cui esiste α tale che

(α, d∗ϕ) = (ω − ω0, ϕ) ∀ϕ ∈ Ωp(M).

Mostriamo che ω realizza l'infD. Sia ωn = ω0 + dαn debolmente, ossia

(αn, d
∗ϕ) = (ωn − ω0, ϕ) ∀ϕ ∈ Ωp(M),

de�niamo come prima degli operatori

ln(d
∗ϕ) := (αn, d

∗ϕ).

Calcolando le stime come prima, abbiamo che i funzionali lineari ln conver-
gono a un funzionale l, rappresentato ancora da una forma α. Siccome D
è debolmente semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza debole,
allora ωn ⇁ ω implica che

k ≤ D(ω) ≤ lim inf
n→∞

D(ωn) = k,

e quindi
D(ω) = k.

Inoltre, dall'equazione di Eulero-Lagrange (4.1), ricaviamo

(ω, dβ) = 0 ∀β ∈ Ωp−1(M), (4.6)

ovvero ω è debolmente armonica.
Ora vogliamo utilizzare il teorema di regolarità per concludere che la solu-

zione sia di�erenziabile. Se nella (4.6) potessimo porre β = d∗ω, integrando
per parti, otterremmo che

(d∗ω, d∗ω) = 0 ,

e quindi d∗ω = 0. Le derivate di ordine maggiore si annullerebbero anch'esse
e quindi per il Teorema di embedding di Sobolev (teorema 2.1.7 e corollario
2.1.3) avremmo ω di classe C∞. Tuttavia non possiamo fare la sostituzione
β = d∗ω se non sappiamo che la derivata dd∗ω esiste. Possiamo ovviare a
questo problema seguendo il metodo descritto in [1, p.150 e A.2]. In questo
modo otteniamo la regolarità e completiamo la dimostrazione.
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Vediamo alcune applicazioni di questo teorema, a partire dal seguente
corollario, conosciuto anche col nome di Teorema di decomposizione di Hodge.

Corollario 4.2.2 (Hodge). Siano Bp la chiusura L2 di

{dα : α ∈ Ωp−1(M)},

e B∗
p la chiusura L2 di

{d∗β : β ∈ Ωp+1(M)}.

Allora lo spazio di Hilbert L2
p(M) delle p-forme al quadrato sommabili am-

mette la seguente decomposizione ortogonale

L2
p(M) = Bp ⊕B∗

p ⊕Hp (4.7)

dove Hp := B⊥
p ∩B∗⊥

p è lo spazio delle p-forme armoniche.

Dimostrazione. Siccome d2 = 0, allora (dα, d∗β) = (d2α, β) = 0: ciò implica
che gli spazi Bp e B∗

p sono ortogonali tra di loro. Otteniamo quindi la
seguente decomposizione ortogonale

L2
p(M) = Bp ⊕B∗

p ⊕ (B⊥
p ∩B∗⊥

p ).

Inoltre, se ω è una forma di�erenziale (ω, dα) = (d∗ω, α), e allora abbiamo
che ω ∈ Ωp(M) è contenuta in B⊥

p se e solo se d∗ω = 0. Analogamente,

ω ∈ Ωp(M) appartiene a B∗⊥
p se e solo se dω = 0. Di conseguenza, ω ∈

Ωp(M) è contenuta in B⊥
p ∩ B∗⊥

p se e solo se è armonica. Ora, questo è
valido per una forma di�erenziale ω, ma come osservato nella dimostrazione
del teorema 4.2.1, se ω ∈ L2(M) e ∀α, β di�erenziali si ha che (ω, dα) = 0 =
(w, d∗β) allora ω stessa è di�erenziale e armonica. Con ciò la dimostrazione
è conclusa.

Corollario 4.2.3. Sia M una varietà di�erenziabile compatta. Allora ogni

gruppo di coomologia Hp
dR(M) (0 ≤ p ≤ d := dimM) ha dimensione �nita.

Dimostrazione. Ricordiamo che per il teorema 1.4.1 possiamo introdurre una
metrica Riemanniana su M . Per il teorema di Hodge 4.2.1 ogni classe di
coomologia può essere rappresentata da una forma armonica rispetto a questa
metrica. Supponiamo ora per assurdo che Hp(M) abbia dimensione in�nita.
Allora esisterà una successione ortonormale di forme armoniche (ηn)n∈N ⊂
Hp(M), ovvero

(ηn, ηm) = δnm per n,m ∈ N. (4.8)

Essendo le ηn armoniche, dηn = 0 = d∗ηn. Allora per il teorema di Rellich
del lemma 4.2.2, a meno di una sottosuccessione,(ηn) converge in L

2 ad una
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certa η.
Tuttavia ciò è in contrasto con la (4.8), perchè quest'ultima implica che

∥ηn − ηm∥ ≥ 1 ∀n ̸= m

e quindi (ηn) non è una successione di Cauchy in L2. Questa contraddizione
implica la �nitezza dimensionale.

Ora consideriamo una varietà di�erenziabile M compatta e orientata di
dimensione d. De�niamo un'applicazione bilineare

Hp
dR(M)×Hd−p

dR (M) → R

ponendo

(ω, η) 7→
∫
M
ω ∧ η (4.9)

per due rappresentanti ω, η nelle relative classi di coomologia. Mostriamo
che è e�ettivamente ben de�nita, ovvero che dipende solo dalle classi di
coomologia e non dai loro rappresentanti. Siano ω e ω′ coomologhe, ovvero
esiste una (p− 1)-forma α tale che ω′ = ω + dα; allora∫

M
ω′ ∧ η =

∫
M
(ω + dα) ∧ η =

=

∫
M
ω ∧ η +

∫
M
d(α ∧ η) =

=

∫
M
ω ∧ η,

avendo usato il fatto che η è chiusa e il teorema di Stokes. Quindi la (4.9)
dipende solo dalla classe di coomologia di ω. In modo analogo si dimostra
per la classe di η.

Ricordiamo ora un risultato di algebra lineare. Siano V,W spazi vettoriali
reali di dimensione �nita e sia

(·, ·) : V ×W → R

bilineare e non degenere, nel senso che per ogni v ∈ V, v ̸= 0, esiste w ∈ W
tale che (v, w) ̸= 0, e viceversa. Allora V può essere identi�cato con lo spazio
duale W ∗ di W , e W può essere identicato con V ∗. Allora possiamo de�nire
le due applicazioni lineari iniettive

i1 : V →W ∗ con i1(v)(w) := (v, w),

i2 :W → V ∗ con i2(w)(v) := (v, w).

Quindi V e W devono essere della stessa dimensione, e i1 e i2 sono isomor-
�smi.
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Teorema 4.2.2. Sia M una varietà di�erenziabile compatta e orientata di

dimensione d. La forma bilineare (4.9) è non degenere e quindi Hp
dR(M) è

isomorfo a (Hd−p
dR (M))∗.

Dimostrazione. Per ogni classe di coomologia non banale in Hp(M) rappre-
sentata da una certa ω (ovvero dω = 0 ma non vale ω = dα per nessuna
(p − 1)-forma α), dobbiamo trovare una classe di coomologia in Hd−p(M),
rappresentata da una certa η, tale che∫

M
ω ∧ η ̸= 0.

Per fare ciò introduciamo una metrica Riemannianana suM (possiamo farlo
ancora per il teorema 1.4.1), e per il teorema di Hodge 4.2.1 possiamo con-
siderare ω armonica (rispetto alla metrica introdotta). Per il corollario 3.4.2
abbiamo che anche ∗ω è armonica. Ora∫

M
ω ∧ ∗ω = (ω, ω) ̸= 0

perchè ω non è identicamente nulla. Quindi ∗ω è un rappresentante della
classe di coomologia in Hd−p(M) con la proprietà cercata. Allora la forma
bilineare è non degenere e i due spazi sono isomor�.

De�nizione 4.2.1. Il p-esimo gruppo di omologia Hp(M) di una varietà

di�erenziabile M compatta è (Hp
dR(M))∗. Il p-esimo numero di Betti di M

è bp(M) := dimHp(M).

Tramite questa de�nizione il teorema 4.2.2 si può riformulare dicendo che

Hp(M) ∼= Hd−p
dR (M)

ed è conosciuto anche col nome di Teorema di dualità di Poincaré.

Corollario 4.2.4. Sia M una varietà di�erenziabile compatta e orientata di

dimensione d. Allora
Hd

dR(M) ∼= R (4.10)

e

bp(M) = bd−p(M) per 0 ≤ p ≤ d. (4.11)

Dimostrazione. Per il corollario 3.4.1 e il teorema di Hodge 4.2.1,

H0
dR(M) ∼= R.

Applicando il teorema 4.2.2 si mostrano le (4.10) e (4.11).
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4.3 Dimostrazione tramite �usso del calore

In questa sezione presentiamo una dimostrazione alternativa del Teorema
4.2.1, basata sulla risoluzione di un'equazione lineare alle derivate parziali
parabolica, la cosiddetta equazione del calore, secondo il metodo del �usso
del calore . L'idea di base è quella di considerare le p-forme dipendenti, non
solo dalla posizione x sulla varietà M , ma anche da un'altra variabile "tem-
porale" t ∈ [0,∞), e di sostituire l'equazione ellittica relativa all'operatore di
Laplace-Beltrami con una equazione parabolica, da risolvere per un �ssato
valore iniziale all'istante t = 0. Vogliamo cioè risolvere l'equazione del calore

∂β(x, t)

∂t
+∆β(x, t) = 0 (4.12)

β(x, 0) = β0(x) (4.13)

con β0 p-forma nella classe di coomologia considerata. Intuitivamente, l'o-
peratore ∆ rappresenta una sorta di gradiente per il funzionale (β, β) da
minimizzare, e il �usso descritto dall'equazione parabolica (4.12) avviene
nella direzione del gradiente negativo del funzionale da minimizzare, ipotiz-
zando che ci conduca ad un minimo per t→ ∞.
Procederemo quindi mostrando che la (4.12) può essere risolta in modo unico
per ogni t positivo (esistenza globale o nel lungo periodo) e che, per t→ ∞,
la soluzione β(x, t) converge ad una p-forma armonica nella stessa classe di
coomologia.

La (4.12) è un equazione di�erenziale parabolica lineare (o, meglio, un
sistema di equazioni di�erenziali lineari, visto che, a parte casi banali, la
dimensione delle �bre Λp è maggiore di 1) e quindi l'esistenza e l'esistenza
globale delle soluzioni derivano dalla teoria delle equazioni di�erenziali pa-
raboliche lineari.
L'esistenza al tempo �nito, o esistenza locale, è data (si veda, ad esempio,
in [3]) dal seguente

Lemma 4.3.1. Sia β0 ∈ Ωp di classe C2,α per qualche 0 < α < 1. Allora,

per un certo ϵ > 0, l'equazione (4.12) ammette una soluzione β(x, t) per

0 ≤ t < ϵ, e anche questa soluzione è di classe C2,α.

Per dimostrare anche l'esistenza globale, consideriamo la norma L2

∥β(·, t)∥2 = (β, β) =

∫
M
β(x, t) ∧ ∗β(x, t)

e l'energia

E(β(·, t)) := 1

2
∥dβ(·, t)∥2 + 1

2
∥d∗β(·, t)∥2 = 1

2
(dβ, dβ) +

1

2
(d∗β, d∗β).

Osserviamo che (∥β(·, t)∥2 + 2E(β(·, t)))1/2 è la norma di Sobolev di β(·, t)
introdotta in (4.2).
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Il lemma seguente ci dice che ∥β(·, t)∥2 è una funzione decrescente e
convessa rispetto al parametro t.

Lemma 4.3.2.

d

dt
∥β(·, t)∥2 ≤ 0 (4.14)

d2

dt2
∥β(·, t)∥2 ≥ 0 (4.15)

d

dt
E(β(·, t)) ≤ 0 . (4.16)

Dimostrazione.

d

dt
∥β(·, t)∥2 = 2(

∂

∂t
β(·, t), β(·, t)) =

= −2(∆β(·, t), β(·, t)) =
= −2(dβ(·, t), dβ(·, t))− 2(d∗β(·, t), d∗β(·, t)) =
= −4E(β(·, t)) ≤ 0 . (4.17)

d

dt
E(β(·, t)) = (d

∂

∂t
β(·, t), dβ(·, t)) + (d∗

∂

∂t
β(·, t), d∗β(·, t)) =

= (
∂

∂t
β(·, t), δβ(·, t)) =

= −(
∂

∂t
β(·, t), ∂

∂t
β(·, t)) ≤ 0 .

Da quest'ultima e dalla (4.17) segue in modo ovvio la (4.15).

La (4.14) implica, in particolare, che se β(x, 0) = 0, allora β(x, t) = 0,∀t
per cui la soluzione esiste. Questo implica che

Corollario 4.3.1. Le soluzioni dell'equazione (4.12) sono uniche (se β1(x, t)
e β2(x, t) sono soluzioni di (4.12) per 0 ≤ t ≤ T con gli stessi valori iniziali,

ovvero β1(x, 0) = β2(x, 0), allora coincidono per ogni 0 ≤ t ≤ T ) e inoltre

soddisfano una proprietà di semigruppo: se β(·, t) risolve la (4.12), allora

β(·, t+s) = βs(·, t), con βs(·, t) soluzione di (4.12) al valore iniziale βs(·, 0) =
β(·, s).

Abbiamo inoltre un risultato sulla stabilità:

Corollario 4.3.2. Sia β(x, t, s) una famiglia di soluzioni di (4.12) con una

dipendenza di�erenziabile dal parametro s ∈ R. Allora

d

dt
∥ ∂
∂s
β(·, t, s)∥2 ≤ 0 . (4.18)

Dimostrazione. Ovviamente ∂
∂sβ(x, t, s) risolve la (4.12). La (4.18) allora

segue immediatamente dalla (4.14).
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Avremo anche bisogno delle seguenti stime a priori:

Lemma 4.3.3. Una soluzione β(x, t) della (4.12), de�nita per 0 ≤ t ≤ T ,
con valore iniziale β0(x) ∈ L2(M), soddisfa, per τ ≤ t ≤ T, ∀τ > 0, delle
stime a priori del tipo

∥β(·, t)∥C2,α(M) + ∥ ∂
∂t
β(·, t)∥C0,α(M) ≤ c1 , (4.19)

con c1 costante che dipende solo da ∥β0∥L2(M), τ e dalla geometria di M , e

non dalla particolare soluzione β(x, t).

Dimostrazione. La (4.14) implica che

∥β(·, t)∥L2(M) ≤ ∥β0∥L2(M).

Se nella (4.18) poniamo s = t, otteniamo che ∥ ∂
∂tβ(·, t)∥L2(M) è non crescente

rispetto a t. Il risultato di regolarità segue dalle stime di Schauder del
Teorema 2.2.6 e dalla relazione (2.9).

Osservazione

Una conseguenza importante di questo lemma è che dalle stime possiamo
dedurre dei risultati di convergenza. Infatti il teorema di Ascoli-Arzela
[2, Cap.5] implica che una successione (fn) limitata nello spazio di Höl-
der C0,α(M), con 0 < α < 1, ammette una sottosuccessione convergente in
C0,α′

(M), con α′ < α.
Ne consegue ora l'esistenza globale delle soluzioni:

Corollario 4.3.3. Sia β0 ∈ C2,α per 0 < α < 1. Allora la soluzione della

(4.12) con valore iniziale β0 esiste per ogni t ≥ 0.

Dimostrazione. Per il Lemma 4.3.1 di esistenza locale, la soluzione β(x, t)
esiste in un intervallo temporale positivo 0 ≤ t < ϵ. Quando esiste in un
intervallo 0 ≤ t ≤ T , per t → T , allora per il Lemma 4.3.3, β(x, t) converge
a una forma β(x, T ) in C2,α′

per 0 < α′ < α.Ma allora per la proprietà di
semigruppo del Corollario 4.3.1 e applicando ancora l'esistenza locale, la so-
luzione può essere prolungata ad un intervallo che si estende oltre T , ovvero
esiste per 0 ≤ t < T + ϵ. Quindi l'intervallo di esistenza è contemporanea-
mente aperto e chiuso, ed essendo non vuoto coincide con l'intera semiretta
reale.

In�ne veri�chiamo il comportamento asintotico delle soluzioni per t →
∞.
Con ciò avremo dimostrato il seguente
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Teorema 4.3.1 (Milgram-Rosenbloom). Sia β0(x) una p-forma su M di

classe C2,α, per 0 < α < 1. Allora esiste un'unica soluzione dell'equazione

∂β(x, t)

∂t
+∆β(x, t) = 0 ∀t ∈ [0,∞) (4.20)

con β(x, 0) = β0(x). (4.21)

Per t→ ∞, β(·, t) converge in C2,α ad una forma armonica Hβ.
Se β0 è chiusa, ovvero dβ0 = 0, allora ogni forma β(·, t) è anch'essa chiusa,

dβ(·, t) = 0. Inoltre, sempre in questo caso, se ω è una (d − p)-forma co-

chiusa, cioè d∗ω = 0, allora
∫
M β(x, t) ∧ ω(x) non dipende da t, e si ha che∫

M Hβ(x) ∧ ω(x) =
∫
M β0(x) ∧ ω(x).

All'interno di questo teorema rientra anche il teorema di Hodge e di
conseguenza ne fornisce una dimostrazione alternativa.

Dimostrazione. Abbiamo già mostrato l'esistenza e unicità nei Corollari 4.3.3
e 4.3.1. Vediamo la convergenza della soluzione ad una forma armonica.
Siccome E(β(·, t)) ≥ 0, la (4.14) implica che deve esistere una sucessione
tn → ∞ tale che

∥ ∂
∂t
β(·, tn)∥ → 0. (4.22)

Il controllo sulle norme del Lemma 4.3.3 applicato a ∂
∂tβ(·, tn) ci garantisce

che ∂
∂tβ(·, tn) è limitata in C2,α e quindi convergente (sempre a meno di una

sottosuccessione) a 0 in qualche spazio di Hölder C2,α′
, 0 < α′ < α. Allora

anche ∆β(·, tn) = − ∂
∂tβ(·, tn) converge a 0 in C2,α′

, ovvero β(·, tn) converge
in C2,α′

ad una forma armonica Hβ. Se poniamo

β1(x, t) := β(x, t)−Hβ(x)

allora anche β1(x, t) risolve la (4.20). Applicando nuovamente la (4.22) e la
(4.14) abbiamo che

∥β(·, t)−Hβ(·)∥ → 0

per t→ ∞, e quindi, per il Lemma 4.3.3, β(x, t) converge a Hβ in C2,α′
.

Siccome, come si veri�ca facilmente, la derivata esterna d commuta con
∆ e con ∂

∂t , se β(x, t) risolve la (4.20), allora anche dβ(x, t) la risolve. Allora,
usando ancora la (4.14), se dβ0 = 0, anche dβ(·, t) = 0.

Se inoltre d∗ω = 0, allora

∂

∂t

∫
M
β(x, t) ∧ ω(x) = −

∫
M

∆β(x, t) ∧ ω(x) =

= −
∫
M
dd∗β(x, t) ∧ ω(x) = −

∫
M
d∗β(x, t) ∧ d∗ω(x) = 0,

e quindi l'integrale
∫
M β(x, t) ∧ ω(x) non dipende da t.
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Il metodo del �usso del calore inoltre ci consente di perfezionare i risultati
del teorema 4.3.1. Vale infatti il seguente lemma sulla convergenza della
soluzione.

Lemma 4.3.4. Nelle ipotesi del teorema 4.3.1, la soluzione β(x, t) dell'e-

quazione (4.12) converge esponenzialmente alla forma armonica Hβ0(x),
ovvero

∥β(·, t)−Hβ0(·)∥ ≤ ce−λt, (4.23)

con c, λ costanti positive e λ non dipende da β.

Dimostrazione. Per t > 0, cerchiamo una forma β con ∥β∥ = 1, Hβ = 0 tale
che per la soluzione β(x, t) della (4.12) ai valori iniziali β(x, 0) = β(x) si
abbia ∥β(·, t)∥ massimale.
Per il teorema 2.2.6, anche la norma C1,α di β(·, t) è limitata da ∥β(x, 0)∥ e
perciò il massimo viene raggiunto. Sia b(t) questo valore massimo. Siccome
Hβ = 0, nella disuguaglianza (4.14) vale il minore stretto, e quindi b(t) < 1.
La proprietà di semigruppo del corollario 4.3.1 allora implica che

b(nt) ≤ b(t)n ∀n ∈ N,

e da questa
b(t) ≤ e−λt per qualche λ > 0.

Di conseguenza, per una generica β(x, 0) ∈ L2 otteniamo la (4.23).

Mostriamo in�ne il seguente teorema sulla risolubilità di PDE.

Teorema 4.3.2. L'equazione

∆ν = η, (4.24)

con η p-forma di classe L2, è risolvibile se e solo se

(η, ω) = 0 ∀ω tale che ∆ω = 0. (4.25)

La soluzione è unica a meno dell'aggiunta di una forma armonica.

Inoltre, lo spazio delle p-forme di classe L2 ammette la decomposizione

Ωp
L2(M) = ker∆⊕ Im∆ (4.26)

(osserviamo che il primo addendo, ker∆, ha dimensione �nita).

Dimostrazione. Consideriamo

∂

∂t
µ+∆µ = η

µ(·, 0) = µ0.
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Poniamo
Ttµ0 = β(·, t)

per la soluzione di

∂

∂t
β +∆β = 0

β(·, 0) = µ0.

Abbiamo allora

µ(x, t) = Ttµ0 +

∫ t

0
Tt−sη(x)ds = Ttµ0(x) +

∫ t

0
Tsη(x)ds,

perchè η non dipende da t. Per la convergenza esponenziale in (4.23) abbiamo

∥Tsη −Hη∥ ≤ ce−λs

per una costante c, da cui

∥µ− tHη − Ttµ0∥ ≤ c

∫ t

0
e−λsds.

Allora
ν(x) := lim

t→∞
(µ(x, t)− tHη(x))

esiste, sia in L2 che in C2,α, secondo le solite stime. Siccome ∆Hη = 0,
otteniamo che ( ∂

∂t
+∆

)
(µ(x, t)− tHη(x)) = η(x)−Hη(x).

Perciò
∆ν = η −Hη.

Questo implica la risolubilità della (4.24) sotto la condizione (4.25), perchè
η−Hη è la proiezione ortogonale sul complemento L2-ortogonale del nucleo
di ∆.
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Introduzione

Teorema di Hodge
Sia M una varietà Riemanniana compatta orientata. Allora ogni classe di
coomologia in Hp(M) (0 ≤ p ≤ n = dim M) contiene una ed una sola
forma armonica.
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Flusso del calore

Metodo del flusso del calore
L’obiettivo è risolvere l’equazione del calore

∂β(x , t)
∂t + ∆β(x , t) = 0

β(x , 0) = β0(x) t ∈ [0, ∞)

con x posizione sulla varietà e t rappresenta la variabile temporale.
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Nozioni fondamentali

Varietà Riemanniane
Forme differenziali
Operatore di Laplace-Beltrami
Spazi di coomologia di de Rham
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Varietà Riemanniane

Varietà Riemanniana
Una varietà Riemanniana (M, g) è una varietà differenziabile M dotata di
una metrica Riemanniana g , ovvero un prodotto scalare su ognuno degli
spazi tangenti TxM che dipende in modo differenziabile dal punto base x .

gij = g
( ∂

∂x i ,
∂

∂x j

)
i , j = 1, . . . n

Se v , w ∈ TxM e localmente v = v i ∂
∂x i , w = w j ∂

∂x j

⟨v , w⟩ := gijv iw j
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Spazio cotangente

Spazio cotangente
Lo spazio duale dello spazio tangente TxM è detto spazio cotangente di M
nel punto x e denotato con T ∗

x M

T ∗
x M := (TxM)∗ = {α : TxM → R lineari}

Sia T ∗M il fibrato cotangente su M le cui fibre sono gli spazi cotangenti di
M. Le sezioni di T ∗M sono dette 1-forme.

Se ω = ωidx i , η = ηjdx j ∈ T ∗
x M

⟨ω, η⟩ = g ijωiηj

con (g ij) inversa della matrice (gij)
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Forme differenziali

Sia
Λp(T ∗

x M) := T ∗
x M ∧ · · · ∧ T ∗

x M︸ ︷︷ ︸
p volte

l’algebra esterna generata dal prodotto esterno ∧.
Sia

ω ∈ Λp(T ∗
x M)

Allora
ω = ωi1...ip dx i1 ∧ · · · ∧ dx ip

con 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n e tale che:

dx i ∧ dx j = −dx j ∧ dx i

ωij = −ωji
dx i ∧ dx i = 0
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Forme differenziali

Il fibrato vettoriale su M con fibre Λp(T ∗
x M) su x è denotato con Λp(M).

Forme differenziali
Lo spazio delle sezioni di Λp(M) è denotato con Ωp(M). Gli elementi di
Ωp(M) sono detti p-forme differenziali.

Se ω ∈ Ωp(M)
ω = ωi1...ip dx i1 ∧ · · · ∧ dx ip

con le ωi1...ip di classe C∞.
Per p = 0 una 0-forma è una funzione differenziabile f : M → R
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Forme differenziali

Differenziale esterno
Operatore di Hodge
Prodotto L2

Operatore aggiunto d∗

Operatore di Laplace-Beltrami ∆
Forme armoniche
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Differenziale esterno

Differenziale esterno
Il differenziale esterno, o derivata esterna, è l’applicazione lineare

d : Ωp(M) → Ωp+1(M)

così definita: se ω = fdx i1 ∧ · · · ∧ dx ip , poniamo

dω = ∂f
∂x j dx j ∧ dx i1 ∧ · · · ∧ dx ip .

Una delle sue proprietà fondamentali è la seguente:

d ◦ d = 0
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Operatore di Hodge

Su Λp(T ∗
x M) definiamo, per v1, . . . , vp, w1, . . . , wp ∈ Λ1(T ∗

x M)

⟨v1 ∧ · · · ∧ vp, w1 ∧ · · · ∧ wp⟩ = det(⟨vi , wj⟩)

Se e1, . . . , en è b.o.n. di T ∗
x (M), allora gli elementi

ei1 ∧ · · · ∧ eip con 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ n

formano una b.o.n di Λp(T ∗
x M).
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Operatore di Hodge

Operatore ∗ di Hodge
Definiamo l’operatore lineare ∗ (star) di Hodge

∗ : Λp(T ∗
x M) → Λn−p(T ∗

x M)

ponendo
∗ (ei1 ∧ · · · ∧ eip ) = ej1 ∧ · · · ∧ ejn−p ,

con j1, . . . , jn−p scelti in modo che ei1 , . . . , eip , ej1 , . . . , ejn−p sia una base
positiva di T ∗

x M.

In modo analogo si definisce sulle sezioni

∗ : Ωp(M) → Ωn−p(M)
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Operatore di Hodge

Proprietà principali:
forma volume: ∗(1) =

√
det(gij)dx1 ∧ · · · ∧ dxn

Vol(M) :=
∫

M ∗(1)
∗∗ = (−1)p(n−p) : Ωp(M) → Ωp(M)
v , w ∈ Ωp(M) ⇒ ⟨v , w⟩ = ∗(w ∧ ∗v) = ∗(v ∧ ∗w)
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Prodotto L2

Siano ora α, β ∈ Ωp(M)

Prodotto L2

Definiamo il prodotto scalare L2

(α, β) :=
∫

M
⟨α, β⟩ ∗ (1) =

∫
M

α ∧ ∗β

Definiamo anche la norma L2

∥α∥ := (α, α)
1
2 .
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Operatore aggiunto d∗

Operatore d∗

L’operatore d∗ è l’operatore aggiunto dell’operatore d rispetto al prodotto
L2 (·, ·). Ovvero, se α ∈ Ωp−1(M), β ∈ Ωp(M),

(dα, β) = (α, d∗β);

Quindi d∗ : Ωp(M) → Ωp−1(M).

Una sua proprietà fondamentale è che

d∗ = (−1)n(p+1)+1 ∗ d∗

Vincenzo Farina Il Teorema di Hodge e il flusso del calore 21 Luglio 2022 15 / 37



Operatore di Laplace-Beltrami

Operatore ∆
L’operatore di Laplace-Beltrami ∆ su Ωp(M) è definito da

∆ = dd∗ + d∗d : Ωp(M) → Ωp(M).

Forma armonica
Una p-forma ω ∈ Ωp(M) è detta armonica se

∆ω = 0.
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Proprietà di ∆

∆ è autoaggiunto: (∆α, β) = (α, ∆β) ∀α, β ∈ Ωp(M)
∆α = 0 ⇐⇒ dα = 0 e d∗α = 0.

∗∆ = ∆∗
ω armonica ⇒ ∗ω armonica
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Esempio funzioni

Funzioni su Rn

Sia f : Rn → R una funzione differenziabile.

∆f = −
n∑

i=1

∂2f
(∂x i)2 = − div(grad f )

Funzioni su varietà Riemanniana
Sia f : M → R una funzione differenziabile su M.

∆f := − 1
√g

∂

∂x j

(√gg ij ∂f
∂x i

)
con g = det(gij)
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∆ nello spazio Euclideo

Consideriamo una p-forma

ω = ωi1...ip dx i1 ∧ · · · ∧ dx ip 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ n ,

definita su un aperto di Rn. Allora:

∆ω = d∗dω + dd∗ω = −
n∑

m=1

∂2ωi1...ip
(∂xm)2 dx i1 ∧ · · · ∧ dx ip
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Spazi di coomologia di de Rham

Forme chiuse
Una p−forma α ∈ Ωp(M) è detta chiusa se dα = 0.

Zp(M) := ker(d : Ωp(M) → Ωp+1(M))

Forme esatte
Una p−forma α ∈ Ωp(M) è detta esatta se esiste una (p − 1)−forma
η ∈ Ωp−1(M) tale che dη = α.

Bp(M) := Im(d : Ωp−1(M) → Ωp(M))

Zp(M) e Bp(M) sono sottospazi di Ωp(M) tali che

Bp(M) ⊂ Zp(M)
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Spazi di coomologia di de Rham

Spazi di coomologia di de Rham
Lo spazio quoziente

Hp(M) := Zp(M)
Bp(M)

è detto p-esimo spazio, o gruppo, di coomologia di de Rham di M.

Classi di coomologia
Se ω ∈ Ωp(M) è chiusa, denotiamo la classe di ω con [ω] ∈ Hp(M). Due
forme chiuse α, β ∈ Ωp(M) vengono dette coomologhe se la p−forma
α − β è esatta, ovvero

[α] = [β] ⇐⇒ ∃η ∈ Ωp−1(M) tale che α − β = dη.
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Il Teorema di Hodge

Teorema di Hodge
Sia M una varietà Riemanniana compatta orientata. Allora ogni classe di
coomologia in Hp(M) (0 ≤ p ≤ n = dim M) contiene una ed una sola
forma armonica.
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Il Teorema di Milgram-Rosembloom

Teorema di Milgram-Rosembloom
Sia β0(x) una p-forma su M di classe C2,α, per 0 < α < 1. Allora esiste
un’unica soluzione dell’equazione

∂β(x , t)
∂t + ∆β(x , t) = 0 ∀t ∈ [0, ∞)

con β(x , 0) = β0(x).

Per t → ∞, β(·, t) converge in C2,α ad una forma armonica Hβ.
Se β0 è chiusa, ovvero dβ0 = 0, allora ogni forma β(·, t) è anch’essa
chiusa, dβ(·, t) = 0. Inoltre, sempre in questo caso, se ω è una
(d − p)-forma cochiusa, cioè d∗ω = 0, allora

∫
M β(x , t) ∧ ω(x) non

dipende da t, e si ha che
∫

M Hβ(x) ∧ ω(x) =
∫

M β0(x) ∧ ω(x).
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Spazi di Hölder

Siano D ⊂ R, f : D → R, 0 < α ≤ 1

Hölder-continuità
f è detta Hölder-continua, f ∈ C0,α(D), se per ogni intevallo chiuso
limitato I ⊂ D esiste c tale che

|f (x) − f (y)| ≤ c|x − y |α, ∀x , y ∈ I

Hölder-derivabilità
Sia k ∈ N,

f ∈ Ck,α(D) se f ∈ Ck(D) e f (k) ∈ C0,α(D)
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Schema della dimostrazione

Esistenza locale
Unicità
Stime
Esistenza globale
Convergenza
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Esistenza locale

Lemma di esistenza locale
Sia β0 ∈ Ωp di classe C2,α per qualche 0 < α < 1. Allora, per un certo
ϵ > 0, l’equazione

∂β(x , t)
∂t + ∆β(x , t) = 0 ∀t ∈ [0, ∞)

con β(x , 0) = β0(x).

ammette una soluzione β(x , t) per 0 ≤ t < ϵ, e anche questa soluzione è
di classe C2,α.
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Unicità
Ricordiamo la norma L2

∥β(·, t)∥2 = (β, β) =
∫

M
β(x , t) ∧ ∗β(x , t)

e definiamo l’energia

E (β(·, t)) := 1
2∥dβ(·, t)∥2 + 1

2∥d∗β(·, t)∥2 = 1
2(dβ, dβ) + 1

2(d∗β, d∗β)

Lemma di decrescenza

d
dt ∥β(·, t)∥2 ≤ 0

d2

dt2 ∥β(·, t)∥2 ≥ 0

d
dt E (β(·, t)) ≤ 0 .
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Unicità

Corollario di unicità
Le soluzioni dell’equazione sono uniche (se β1(x , t) e β2(x , t) sono
soluzioni per 0 ≤ t ≤ T con gli stessi valori iniziali, ovvero
β1(x , 0) = β2(x , 0), allora coincidono per ogni 0 ≤ t ≤ T ) e inoltre
soddisfano una proprietà di semigruppo: se β(·, t) risolve l’equazione,
allora β(·, t + s) = βs(·, t), con βs(·, t) soluzione al valore iniziale
βs(·, 0) = β(·, s).
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Stime

Lemma sulle stime di Schauder
Una soluzione β(x , t), definita per 0 ≤ t ≤ T , con valore iniziale
β0(x) ∈ L2(M), soddisfa, per τ ≤ t ≤ T , ∀τ > 0, delle stime a priori del
tipo

∥β(·, t)∥C2,α(M) + ∥ ∂

∂t β(·, t)∥C0,α(M) ≤ c1

con c1 costante che dipende solo da ∥β0∥L2(M), τ e dalla geometria di M,
e non dalla particolare soluzione β(x , t).

Per il Teorema di Ascoli-Arzela una successione (fn) limitata nello spazio di
Hölder C0,α(M), con 0 < α < 1, ammette una sottosuccessione
convergente in C0,α′(M), con α′ < α.
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Esistenza globale

Corollario di esistenza globale
Sia β0 ∈ C2,α per 0 < α < 1. Allora la soluzione dell’equazione con valore
iniziale β0 esiste per ogni t ≥ 0
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Dimostrazione del Teorema di Milgram-Rosembloom

Esistenza, locale e globale, e unicità nei rispettivi Lemmi e Corollari.
Verifichiamo il comportamento asintotico delle soluzioni per t → ∞.
Siccome E (β(·, t)) ≥ 0, per il Lemma di decrescenza deve esistere una
successione tn → ∞ tale che

∥ ∂

∂t β(·, tn)∥ → 0.

Il controllo sulle norme del Lemma sulle stime ci garantisce che ∂
∂t β(·, tn) è

limitata in C2,α e quindi convergente,a meno di una sottosuccessione, a 0
in qualche spazio di Hölder C2,α′

, 0 < α′ < α. Allora anche

∆β(·, tn) = − ∂

∂t β(·, tn) −→ 0 in C2,α′

ovvero β(·, tn) converge in C2,α′ ad una forma armonica Hβ.
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Dimostrazione del Teorema di Milgram-Rosembloom

Se poniamo
β1(x , t) := β(x , t) − Hβ(x)

allora anche β1(x , t) risolve l’equazione iniziale. Applicando nuovamente la
decrescenza abbiamo che

∥β(·, t) − Hβ(·)∥ → 0

per t → ∞, e quindi, per il Lemma sulle stime, β(x , t) converge a Hβ in
C2,α.
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Dimostrazione del Teorema di Milgram-Rosembloom

Dal momento che la derivata esterna d commuta con ∆ e con ∂
∂t , se

β(x , t) risolve l’equazione

∂β(x , t)
∂t + ∆β(x , t) = 0

con β(x , 0) = β0(x).

allora anche dβ(x , t) la risolve. Allora, usando ancora la decrescenza, se
dβ0 = 0, anche dβ(·, t) = 0.
Se inoltre d∗ω = 0, allora

∂

∂t

∫
M

β(x , t) ∧ ω(x) = −
∫

M
∆β(x , t) ∧ ω(x) =

= −
∫

M
dd∗β(x , t) ∧ ω(x) = −

∫
M

d∗β(x , t) ∧ d∗ω(x) = 0,

e quindi l’integrale
∫

M β(x , t) ∧ ω(x) non dipende da t.
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Alcune applicazioni del Teorema di Hodge

Teorema
L’equazione

∆ν = η,

con η p-forma di classe L2, è risolvibile se e solo se

(η, ω) = 0 ∀ω tale che ∆ω = 0.

La soluzione è unica a meno dell’aggiunta di una forma armonica.
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Alcune applicazioni del Teorema di Hodge

Teorema di decomposizione di Hodge
Siano Bp la chiusura L2 di {dα : α ∈ Ωp−1(M)}
B∗

p la chiusura L2 di {d∗β : β ∈ Ωp+1(M)}.
Allora lo spazio di Hilbert L2

p(M) delle p-forme al quadrato sommabili
ammette la seguente decomposizione ortogonale

L2
p(M) = Bp ⊕ B∗

p ⊕ Hp

dove Hp := B⊥
p ∩ B∗⊥

p è lo spazio delle p-forme armoniche.
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Alcune applicazioni del Teorema di Hodge

Gruppi di omologia e dualità di Poincaré
Il p-esimo gruppo di omologia Hp(M) di una varietà differenziabile M di
dimensione n compatta è Hp(M)∗.

Hp(M) ∼= Hp(M)∗ ∼= Hn−p(M)
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Grazie per
l’attenzione
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