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Capitolo 1

Gl integrali di Borwein

1.1 Introduzione

Lo scopo di questa tesi é descrivere gli integrali di Borwein. Useremo questi
integrali per fornire esempi di formule valide per tutti i numeri naturali minori
o uguali ad un numero n scelto arbitrariamente, ma che sono false per ogni
numero intero maggiore di n.

Definizione 1.1.1 Siano g(z) e f(z) due funzioni. La funzione f(x) si dice
O(g(x)) in x = xo se:

f ()

lim ——< =1 con |l € R.
T—r X0 g(aj)

1.2 Uso degli integrali di Borwein

sin ax

Si dice integrale di Borwein[1][3] un integrale che coinvolge prodotti di =52
Consideriamo adesso, al fine di capire 'importanza degli integrali di Borwein,
la seguente successione di numeri ay , con k € N, cosi definita:

1

100k +1°

Allora si puo vedere che, dato un qualsiasi m € N tale che m < 10%®, ho:

/ H sin(asz) dr = =
0 pg T 2

1



Tuttavia, nonostante si possa pensare tale proprieta valga, visto il grande
numero raggiunto, per ogni n € N, si trova che per n = 10%® si ha:

o N .
sin(agx s
/ H sin(ayx) dr # — .
0 g KT 2
Tale risultato ¢ dovuto alla seguente proprieta, che in questa tesi ci propo-

niamo di dimostrare.

Teorema 1.2.1 Si consideri una sequenza ag, Gy, ..., a, di numer: tali che
valgano le sequenti proprieta:

a. ag>ay > ... >a, >0.
b. ap>ar+ ... +a; Vi<n—1, ma ap<ai+ ... +ay.

Allora si ha che Ym =0, ..., n — 1 vale:

/mﬁwdx:l_ (1.1)
0 g kT 2ag

Mentre .
o sin(ax s
/ II sinfacr) £ — (1.2)
0y T 2ag
Posto a, = m si ottiene esattamente quanto visto in precedenza. Infatti,

avendo definito ay in questo modo, ho che ag = 1 = la condizione é verificata
Vm € N tale che:

e 1
>0 T1 <!
=1 0T

Per via del significato geometrico dell’integrale ho:

i; </m;dm—iln(100m+l)
~~ 1005 +1 ~ J, 100z+1 "~ 100 '

7j=1
Quindi si ha:
Zm: ! <1 se ! In(100m +1) < 1
— 1005 + 1 100 '

Jj=1



Cioé otteniamo che la Formula 1.2.1 vale Vm tali che 100m +1 < €!%, quindi
VYm tali che 100m + 1 < 10%°, cioé tali che m < 1038.

Allora, se dimostrassimo il Teorema 1.2.1, avremmo mostrato che la pro-
prieta vale Vm € N tali che m< 10%® ma non per numeri naturali maggiori.
Ovviamente, scegliendo opportuni ay, si possono trovare propieta valide per
n € N arbitrariamente grandi.

1.3 Trasformazione dell’integrale con l'integra-
zione per parti

1.3.1 Premesse al calcolo dell’integrale

Allo scopo di dimostrare il Teorema 1.2.1 cerchiamo di scrivere in modo piu
conveniente gli integrali (1.1) e (1.2) per poterli calcolare piu facilmente. Per
farlo definiamo: .
Cu(x) = Hsin(akx), Vn € N.
k=0

Allo scopo di risolvere gli integrali applicheremo ripetutamente 'integrazione
per parti. Prima di farlo, tuttavia, osserviamo che sin(ax) = azx + O(z?).
Usando ci6 posso scrivere:

m

Ch(z) = H sin(agz) = (apz+0(2?)) - - (24+0(2*)) = (ag - - - @)™ T +O (2™ F3) .

k=0

Da questo risultato si puo notare che la funzione C,,(z) ha uno zero di ordine
m+1 in x=0.

1.3.2 Calcolo degli integrali di Borwein per parti

Definito ci6 possiamo riscrivere le formule (1.1) e (1.2) come segue:

00 - d
/ Mdm:gal...aﬂw Vmgn_l
0

Im—s—l

/ Cn(2) dw#zal---an.
0 2

.CL’TH—l




Usando quanto visto nel paragrafo precedente possiamo calcolare gli integrali
per parti ottenendo:

[Cale) Ol L[ Gule)

xm—i—l max™

Cyn(z) € un prodotto di funzioni limitate e quindi & una funzione limitata,
allora, avendo lim,_,oc ——== = 0. ho che lim,_,o. —— C,,(2) = 0, inoltre,

avendo C,(z) uno 0 di on;éine m-+1 in x=0, ho che fi?nx_m —#Cm(x) =0.
Quindi:

- Cn@)i = 0.
/OO Cn(2) dx:i/oowd:c. (1.3)

Applichiamo nuovamente I'integrazione per parti all'integrale a secondo mem-
bro ottenendo:

[ g Gl e L [,

xm (m—1)zm-1 m—1 xm—1

Eseguendo ragionamenti analoghi a quelli sopra ho che , essendo C! (x) limi-
tata e xm%l infinitesima per x tendente a 0o, lim, —m Cl(r)=0
mentre, essendo x=0 uno zero di ordine m+1 per C,,(z) quindi x=0 & uno
zero di ordine m per C/, (z). Dunque:

lim——"—— =0.
20 (m—1)zm—1 0

Da ¢i6é ho che:

[l g L[,
0 0

zm m—1 gm—1

E quindi sostituendo nella (1.3) abbiamo:

/ Cm(2) dr = ! / () dz .
o amtl m(m—1) J, am!

Iterando troveré:

/Ooo @) o L /OOO (@) 4, (1.4)

gmtl m! T



1.4 Calcolo esplicito di Cy,(z) e Co(z) ai fini
del calcolo dell’integrale di Borwein

1.4.1 Calcolo di C,,(x)

Per calcolare esplicitamente I'integrale (1.4) é necessario ottenere in maniera
esplicita il valore di C\" (x). Per fare ci6 é utile esprimere C),(x) in modo
piu conveniente tramite 1'uso delle formule di Eulero, tramite le quali ho che:

sin(agpr) = — ("% — 71T

21

1 . .
cos(apx) = 5 (e'® 4 g7ty

Noto ci6 possiamo scrivere Cy,(x) :

Cm(x) = HZ;() Sin(ak$> : (gi)znﬂ(emox - elimox) H;nzl(emkx - éiiakx) =
— 1 (ezaoaz Hzlzl(ezak:c _ e—zakx) — g taow H’I;’ZZI(ezakx _ 6—zakx)) .

(20)m+1
(1.5)
Ora studiamo separatamente i due prodotti tra parentesi nella (1.5)
m
glao (emkzr . 6—zakz) — ezaoz(ezalw o e—zalx) . (6zamz o e—zamax) )
k=1

Si pud notare che esso sia la somma di tutti i possibili addendi del tipo:
eiaol’(ieﬂ:ialx) . (:tezl:iamx) ] (16)

Allora ogni possibile scelta di segni ¢ data da una m-upla v = (v, -+ , ) €
{—1,1}" e conseguentemente possiamo esprimere ogni addendo del tipo (1.6)
come:

1a0x 1a1x 1aAmT\ __ i(ap+a +--+a x
€O<’)/1€71 1)___(,Yme’ymm)_,>/1___7me(o 171 mYm) .

Per semplicita di notazione denotiamo per ogni v = (71, ,¥m) €:

by=ao+aiyi+ -+ amYm N €& =Y Ym-

m

elaox H(eiakaz _ e—iakx) _ Z €7€ib7x ) (17)

k=1 ye{-1,1}m



Analogamente 'altro termine della (1.5) é:

m

e_iaox (eiakx i e—iakx) _ Z E,yeii)yx ) (18)
k=1 ye{-1,1}m
Dove: -
by = —ap+ a1+ + QpYm -

Osserviamo che:

by

I
[
—
Q
o
|
S
—
-2
=
|
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3
~—
|
o
2
—~
—_
Ne)
SN~—

&= Ym = (—1)"e_,. (1.10)
Inserendo la (1.9) e la (1.10) nella (1.8) otteniamo:

Ovviamente al variare di 7 in tutto {—1, 1} anche - varia in tutto {—1,1}" =
possiamo scrivere:

6*1'0«055 H(eiakg@ B e—iakx) _ Z (_1>m6767ib7x ) (1.11)
k=1

ye{-11}™

Mettendo assieme (1.11) e (1.7) abbiamo che la (1.5) puo essere riscritta

come:
1

Cn(z) = @iyt Y€ = (=)me ).

ye{-1,1}m

Ora, al fine di poter ottenere ’espressione di C,, (), distinguiamo 2 casi: m
pari e m dispari. Per m pari si ha:

e — (—1)mem " = e — o= = 9jsin(byx) .

Conseguentemente, posto m=2k, ho:

1 by m —ibyx
W—mﬂf‘?w(eb” — (=)me ) = —




Allora otteniamo che per m pari possiamo scrivere:

1 1 .
Co(z) = o (C1)F Z €, sin(byz) . (1.12)
76{_171}m
Se invece m fosse dispari avrei:

6ib—ya: . (_1)m€—ib7x — eib.\,x + e—ib.yx — 2COS(bfYI') )

Posto m=2k+1:

1 ibyx m —ibyx 1
(2i)—m+1 Efy(e v — (—1) e ) = 2_m m COS(bfy.T) .
Di conseguenza ho che per m dispari posso scrivere:
1 1
Cm(l') = 2_m W Z €y COS(b,yI') . (113)

’Ye{_lvl}m

1.4.2 Calcolo di C\"(z)

A questo punto usiamo (1.12) e (1.13) per calcolare Cr(nm)(x). Supponiamo m
sia pari e usando la (1.12) otteniamo:

Cr(x) = (_2:3 Z €yb, cos(b,x) .

76{7171}m
(—1)k+
Cr(x) = S Z e b2 sin(bx) .
76{_171}m
(_1)k+1
C¥(z) = o Z eyb? cos(byx) .
76{_171}m
(_1)k+2
CW(z) = o Z Ewbi sin(b,x) .
76{_171}m
Iterando otteniamo che in generale abbiamo, se m pari:
' (_1)k+j )
07(712])(1') e 2—m Z Efybz/] Sin(b,yl') . (114)
76{71’1}m

7



(2j+1) (=) 2j+1
Cym(x) = om Z ;07" cos(by) .

ye{-1,1}m

In modo analogo, usando la (1.13), per m dispari si ha:

24) (=) 2
CR) = g D b coslbya).
76{_171}m
‘ —1)kti+2 .
o = L S .

’YE{_LI}m
In particolare, dovendo calcolare la derivata m-esima, ho che se ¢ m pari
userd la (1.14), mentre se m ¢ dispari userd la (1.15). In entrambi i casi si
ottera:

CoMl(w) = — Y ebsin(byz). (1.16)
’76{_111}771

Che possiamo sostituire nell’integrale da calcolare.

1.5 Calcolo dell’integrale di Borwein

Per concludere la dimostrazione del teorema 1.2.1 inseriamo la (1.16) nell’in-
tegrale (1.4) ottenendo:

* Cp(x) 1 1 o [ sin(byx)
/0 o dx:—Q—m Z E'Yb’Y/O — = dz. (1.17)

Per completare i calcoli useremo il fatto che|2]:

/ sin(x) dp —
0 x

E che dato be R in generale si avra:

o0 : b
/ sin(bz) dx = sgn(b)z :
0 2

T

b 3

In quanto se b>0:

/ sm(bx)dx :/ Sln(bx)dbm _T
0 0 2

T bx

8



E se b<0 e posto y=bx

| = [T — - [T =) 7.

x Y

Inserendo questo nella (1.17) otteniamo:

*rsin(az) 1 B 17 "
/0 ,H)de—/o g C’m(x)dx—EZ—m§ Z ;07 sgn(b,) .

76{_111}7”
(1.18)
Per calcolare l'integrale e dimostrare (1.1) e (1.2) dobbiamo stimare la quan-

tita
> e blsgn(b,) (1.19)
ye{-1,13™
Nei 2 casim <n—1em=—n.
Nel caso m < n — 1 l'ipotesi é che a9 > a; + -+ + a,, e quindi che
ag — ay — -+ — a,, > 0 allora Vy = (1, ,7m) € {—1,1}™ si deve avere
necessariamente

by :=ao+ a1+ +Ymam > ap—a; — - —apy > 0.
Allora sgn(b,) = 1Vm < n — 1 allora la (1.19) diventa:
D b
ve{-1,1}™

Allo scopo di calcolare questa quantita usiamo una procedura analoga a quel-
la usata per esprimere C,,(z), infatti usando la (1.7) e ponendo una variabile
ausiliaria t al posto di ix, otteniamo la formula:

m

eaot H(eakt _ e—akt) — Z G,yeb“/t . (120)

k=1 ye{—1,1}m
Usiamo lo sviluppo in serie di Taylor di e”:
e =1+x+0(z?).
Allora si ha:

et —e—apt = 1+ agt + O(t?) — (1 — ay, + O(?)) = 2axt + O(t?) .

9



E possiamo riscrivere la (1.20) come:

i 1 1
(1+ao+0(t)) | [ art+O(t?)) > 67(1—b7t+§b§t2+. : .+%b;"tm+0(tm+1)) .
k=1 ye{-11}m ' '
(1.21)

Poiché il primo membro di tale uguaglianza, per via della produttoria, ¢ un
O(t™) e quindi si ha che tutti i coefficienti di 1,t,--- ,#™ ! a secondo membro
sono nulli, mentre per il termine ™ la (1.21) ci da:

H D el
k=1 VE{ Lipm

Ossia
m

> e =mi2n [ ax. (1.22)

76{_171}7” k=1

Che é esattamente 1'uguaglianza che volevamo ottenere, infatti sostituendo
nella (1.18) si ottiene:

> L sin(ag) 1 1
——dr = — — =2"'m! . 1.23
/0 ,EO e 1= rgm g2 L (123)

E dividendo entrambi i membri per ag - - - a,, si ottiene la (1.1):

m .
/°° H sin(agz) g s
——dr = —.
ayT 2a
0 =g Tk 0

Per dimostrare la (1.2) notiamo che, in una sequenza con le proprieta data
nel Teorema 1.2.1 e con by = ag +y1a1 + - - - + Ypay, vale chiaramente b, < 0
se v =(—1,---,—1) ma per qualsiasi altra n-upla b, > 0

Infatti Vj = 1,--- ,n ho che 2a; > a, di conseguenza a; > a, — a; ¢
usando ci6 si trova:

a1+a2+---+an_1 >a1+---+aj_1—aj+aj+1+---+an.
Che combinata con la proprieta b del Teorema 1.2.1 ci dice che:

ao>a1+---+aj_1—aj+aj+1+---+an.

10



g — Ay —+++—Qj—1 +aj — Qjy1 — - —ap > 0.

Che ci dice che by > 0 se almeno una delle componenti della n-upla v é 1.
Allora denotando vy = (—1,---,—1) si ha sgn(b,,)=1 e sgn(b,)=1 per ogni
7 diverso da vy. Quindi possiamo scrivere la (1.18) come:

> Y sin(ag) 1 1 N N
/0 IH) T dx ﬁ 2—n 5 Z E'yb,y — 2670b'¥0 .

Ed essendo per definizione €,, = (—1)" ho che:
/ H sin(ayx) e
U

Usando la (1.22) possiamo scrivere:

o o sin(agx) T 1 1
SO g = T = = Ty
/o,g z 2!“’“ ol on 5 2D

Dividendo entrambi i membri per aga; - - - a,, otteniamo

I
o
S
(]
-]
Q)
2
—
=23
|
DO
T
—
~—
3
—
23

> [ sin(ag) T 1 1 7 (ay+-+a,—a)" T
[T g, L L b
0 g Wk 2a9 n! 27 2 ag - 2a

Che dimostra la (1.2)

11
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Introduzione

Gli integrali
di Borwein
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Relatore:
Andrea Loi

Obiettivo

Lo scopo di questa tesi é descrivere gli integrali di Borwein.
Useremo questi integrali per fornire esempi di formule valide per
tutti i numeri naturali minori o uguali ad un numero # scelto
arbitrariamente, ma che sono false per ogni numero intero
maggiore di f.

Introduzione




Introduzione

Gli integrali
di Borwein

Valerio
Bianco.

Relatore:
Andrea Loi

Introduzione Deﬁnizione

Siano g(x) e f(x) due funzioni. La funzione f(x) si dice O(g(x))
in x = Xxp se:
f(x)

lim —< =1/ con | eR.
X—)Xog(X)




Uso e definizione degli integrali di Borwein

Gli integrali
di Borwein

definizione

Definizione
degli

degli Si dice Integrale di Borwein un integrale che coinvolge prodotti
|ntegra.1|| di . sin(akx)
Borwein dl —

aky



Uso e definizione degli integrali di Borwein

Gli int li .
di Borwen |l Osservazione

Valerio Consideriamo la seguente successione di numeri a,, k € N, cosi

Bianco.

Relatore: definita:

Andrea Loi 1
T 100k +1°
e e Si pu6 vedere che Ym € N tale che m < 1038, ho:

degli
integrali di

Borwein oo M Sin(akx) T
H — " dx = E .
aiX
0 k=0 °k

Ma dato n > 1038:

n

°° 11 sin(akx)
e

N



Uso e definizione degli integrali di Borwein

Gli integrali

di Borwein Teorema
Valerio o o o o o
Henee Sia considerata una sequenza ag, ai, ..., ap di numeri tali che

Relatore:

A e valgano le seguenti proprieta:

a. ag>ay > ... >ap>0.
Usoe b.ag>a+..+a Vj<n—-1 maa<a+ ..+an.

et Allora si ha che Vm =0, ..., n — 1 vale:

integrali di
/oo ﬁ sin(axx) J m 1)
—~dx=—.
0 oo kX 2ag

Borwein

Mentre

% o sin(akx) ot T
/0 kl;‘[) akx d 75230. (2)



Uso e definizione degli integrali di Borwein

Gli integrali
di Borwein

Valerio
Bianco.
Relatore:

Andrea Loi Osservazione

_ 1 . . .
P.osto 3 = To0k71 S ottiene esattamente quanto visto nelle
slide precedenti.

Uso e

j:g;;‘m”e ap = 1 allora la condizione é verificata Vm € N tale che:
integrali di
Borwein m
1
2 to0 71 < b
=

Quindi Vm € N tali che 100m + 1 < €190 = m < 1038



Dimostrazione della proprieta degli integrali di

Borwein

Gli integrali
di Borwein

Definizione

Valerio

Lhzs Ca(x) :=TTi_psin(akx) VneN.
Andrea Loi

Osservazione
sin(ax) = ax + O(x3).

Definizione

A Coo(x) =[] sin(aix) = (a0x + O(x?)) -+ (x + O(x?)) =
5:;‘;”“3 (30 . . am)xm-i-l + O(Xm+3) i

integrali di
Borwein

Osservazione

Vista I'equazione ottenuta possiamo notare che la funzione
Cm(x) ha uno zero di ordine m+1 in x=0.



Dimostrazione della proprieta degli integrali di
Borwein

Gli integrali
di Borwein

Valerio

Bianco. .
Tk Osservazione

Andrea Loi

Possiamo usare Cn,(x) e quanto appena visto per scrivere la (1)
come:

* Cml(x T
/0 X':;(Jrl)dx:ialu-amegn—l

e la (2) come:

Dimostrazione|
della

proprieta &) C (X) T
degli i g
/0 L dx;é2al an .

integrali di
Borwein



Dimostrazione della proprieta degli integrali di

Borwein

Gli integrali
di Borwein

Valerio

Bianco.
Relatore:

Andrea Loi .
Osservazione

Calcolando per parti I'integrale si ottiene, sfruttando il fatto che
Cm(x) ha uno 0 di ordine m+1 in x=0

© C 1 00 Cr(nm)
Dimostrazione] m(X) dX = — A dX . (3)
della o m! Jo X

proprieta
degli

integrali di
Borwein



Dimostrazione della proprieta degli integrali di

Borwein

Gli integrali
di Borwein

Vel Osservazione

Bianco.

Relatore: Calcoliamo Cp,(x). Usando la formula di Eulero posso scrivere:

Andrea Loi

1 . .
sin(akx) _ Z (elakX _ e—lakx) )

1 . .
cos(akx) = 5 (e"X 4 e™'akx),
Dimostrazione|

della Allora Cp,(x) € scrivibile come:

proprieta

degli
integrali di

m
Borwein laO H iagx iakx _ —lao | | iagx iakX))
i (2, m+1 '

k=1 k=1

m



Dimostrazione della proprieta degli integrali di

Borwein

Gli integrali
di Borwein

Valerio Osservazione
Bianco.

Relatore:

Andrea Loi Possiamo notare che il primo prodotto tra parentesi é la somma
di tutti i possibili addendi del tipo:

eiaox(ieiialx) - (j:eiiamx) . (4)

definito v = (1, ,Ym) € {—1,1}" e

(Ij);lrr;ostrazione b'y = ag 4k a1 + .o+ amYm A E’Y =71 Ym abbiamo:

proprieta
degli m
integrali di

Borwein eiaox H(eiakx o e—iakx) _ Z 6’yeibyx ) (5)

k=1 76{7171}"7



Dimostrazione della proprieta degli integrali di

Borwein

o pacera Osservazione

Vel Analogamente si trova, effettuando alcuni passaggi che il

Bianco. . L
N m— secondo termine é:

Andrea Loi

m
_Iao H iakx iakx) _ Z (—l)mfve_ib”X ) (6)
k=1 76{_171},”
Allora otteniamo per m pari
Dimostrazione|
della. ‘ 1 1 .
a;glair:;adi Cm(X) = 2—m (_1)k Z G»YSIn(b»YX) (7)
Borvgvein 76{_1’1}""
e per m dispari:
1 1
Cm(X) = 2—m W Z E»YCOS(bfYX) . (8)

’76{_171}m



Dimostrazione della proprieta degli integrali di
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Gli integrali
di Borwein

Valerio
Bianco.
Relatore:
Andrea Loi

Osservazione

Per finire calcoliamo C,(nm)(x). Per m pari derivando Cp,(x)
dalla (7) ho:

2 (1) B
)= Y eb¥sinbx).  (9)
. . ’Ye{_lzl}m
Dimostrazione|
della
proprieta k—+j
degli 2j+1 (—1) J i
Eggfvgv::: di Cr(nj )(X) = 2—m E 6yb§1+1 COS(bfy ) o

’Ye{_lvl}m



Dimostrazione della proprieta degli integrali di

Borwein

Gli integrali
di Borwein

Valerio
Bianco.

e Osservazione
ndrea Loi

Per m dispari derivando Cp,(x) dalla 8 ho:

. —1)kHi+1 :
¥ (x) = (—%m Z e b cos(byx) .
ye{-L1}m
Dimostrazione| Kt it
della . — 1)kttt . )
zzglaineta C,(,-,21+1)(X) — % Z E,Yb,z)/J+1 Sln(b,yX) . (10)
integrali di

Borwein ve{-1,1}7



Dimostrazione della proprieta degli integrali di
Borwein

Gli integrali
di Borwein

Valerio
Bianco.

Relatore: .

Andrea Loi Osservazione

Dovendo, in entrambi i casi, calcolare la derivata m-esima, ho
che se € m pari useré la (9), mentre se m ¢é dispari useré la
(10). In entrambi i casi si ottera:

A (m)yy = L 3 -
(Ij);lrr;ostramone Cm (X) = 2—m e,yb,'yn S|n(b»y ) (11)
5r0|lalrieté 76{_171},”

egli

integrali di

Borwein Che possiamo sostituire nell'integrale da calcolare.



Dimostrazione della proprieta degli integrali di

Borwein

o pacera Osservazione

Valerio Per concludere inseriamo la (11) nell'integrale (3) ottenendo:
Bianco.
Relatore:

Andrea Loi oo Cm(X) 1 1 m > sin(wa)

/0 el e ) DL /0 &

76{7171}m
(12)
Usando il fatto che dato be R ho:
imostrazione| S n b
dei / sin(bx) dx = sgn(b)
proprieta 0 X
degi
Boredin Otteniamo:
' o N .
sin(akx) 1 1«
/0 H T dx = m 2_m E Z ewb,'y"sgn(b,y) o
k=0 76{_171},"



Dimostrazione della proprieta degli integrali di
Borwein

o pacera Osservazione

Valerio Per calcolare I'integrale dobbiamo stimare la quantita
Bianco.
Relatore:

Al et Z evb'ngn(bW) . (14)

76{_1’1}"1

Nei 2 casim < n—1e m=n. esi vede che nel caso m< n—1
essa é

m

Dimostrazi E = ml2m

dé{r:s razione] E'Yb’}/ = ml2 H dk . (15)
k=1

proplrieté ’76{—1,1}’"

degli
integrali di . o -
Borwein sostituendolo nella (13) si ottiene:

> T sin(akx) 1 1 T,
—dx: Mml a 16
/0 kgo 2 . H «. (16)



Dimostrazione della proprieta degli integrali di
Borwein

Gli integrali .
di Borwein Osservazione

t Per dimostrare la (2) notiamo che b, < 0se y = (—1,---,—1)
e ma per qualsiasi altra n-upla b, > 0. Allora denotando
o = (—1,---,—1) si ha sgn(b,,)=-1 e sgn(b,)=1 per ogni

diverso da 7p. Quindi possiamo scrivere la (13) come:

o N
sin(akx) 117
/0 HTdX:mii Z 67bg—2670b30.
k=0 ’Ye{_l?l}m

Dimostrazione|
della
proprieta

degli Ed essendo per definizione €,, = (—1)" ho che:

integrali di
Borwein
co N .
sin(axx) 11
k=0 ye{-1,1}m
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Gli integrali
di Borwein

Valerio

Bianco.
Relatore:

Andrea Loi N
Osservazione

Usando gli stessi calcoli usati per la (16) ottengo per m=n:

/oolﬂ[sin(akx)dxzi_llz(al+...+an—ao)n#i‘
0 o KX 23 nl2"2 ap---an 2ag

Dimostrazione|
della
proprieta

degl Che dimostra la (2)

integrali di
Borwein
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Gli integrali
di Borwein

Grazie per
I'attenzione!
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