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Introduzione

Sia b € Rt U{+oo} e F :[0,b) — (0,+00) una funzione liscia strettamente
decrescente. 11 dominio di Hartogs Dp C C™ associato alla funzione F' é cosi
definito:

Dr = {(20,2) € C" | |z20]* < b, ||2]* < F(|20*)},
dove z = (21, -+, zn_1) e ||12]|? = |21 + - -+ + |2n_1]?
Al dominio Dp & naturalmente associata una forma di tipo (1,1) data da

1

(lz0?) = lI2[1>
zF’

Se la funzione £ ¢ strettamente decrescente per ogni z € [0,b) allora wr ¢ una

i —
= -001
WE 2880gF

forma di Ké&hler (vedi Proposizione 2.1.2). Conseguentemente la forma bilineare e

simmetrica gr definita da
wF(X7 Y) = gF(JXa Y)a

dove X e Y sono campi di vettori in Dg e J ¢ la struttura complessa di C™, & una
metrica riemanniana su Dp. Osserviamo che quando F(z) =1 —z, b = 1 allora
(Dp, gr) ¢ lo spazio iperbolico complesso CH", cio¢ la bolla unitaria in C" dotata
della metrica iperbolica. I domini di Hartogs sono interessanti sia dal punto di
vista matematico che fisico (si veda ad esempio [6], [9], [14], [15], [16], [17]).

In questa tesi viene studiata la geometria riemanniana dei domini di Hartogs
Dp dotati della metrica gr. In particolare vengono studiate le geodetiche e la
completezza di tali domini seguendo le idee sviluppate in [5|. La prima osservazione
sulle geodetiche di un dominio di Hartogs Df ¢ che quelle passanti per 'origine e
contenute nell’intersezione di Dp con il piano zg = 0 oppure con la retta complessa

z = 0 hanno il supporto contenuto in una retta. L’insieme di tali geodetiche &



stato denotato in questa tesi con S e una geodetica appartenente ad S & detta
speciale. Nel primo risultato sui domini di Hartogs di questa tesi (cfr. Teorema
2.2.1) viene fornita una caratterizzazione dello spazio iperbolico complesso tra i
domini di Hartogs in termini di geodetiche speciali. Piu precisamente si dimostra
che in un dominio di Hartogs D puo esistere una geodetica non speciale (passante
per l'origine) avente come supporto una retta solo se F' = 1 —z, o equivalentemente
solo se D é un aperto di CH™ e gr ¢ indotta dalla metrica iperbolica. Il secondo
risultato sui domini di Hartogs ¢ il Teorema 2.2.5 dove si dimostra (a) che le
geodetiche per 'origine di un dominio di Hartogs non si autointersecano e (b) che

la metrica gp € geodeticamente completa se e solo se

Vb zF\'

La prima parte del teorema precedente andrebbe confrontata con il risultato prin-
cipale di D’Atri e Zhao [7] che asserisce che le geodetiche di un dominio omogeneo
limitato dotato della metrica di Bergman non si autointersecano. Vale anche la
pena sottolineare che se un dominio di Hartogs Dp ¢ omogeneo (cioé il gruppo
dei biolomorfismi di Dp agisce transitivamente su Dp) allora ¢ olomorficamente
equivalente a B™, la palla unitaria in C™ (riferiamo il lettore al Teorema 6.11 in
[12]). I Teoremi 2.2.1 e 2.2.5 si basano sul Lemma 2.2.2 a pag.27 che permette
di ricondurre lo studio delle geodetiche di D a quelle della superficie totalmente

geodetica
M = Dpn{Im(z) =Im(z1) =2; =0, j=2,...,n—1},
di curvatura costante negativa.

La tesi é suddivisa in due capitoli. Nel primo vengono richiamati i concetti di
base delle varietd quasi complesse e complesse. Vengono inoltre definite le met-
riche hermitiane e di Kéhler. Il secondo capitolo é dedicato alla dimostrazione dei

risultati sopra menzionati riguardanti i domini di Hartogs.
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Capitolo 1

Varieta complesse e di Kahler

1.1 Strutture complesse e mappe olomorfe

1.1.1 Funzioni olomorfe

Una funzione F' : U C C — C definita da z = = + iy — f(x,y) + ig(z,y) &

detta olomorfa se soddisfa le equazioni di Cauchy-Riemann

of _ 9 of , 99

9z ~ oy e 3y + 9 0. (1.1)

Identifichiamo C con R? associando al numero complesso x + iy la coppia or-
dinata (z,y). Sia j 'endomorfismo di R? indotto dalla moltiplicazione per i in C.

Rispetto alla base canonica j ¢ espresso da
_ 0 -1
J= .
1 0
1l differenziale di F' visto come una mappa reale ¢ dato da
of  of
_ 0 0
or Oy
Teorema 1.1.1. La funzione F': C — C & olomorfa se e solo se jF, = Fij.
Dimostrazione. Si ha

_0g g of _of
_ 0. 0 _ o 0
F*‘( of ny) © F*‘(faz _£>

ox oy oy ox



1.1 Strutture complesse e mappe olomorfe

confrontando tra loro le due uguaglianze e tenendo conto delle (1.1) segue imme-

diatamente la tesi. O

Analogamente al caso unidimensionale, identifichiamo C™ con R?>™ tramite

(215 -y 2m) = (X1 + Y1y ooy T+ WYm) — (T1, oo, Ty YLy e -+ 5 Ym)s

Indichiamo con j,, 'endomorfismo corrispondente alla moltiplicazione per ¢ su C™:

. . O _Im
Jm I, O

Una funzione F' : U C C" — C™ ¢ olomorfa se e solo se il differenziale F, di F

visto come una mappa reale F : R?® — R?™ soddisfa j,, Fx = F.jp.

1.1.2 Varieta complesse

Una varieta complessa di dimensione m & uno spazio topologico M con un
ricoprimento aperto U tale che per ogni punto x € M esiste un aperto U C U che
lo contiene e un omeomorfismo ¢y : U — U cC C™, che per ogni U,V € U con

intersezione diversa dall’insieme vuoto, la mappa definita tra aperti di C™

puv = du o by

¢ olomorfa. Una coppia (U, ¢r7) ¢ detta carta e la famiglia di tutte le carte & detta

struttura olomorfa.

Esempio 1.1.2 (Lo spazio proiettivo complesso CP™). Sia ~ la relazione di
equivalenza su C™T — {0} definita da

(205 -y 2m) ~ (@z0,...,0zp) Vo € C*
Allora CP™ = w. Denotiamo la classe di equivalenza di (2o, ...,2m) con
[20 : -+ 2 2m]. Consideriamo il ricoprimento aperto {Ui}icqo,..m}y di CP™ definito
da
Ui={lz0: - zm]| 2 # 0}

e la mappa ¢; : Uy — C™

20 Zi—1 Zi+1 z
gbz([Z(]Zm]):(,, ! ,Z ,...,m>.




1.1 Strutture complesse e mappe olomorfe

Sia U; NU; # 0 e supponendo che j > i si ha

ey 5 PRI g e ey

1 w1 Wi—1 Wit wj 1 wjp Wi,
¢ZO¢] (wla”'uwm): 5. sy Ty T

che é chiaramente olomorfa. Il caso j <1 é del tutto analogo.

Una funzione F' : M — C é olomorfa se F' o (b(}l & olomorfa per ogni U € U.
Poiche le mappe di transizione sono olomorfe & sufficiente verificare che per ogni
x € M esiste una carta ¢y, con x € U, tale che F' o ¢y & olomorfa.

Introduciamo ora la struttura quasi complessa J, che almeno dal punto di vista
della geometria differenziale é la caratteristica pitt importante delle varieta comp-
lesse. J é un campo di endomorfismi del fibrato tangente definito come segue: sia

X eT,M e U € U contenente x allora

Ju(X) = (¢u): " 0 jn o (dv)«(X).

Se = & contenuto in qualche altro V € U allora ¢yy = ¢y o gf)&l é olomorfa, e

¢y = ¢vu o du, dunque
Jv(X) = (¢v): ' 0 im0 (v)(X) = (¢v)(X) = (dv)7 " ©.in © (v« © (d1)«(X)

= (¢v)x" 0 (v )s 0 jn 0 (90)+(X) = (¢0):" 0 jn 0 ($1)+(X) = Ju(X)

Pertanto la definizione di Jiy non dipende da U e la loro famiglia ¢ un tensore J

ben definito su M, con la proprieta che J? = —Id.

Definizione 1.1.3. Un tensore J di tipo (1,1) che soddisfa J*> = —Id prende
il nome di struttura quasi complessa. La coppia (M,J) é detta varietd quasi

complessa

In una varieta M la struttura complessa induce in modo naturale una struttura
quasi complessa J, sotto opportune ipotesi di integrabilita vale anche I'inverso (cfr.
Lemma 1.1.4).

1.1.3 1l fibrato tangente complessificato

Sia (M, J) una varieta quasi complessa. Al fine di diagonalizzare I’endomorfis-

mo J definiamo il fibrato tangente complessificato

TMC :=TM @ C = {X +iY|X,Y € TM}.



1.1 Strutture complesse e mappe olomorfe

Estendiamo tutti gli endomorfismi reali e gli operatori differenziali da TM a TMC
per C-linearita. Sia T1OM (rispettivamente T%!1 M) 'autofibrato di TMC relativo

all’auto valore i (rispettivamente —i).

Lemma 1.1.4. Valgono le sequenti uguaglianze:
1. TYWM = {X —iJX | X € TM}
2. TOM ={X +iJX|X € TM}
3. TM® =T & T% M

Dimostrazione. E immediato verificare che T''M > {X — iJX|X € TM} e
TO'M > {X +iJX|X € TM} dunque per dimostrare I'inclusione inversa ¢ suffi-
cience verificare che TM® = {X —iJX | X € TM} +{X +iJX|X € TM}. Sia
Z=V+iWeW = JW allora
1 — — 1 — =
= 5[(V -W)—iJ(V-W)|+ 5[(V + W) +iJ(V +W)].

Infine il fatto che 719 e T19 siano autofibrati relativi ad autovalori diversi ci
garantisce che la loro intersezione € costituita solo dalla sezione banale dunque
TMC & somma diretta di 710 e TO1M. O

Una distribuzione A ¢ detta integrabile se X, Y € A = [X,Y] € A. Enunciamo

il famoso teorema di Newlander-Niremberg

Teorema 1.1.5. Sia (M, J) una varieta quasi complessa. La struttura quasi com-
plessa J & indotta da una struttura olomorfa se e solo se la distribuzione TYOM &

integrabile

Dimostrazione. Dimostriamo solo che la condizione € necessaria, il lettore interes-
sato puo trovare in [2| una dimostrazione completa (alquanto complicata). Sup-
poniamo che J derivi da una struttura olomorfa su M. Sia (U, ¢y) una carta e
Za = X + 1Yo la a-esima componente di ¢y. Se {eq,..., e} denota la base
standard di R?™, allora per definizione

G =G0 e) e = (00 (emsa)

Osserviamo inoltre che jp,(eq) = €mta dunque



1.2 Forme olomorfe e campi di vettori

definiamo ora

i_l 9 .9 o _1(9 0
920 2 \Oza  Oya © 9za 2\0za oy )

Applicando il Lemma 1.1.4 vediamo subito che % e % sono sezioni locali di

TYOM e TO'M rispettivamente. Si osservi inoltre che costituiscono una base in

ogni punto di U. Siano V e W due sezioni di T M, se V ="V, ag eW =W, d
allora

IR R

S PR 0% G507
cioé [V, W] & una sezione locale di T%! M O

Definizione 1.1.6. Una struttura quasi complessa indotta da una struttura olo-

morfa & detta struttura complessa.

Osservazione 1.1.7. L’esistenza di cordinate locali che soddisfino la (1.2) & il
punto chiave per dimostrare che la condizione ¢ anche sufficiente. Supponiamo
infatti che esistano tali coordinate e siano Ueq,vVo un altro sistema di coordinate

locali che soddisfa

0 0
oo~ o
allora si ha:
o Oug 0 (%5
00 Z Oz 8u5 Z c%za 87)g (1.3)
e
0 8u5 81}5
Yo Z 8ya 8u5 Z 8ya Ovﬁ (14)

applicando J alla (1.3) e confrontandola con la (1.4) si ottiene:
Ous _ v, Oup __Ovg

0o Yo o O

dunque le funzioni di transizione sono olomorfe.

1.2 Forme olomorfe e campi di vettori

1.2.1 Fibrato esterno complessificato

Sia (M, J) una varieta quasi complessa. Definiamo il fibrato esterno complessi-

ficato AZ = A*M ®gr C. Le sezioni di AGM possono essere viste come forme a
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valori complessi oppure come somme formali w + i7, dove w e 7 sono forme reali
su M.
Definiamo i seguenti sottofibrati di A(ICM :

AYOM = {€ € ALM |€(Z) = 0VZ € TV M}

AMM = {e c ALM |£(Z) =0VZ € TVOM)Y

Le sezioni di questi sottofibrati sono dette rispettivamente forme di tipo (1,0)

oppure forme di tipo (0, 1).

Lemma 1.2.1. Valgono le sequenti uguaglianze:
1. AYOM ={w —iwo J|we A'M}
2. A%'M = {w+iwo J|w e A*M}
8. ALM = AYOM & A M

Dimostrazione. E facile vedere che AM°M > {w —iwo J|w € A'M} e A% M >
{w+iwo J|w € ALM}, per dimostrare I'inclusione inversa ¢ sufficiente far vedere
che ALM = {w —iwo J|w € A'M}+{w+iwoJ|w e A'M} Siac =w+ir e

sia v =710 J ! allora
, 1 , 1 .
w—f—’m’z5[(&)—1/)—Z(w—V)OJ]+§[(w+V)+Z(W+V)OJ]-

Resta da mostrare che AYYM N A% M = {0}. Sia w € AYOM N A% M allora per il
Lemma 1.1.4 si ha che w(X) =0 VX € TM dunque w = 0. O

Denotiamo 1’algebra esterna k-esima di A0 (rispettivamente A%!) con AF0
(rispettivamente A%*) e denotiamo AP/? il prodotto tensoriale AP°@A%4. 11 prodotto

esterno di una somma diretta di spazi vettoriali puod essere scritta come segue
AMEoF) =l NE® AF
Dunque applicando il Lemma 1.2.1
AEM = @y o APIM.

Le sezioni di AP4M sono dette forme del tipo (p,q). E immediato verificare che

w ¢ una sezione di A¥OM se e solo se Ziw = 0 qualunque Z € A%'M. Piu in
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generale una k-forma é una sezione di APYM se e solo se si annulla ogni volta che
¢ applicata a p + 1 vettori di AYOM oppure a ¢ + 1 vettori di A%

Se J & una struttura complessa, possiamo descrivere questi sottospazi in co-
ordinate locali. Sia z, = x4 + iy la a-esima coordinata di qualche ¢y, esten-
dendo per C-linearita la derivata esterna otteniamo dz, = dzx, + idy, € dZ, =
dxs — idys. Osservando che dy, = —dz, o J e applicando il lemma 1.2.1 si de-
duce che {dz1,...,dzn} e {dZ1,...,dZ,} sono una base locale rispettivamente per
AYOM e A%TM. Una base locale per AP9M ¢ data da

{dziy N Ndziy NdZgg N NdZg, i < -0 <, g1 <o+ < g}

Ad ogni struttura complessa J & associato il tensore N7 di tipo (2,1) chiamato

tensore di Nijenuis che & definito da
NY(X,Y)=[X,Y]+ J[JX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY] VX,Y € C*(TM).

Teorema 1.2.2. Sia J una struttura quasi complessa su M>™. Le sequenti affer-

mazioni sono equivalenti:

(a) J & una struttura complessa.

(b) T%! ¢ integrabile.

(c) dI'(AYOM) c T(A?OM @ AVIM)

(d) dD(APIM) C T(APTYOM @ APIHM) YO < p, g < m.
(e) N7 =0.

Dimostrazione. (a)<(b) E il teorema 1.1.5.

(b)&(c) Sia w una sezione di AMYM. Si osservi che per quanto detto prima dw €
A2OM @ AMM @ A%2M e che la componente in A%2M ¢ nulla se e solo se
dw(Z,W) =0VZ,W € T M. Estendiamo Z e W a sezioni locali di T%!M.

dw(Z,W) = Z(w(W)) = W(w(2)) - w([Z,W]) = —w([Z,W])

Dunque
dw(ZW)=0 < [Z,W]eT"" M
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I’equivalenza segue dalla arbitrarieta di Z e W.
(c)<(d) Supponiamo vera (c). Per coniugazione otteniamo immediatamente dI' (A% M) C
L(A%2M @ ABLM). Per concludere ¢ sufficiente scrivere ogni sezione di dT'(AP4M)
come somma di elementi della forma wy A -+ Aw, AT A -+ A7, dove w; € T(AMOM)
e 7; € T(A%1 M) e applicare la regola di Leibniz. L’implicazione inversa ¢ ovvia.
(b)e(e) Siano X, Y e I'(TM) e Z = [X +iJX,Y +iJY]. Sviluppando i calcoli &
facile vedere che
Z—iJZ=N'(X,Y)—-iJN’(X,Y)

dunque Z € T"'M < N7(X,Y) =0 O

1.2.2 Oggetti olomorfi su varietd complesse

In questo paragrafo con (M, J) intenderemo una varietd complessa di dimen-
sione complessa m. Il seguente lemma da una caratterizzazione delle funzioni olo-

morfe.

Lemma 1.2.3. Sia f : M — C una funzione liscia su M. Le sequenti affermazioni

sono equivalenti

(1) f é olomorfa.

(2) Z(f)=0 VZeT™M.

(3) df ¢ una forma di tipo (1,0)

Dimostrazione. (2)<(3) df € MM < df(Z) =0Z e T M < Z(f) =0 VZ ¢
TO1 M.

(1)<(3) La funzione f é olomorfa se e solo se fi o (¢p); ' 0 jm = ifs o (dv); ! per
ogni carta (U, ¢y), cioé fiJ = if.. Dall’ultima equazione si ricava che per ogni
vettore reale X, df (JX) = idf(X), equivalentemente idf (X + iJX) = 0, dunque
applicando la definizione segue che df € A% M. O

Usando il teorema 1.2.2 definiamo per ogni (p,q) fissato gli operatori 0 :
T(APAM) — T(APFLIM) e O : T(APAM) — T'(AP4TL M) imponendo d = 0 + 0.

Lemma 1.2.4. Valgono le sequenti identita:

9% =0, 9" =0, 90 + 90 = 0.
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Dimostrazione. Dal momento che dod = 0 si ha
0=d>=(+d)2=0%+0 + (90 + ).

Gli addendi dell’'ultimo termine appartengono a sottofibrati distinti allora, perché

l'uguaglianza sia soddisfatta, devono essere tutti identicamente nulli. O

Definizione 1.2.5. Un campo di vettori Z ¢& detto olomorfo se Z(f) é olomorfa

per ogni funzione olomorfa f. Una p-forma é detta olomorfa se Ow = 0.

Definizione 1.2.6. Un campo di vettori reale X ¢é detto reale olomorfo se il campo

X —iJX ¢& olomorfo.

Lemma 1.2.7. Sia X un campo di vettori reale su una varieta complessa (M,J).

Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
1. X é reale olomorfo.
2. LxJ =0.
3. 1l flusso di X consiste di biolomorfismi.

Dimostrazione. Sia pg il flusso di X. Ricordiamo che

d —
LxJ= T dt ((%Dt)*J)\t:O dove p.J =dpo Jo(dp) g

Quindi se vale la (3) si ha (¢¢)s«J = J e LxJ = 0. Supponiamo vera la (2) allora

0= (#s)«(LxJ) = Lo x(ps)]

Poiché un campo di vettori é invariante rispetto al suo flusso

d

d
(@s+t)jt=0 = %(WS)*J

d
(@@l = =

quindi (¢s)«J non dipende da s e
()] = (p0)sd = J.

Dimostriamo ora l'equivalenza tra (1) e (2).

folomorfa = (X +iJX)(f) =0 = (X —iJX)f =2X(f).
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Quindi X é reale olomorfo se e soltanto se
Y+iJY)(Xf)=0 < [Y+iJY,X]|f=0

per ogni campo di vettori Y e per ogni funzione f olomorfa. L’ultima equazione &

condizione necessaria e sufficiente perche [Y +iJY, X] sia di tipo (0, 1) cioe
0=[X,JY]|-JX,Y]=Lx(JY) - JLxY = LxJ(Y).
L’equivalenza segue dall’arbitrarieta di Y. O

Concludiamo il paragrafo con il seguente risultato.

Teorema 1.2.8 (i00 — Lemma). Sia w € AY*NA2M una forma reale di tipo (1,1)
su una varieta complessa M. Allora w & chiusa se e solo se per ogni punto x € M

esiste un intorno U tale che wyy = i00u per qualche funzione reale u definita in U.
Dimostrazione. Applicando il lemma 1.2.4 si ha
d(i0d) = i(d + 9) + 90 = i(9%*D — 99") = 0.

dunque la sufficienza ¢ dimostrata. Sia w una forma reale chiusa di tipo (1,1).
Per il Lemma di Poincaré esiste localmente una 1-forma 7 tale che dr = w. Sia
7 =710 4+ 701 la decomposizione di 7 in forme del tipo (1,0) e (0,1). Poiché 7 &

reale 710 = 70,1 Abbiamo
w=dr = 0r% + (0% 4 9710 + 9r10)

da cui si ricava 979! = 0 e w = (971 4+9719). 11 9-Lemma di Poincaré ci garantisce

l'esistenza locale di una funzione f per cui 7%! = 9f e 1'% = 9f. Dunque
w = (0% + 9110 = 90 f + 00 f = i9d(2Im(f))

e il teorema ¢ soddisfatto con v = 2Im(f).

1.3 Metriche hermitiane e kahleriane

1.3.1 Metriche hermitiane

Definizione 1.3.1. Una metrica hernitiana su una varieta quasi complessa (M, J)

e una metrica riemanniana h tale che

g(X,Y)=g(JX,JY) VXY €TM.
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La forma fondamentale w di una metrica hermitiana é definita da
w(X,Y):=g9(JX,Y) VX,Y € TM.
Osserviamo che w ¢ antisimmetrica:
w(V,X)=g(JY,X) = g(J?,JX) = —g(Y,JX) = g(JX,Y) = w(X,Y).

Su una varieta quasi complessa M esiste sempre una metrica hermitiana, infatti se
g ¢ una metrica riemanniana su M allora ¢(X,Y) = g(X,Y)+g(JX, JY) definisce
una metrica hermitiana su M.

L’estensione della metrica hermitiana per C-linerita a TMC soddisfa

g(ZW)=g(Z,W) VZ,WeTM"
9(Z2,2) >0  vZeTM® - {0}
g Z,W)=0 NYZ,W T M eVZ,W € TO'M

Siano 2, delle coordinate olomorfe su una varieta complessa hermitiana (M?™, J, h)

e indichiamo con h of 1 coefficienti del tensore metrico in queste coordinate locali:
g 0
h B = h s~ |-
@ 0zo 07zg

m
w=1Y h,gdza AdZg
a?/g

1) 19, 0 0 . 0 1) .
v (%aazﬁ) =h <*’aza’aZﬁ> = (aza’azQ = tha

1.3.2 Metriche di Kahler

Allora

Infatti

Sia (M?™, J,h) una varietad complessa hermitiana. Supponiamo che la forma

fondamentale w sia chiusa, allora per il i00-Lemma (cfr. 1.2.8) esiste una funzione

reale locale u per cui w = iddu, in coordinate locali si ha

B 0%u

h = )
B Dz, 0zp
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Definizione 1.3.2. Una metrica hermitiana h su una varieta quasi complessa

(M, J) ¢é detta di Kdhler se J & una struttura complessa e w é una forma chiusa:

N/ =0

h ¢ di Kdhler &
dw =20

Una funzione reale locale u tale che w = i00u e detta potenziale kihleriano della

metrica h.

E interessante studiare i legami tra la connessione Levi-Civita e le condizioni

di Kahler. Iniziamo vedendo quelli relativi al tensore di Nijenhuis.

Lemma 1.3.3. Sia h una metrica hermitiana su una metrica quasi complessa

(M, J) e sia V la connessione di Levi-Civita. Allora
J ¢ integrabile & (VxJ)(Y) = J(VxJ)(Y) VX, Y € TM. (1.5)

Dimostrazione. Fissiamo un punto z € M ed estendiamo localmente per paral-
lelismo X ed Y a campi di vettori su M. Scriviamo il tensore N” in termini della

connessione di Levi-Civita.
NY(X,Y)=[X, Y]+ J[JX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY] =
VxY - Vy X+ JV;xY - JVyJX +JVxJY - IV iy X -VixJY +V vy JX =
(J(VxD)Y = (Vyx )Y = (J(VyJ)X — (Vv J)X).

quindi se vale la (1.5) chiaramente N/ = 0. Viceversa supponiamo N7 = 0 oppure
equivalentemente (J(VxJ)Y — (VyxJ))Y = (VyyvJ)X) — (J(VyJ)X. Vorremo

mostrare che vale la (1.5) cioeé:
AX.Y.Z) = (J(Vx )Y — (VixJ)Y.Z) =0 YX.Y.Z € TMM.

Sappiamo che A(X,Y,Z) é simmetrica nelle prime due variabili, se dimostriamo

che ¢ antisimmetrica nelle ultime avremo concluso, infatti in tal caso
AX)Y,Z2)=-AY,Z,X)=A(Z,X,Y)=-AX,Y,Z) = A(X,Y,Z) = 0.
Per dimostrare che A(X,Y,Z) = A(X, Z,Y) osserviamo che

(a) 9(JX,Y) = —g(X,JY)
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() 9(Vx)(Y),2) = —g(Y,(VxJ)Z)
(C) JOVXJZ—V]OJ

La (a) e la (b) ci dicono che J e VxJ sono operatori antisimmetrici, mentre la (c)

ci dice che J e VxJ anticommutano. Dimostriamo la (b)
9(VxI)Y),2) = g(VxJY,Z) — g(JVxY,Z) =
Xg(JY,Z) = g(JY,VxZ) + g(VxY,JX) =
Xg(JY,Z)—g(JY,VxZ)+ Xg(Y,JZ) — g(Y,VxJZ) =
9(Y,IVxZ) = g(Y,VxJZ) = —g(Y,(VxJ)Z).
Dimostriamo ora la (c)
J(Vx)(Y) = J(VxJY — JVxY) = J(VxJY) + VxY
(Vx)(JY) = Vx(JY) = J(VxJY) = ~VxY — J(VxJY)
Dimostriamo A(X,Y,Z) = —A(X, Z,Y)
AX,Y, Z) = g(J(Vx )Y = (Vyx )Y, Z) =
9(J(Vx )Y, Z) = g(Vux )Y, Z) = g(Y,(VxJ)JZ) = g(Y,(VyxJ)Z) =

g(J(VXJ)Z, Y) - g((vJXJ)Z7Y> = _A(X7 Z7Y)'
0

Teorema 1.3.4. Sia h una metrica hermitiana su una varieta quasi complessa

(M,J) eV la connessione di Levi-Civita.
h é di Kihler < VJ=0

Dimostrazione. Se J ¢ parallelo rispetto V allora chiaramente N’ = 0 e J ¢

integrabile, inoltre w = g(J-, ) dunque Vw = 0 infatti
(V20)(X,Y) = Zw(X,Y) —w(VzX,Y) — w(X,V,Y) =

ZhJIX,Y) — h(JV2X,Y) — h(JX,VY) =

WV ZJX,Y) 4+ h(JX,VzY) = h(JVzX,Y) = W(JX,VY) =
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9((VzJ)X,Y) = 0.
Ricordiamo che per ogni Xy, ..., X, € I'(TM) e w € AP(M) vale

P
dw(Xo, ..., Xp) = > (-1 (Vx,w)(Xo,..., Xi, ..., Xp).
i=0
concludiamo quindi che dw = 0. Viceversa supponiamo che h sia di Kahler e

consideriamo il tensore
B(X,Y,Z):=g((V,J)Y, 2)
Pioché J e V xJ anticommutano
B(X,Y,JZ)=B(X,JY, Z).
Dalla (1.5) otteniamo
B(X.,Y,JZ)+ B(JX,Y,Z) = 0.
Confrontando le due relazioni
B(X,JY,Z)+ B(JX,Y,Z)=0.

Sfruttiamo il fatto che w & chiusa

dw(X,Y,JZ) = Xw(Y, JZ) + Yw(JZ,X) + J Zw(z,y) =
—w([X,Y],JZ) —w([Y,JZ],X) —w([JZ,X]Y) =
Xg(JY,JZ) - Yg(Z,X)+ JZg(JX,Y)+
—9(J[X,Y,JZ) - g(JY,JZ],X) = g(J[JZ,X].Y) =
9(VxY, Z)+g(Y,VxZ) = g(VyZ, X) + g(Z,Vy X) + g(VyzJX,Y)+
9(JX,V;2Y) = g(J[X,Y],JZ) = g(J[Y,JZ], X) — g(J[JZ,X].Y) =
9, Vx2) = g(VyZ,X) +g(VzJX,Y)+
g(JX,V12Y) = g(J[Y,JZ),X) — g(J[JZ, X],Y) =.

osserviamo che
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e B(Y,JZ,X)=g((VyJ)JZ X) =

—g(VyZ,X) = g(JVyIZ,X) = g(NyJZ,JX) — g(Vy Z, X)

e B(JZ,X,Y)=g((VjzJ)JX,Y) =

9(VizJX,Y) = g(JVzX,Y)=g(VizJX,Y) +9(VjzX,Y)

* B(X,Y,JZ) = g(VxJ)Y,JZ) = —g(Y,(VxJ)(JZ)) =

gY,VxZ)+g(Y,JVxJZ)=g(VyZ,X)—g(VxJZY)

Abbiamo quindi dimostrato che
dw(X,Y,JZ)=B(X,Y,JZ)+ B(Y,JZ,X)+ B(JZ,X,Y) = 0.

dw(X,JY,Z) = B(X,JY,Z)+ B(JY,Z,X)+ B(Z,X,JY) = 0.

Sommando le due relazioni otteniamo
2B(X,Y,JZ) =0
per arbitrarieta di X Y e Z concludiamo che VJ = 0. O
Esempio 1.3.5. Lo spazio complesso m-dimensionale C™ con la forma di Kdhler
=200 A= [P el

Esempio 1.3.6. B™ = {z € C™|||z||? < 1} la bolla unitaria in C™, con forma di
Kdhler

- b om
hyp = 500log = 500log(1 — |2[%).

o
(1= 1=1%)

La coppia (B™,why,y) verrd denotata con CH™

Osservazione 1.3.7. Lo spazio proiettivo complesso CP™ (cfr. 1.1.2) puo essere

dotato di una forma di Kihler wpg chiamata Fubini—Study.

Le varieta di Kéhler (C™,wp), (CH™, wpyp), (CP™,wpg) sono varieta a cur-
vatura sezionale olomorfa costante (vedi [1]) e giocano lo stesso ruolo degli spazi
a curvatura sezionale costante della geometria riemanniana classica. Infatti si puo
dimostrare che una varietd kéhleriana a curvatura olomorfa costante ¢ localmente

olomorficamente isometrica a una di questi tre spazi.



Capitolo 2

Domini di Hartogs

2.1 Forme di Kahler su domini di Hartogs

Sia b € RT U {400} e F : [0,b) — (0,400) una funzione liscia strettamente
decrescente. 11 dominio di Hartogs Dp C C™ associato alla funzione F' é cosi

definito:
DF = {(zo,zl, .. -,Zn—l) ceC" | ‘20’2 < b, ‘21|2 + -+ ‘Zn_1’2 < F(|Zo‘2)}

Al dominio Dp é naturalmente associata una forma di tipo (1,1) data da

1

(l20*) = |21 = -+ = |zna]?

i
Wp = 588log fa (2.1)

Osservazione 2.1.1. Nel caso particolare in cui F' =1 — x si ha wp = wpy, cioé
Dp ¢é un aperto di CH™, con la metrica indotta.
Vogliamo studiare ora sotto quali condizioni wg ¢ una forma di Kéahler.

Proposizione 2.1.2. Sia D un dominio di Hartogs in C™. Le sequenti condizionsi

sono equivalenti:

(i) la (1,1)-forma data definita in (2.1) é di Kdhler.

(ii) la funzione _zgég) e strettamente crescente cioé —(mg(/g))/ > 0 per ogni
xz € [0,b).

(1) il bordo di D ¢ fortemente pseudoconvesso per ogni z = (2g,...,2n—1) tale
che |2|® < b.

20



2.1 Forme di Kéihler su domini di Hartogs

21

Dimostrazione. (i) < (i) definiamo
A=F(zol) = [z = = |ana (2.2)

Allora wr & una forma di Ké&hler se e solo se la funzione reale ® = —log A &
. . N . - 92 N .
strettamente plurisubarmonica, cio¢ la matrice g,5 = (m)a,ﬁ:07...7n_1 ¢é definita

positiva, dove

. n—1
wp = ;aﬁzzo 9apdza N dzs. (2.3)
Un calcolo diretto ci da
8?;3;0 — F’2(IZOIQ)IZO\Q*(F”(II;QO\2)\zo|2+F’(\z0|2))A
e N T WOV
afjgéﬁ = %ﬁAXzzazﬂ a,B=1,...,n—1
Dunque definendo
C = F?(Jzo)lz0f = (F (|20} 20/ + F'(|0]) 4, (2.4)

la matrice h = (gaﬁ) = (agig)gﬁ)a,ﬁﬂ,wn*l ¢ data da:

C —F/502:1 ce —F/E()Za - —F’E()Zn_l
—F'z7 A+ |Zl|2 2120 c Z12n—1
1 : :
h=—— (2.5)
5 B B ~ .
A —F'2yZ, 2120 cen A4z L ZoZn—1
'y 5 > 5 2
—F'z0z, 1 212n—1 . ZaZn—1 . A+ |Zn,1|

Osserviamo che la matrice (n — 1) x (n — 1) ottenuta cancellando la prima riga e

la prima colonna di h é definita positiva. Infatti per ogni 1 < a <n—1,

A+ |2a?  Zazat1 .- ZoZn—1
det | s s -
Zn—1%a Zn—1%Za+1 - -- A+ ‘Zn—1’2
=AY AN (2 P |z P) > 0. (2.6)

D’altra parte, facendo lo sviluppo di Laplace rispetto la prima riga, otteniamo

det(h A A2 (P 4 e P

)=
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—F'z2071 2221 - Zn—121
F'Zyz —F'z0zg A+ |ZQ|2 e Zn—1%2
A2n det _ _ + i+
—F' 20Zn—1 29Zn—1 . A+ |Zn,1 ’2
—F/Z()Zl A+ ‘2’1|2 - Zn—22%21
Fl'zaz —F/Z()52 2122 - Zn—2%29
(1) det " -
—F'20%n-1  21Zn—1 ... Zn—2Zn—1
¢ n—1 n—2 2 2
= A" AT (a4 A [
—1 Z92 e Zn—1
F2) 50 (2] |2 —zo A4z ... oz
e . ' oot
—Zn—1 29Zn—1 . A+ |Zn,1‘2
—-zZ1 A+ |21’2 ce. Zp—921
F/2‘20|2|Z ,1’2 —Z3 2122 co. Zp—929
_,_(_1)’!1 A2’ﬂ7n det . : : =
-1 21 e Zp—9
s CA+(C = F2lzo) (|21 + - + [z )]

Infine sostituendo (2.2) e (2.4) nell’'ultima uguaglianza, ricaviamo
F2 (P
det(h) = _A”“‘l <F> |.’E=‘Zo|2‘
zF’

/
Dunque la matrice (&fig%) é definita positiva se e solo se (?> < 0.

(2.7)

Prima di provare ’equivalenza (ii) < (4i7) richiamiamo alcune proprieta sui

domini complessi (si veda per esempio [3]). Sia @ C C™ un dominio complesso

di C" con il bordo 0f2 liscio e sia z € 9f2. Supponiamo che esista una funzione
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liscia p : C" — R (detta funzione di definizione di €2 in z) che soddisfa la seguente

proprieta: per qualche intorno U di z,

p(z) <0 VYzeUNQN
p(2) >0 VzeU\Q
p(z) =0 VzeUnNo
(gradp)(z) #0 Vz € 9Q

Allora 0X) & detto fortemente pseudoconvesso in z se la forma di Levi

n—1 an
L X) = X
(p,2)(X) 2. 52002 z 5
¢ definita positiva su
n—1 ap
Sﬂ:{(X()? 7Xn—1) eC” ’ 287( )Xa—o}
a=0 «

Inoltre la definizione non dipende dalla particolare scelta di p.
(ii) < (i) Sia Q = Dp e fissiamo z = (20, 21, ..., 2n-1) € ODp con |z|? < b.

Osserviamo che |21|2 + -+ 4+ |z,_1|> = F(|20/?). In questo caso
,0(207 Rlyees anl) = |21’2 +--+ |Zn71|2 - F(‘ZO|2)

¢ (globalmente) una funzione di definizione per D in z. La forma di Levi é data
da
L(p, 2)(X) = X1+ [ Xna [ = (F + F"|20]*) | Xo (2.8)

Sp = {(XQ,XI, cee anl) eC" ‘ — F,ZOXO +z21 X1+ + 21 X1 = 0} (29)
Distinguiamo due casi zyg = 0 e 29 # 0. Se zp = 0 allora
L(p,2)(X) = |X1|* + -+ + [Xna[* = F'(0)| Xo|?

che ¢ strettamente positiva per ogni vettore (X, X1, ..., X,—1) non nullo poiché si

era ipotizzato che F fosse strettamente decrescente. Se zg # 0 dalla (2.9) otteniamo

21 X1+ +2Zn—1X
Xo = T2

2=1 ]a quale, sostituita in (2.8), restituisce:

F’—I—F"|Z0|2

L(X,z) = X1 >+ + [Xna]* - F72|z|?

‘Zle + -+ En_an_l‘Z. (210)
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Dunque é sufficiente dimostrare che:
(xF'JF) < 0 per x € (0,b) se e solo se L(X,z) ¢ strettamente positiva per
ogni (X1,...,Xn_1) # (0,...,0) e per ogni (20, 21, - - -, 2n—1) € ODF, 0 < |20|? < b.
Se (xF'/F)" < 0 allora (F' + zF")F < 2F"* e poiché F(|2|*) = |z1]> + -+ +

|2,_1|%, otteniamo:

L(X,z) > |X1|2 + e |Xn71|2 — |Z1 X1+ + Zn71Xn,71|2 =

1
F(|z0[?)
(X + -+ X P2+ 2 P) = 23X + -+ 21 X [P

‘2’1’2 + -+ ‘Zn_1‘2

La conclusione segue dalla disuguaglianza di Cauchy—Schwarz.

Viceversa, assumiamo che L(X, z) sia strettamente positiva per ogni (X1, ..., X,,—1) #
(0,...,0) e ogni z = (20,21,-.-,2n_1) tale che F(|]20]?) = |21*> + -+ + |z0_1]*
Sostituendo (X7i,...,X,-1) = (#1,...,2,—1) in (2.10) abbiamo

F/+F//|Zo|2
L(Z,Z) :F(|ZO‘2) (1_F'/2|20|2F(|Z0|2) >0

cio che implica (xF'/F) < 0. O

2.2 Geodetiche dei domini di Hartogs

In questo paragrafo affronteremo 1’obiettivo principale di questa tesi: dare-
mo un’importante caratterizzazione dei Domini di Hartogs (cfr. Teorema 2.2.1)
e studieremo le geodetiche di Dp passanti per 'origine e la completezza di Dpg
rispetto alla metrica gr nel senso della geometria riemanniana [8] (cfr. Teorema
2.2.5). Per ulteriori risultati riguardanti la geometria riemanniana dei domini di
Hartogs si veda [5].

Osserviamo prima di tutto che U(1) x U(n — 1) ¢ contenuto nel gruppo delle
isometrie di Dg, dunque le rette passanti per I'origine contenute nel piano zg = 0
e nella retta complessa z;1 = --- = z,_1 = 0 sono punti fissi per qualche elemento
di U(1) x U(n — 1) e sono pertanto il supporto di qualche geodetica. Chiameremo
speciale una geodetica passante per l'origine che soddisfa la proprieta di avere come
supporto una retta contenuta in zg = 0 oin 2y = --- = z,_1 = 0 e indicheremo
con S linsieme di tali geodetiche. Indichiamo con G l'insieme delle geodetiche

passanti per l'origine la cui traccia é 'intersezione di una linea retta di C™ con
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Dp, in particolare § C G. Il seguente teorema fornisce una caratterizzazione dello

spazio iperbolico complesso tra i domini di Hartogs.

Teorema 2.2.1. Sia (Dp,gr) un dominio di Hartogs. Allora se esiste £ € G tale
chel ¢ S, Dp ¢ olomorficamente isometrico ad un sottoinsieme aperto dello spazio

iperbolico CH™ contenente [’origine.

In altre parole, il teorema afferma che se esiste una geodetica non speciale
passante per l'origine di Dp, la cui traccia ¢ una linea retta, allora Dp € CH"™
(cfr. Esempio 1.3.6 e Osservazione 2.1.1). La dimostrazione di questo Teorema

come quella del Teorema 2.2.5 si basa sul seguente:

Lemma 2.2.2. Sia M C Dp la superficie (piana) reale definita da
M =Dprn{Im(z) =Im(z1) =2;=0, j=2,...,n—1} (2.11)

dotata della metrica indotta g da gp. Allora (M,g) é totalmente geodetica, ha

curvatura gaussiana —% ed ¢ completa se e solo se

Vb AN
/ \/— <mF> |p—u2 du = 400. (2.12)
0 F

(Dove definiamo /b = 400 se b= +00).

Dimostrazione. La superficie M é 'insieme dei punti fissi dell’isometria ¢ : Dp —
Dpr definita da

(20,21, - s Zn—1) — (20,21, =22, .. ., —2n—1))

ed ¢ pertanto totalmente geodetica. Ponendo u = Re(zp) e v = Re(z1) la superficie

M puo essere descritta come
M = {(u,v) € R|v? < F(u?), u? < b} (2.13)

e la metrica ¢g indotta da gg € data da

2 C —Fluw
g= " ") = = : (2.14)
g21 922 (F —v?) —Fuv F

dove F, C = F? - u? — (F' + F" - u?)(F — v?) e le loro derivate sono valutate

in u?. Un calcolo diretto (anche con l'aiuto di Mathematica) mostra che M ha
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curvatura gaussiana costante K = —1/2. Pertanto (M, g) ¢ isometrica al disco

unitario {(z,y) | 22 +y? < 1} in R? dotato della metrica di Beltrami-Klein

2

JBK = A== [(1- y?)da? + 2xydzdy + (1 — x2)dy2] . (2.15)

di curvatura gaussiana —%, che indicheremo con RH 2(—%). Sia
¢ : (_\/Z;¢ \/5) —R
la funzione reale strettamente decrescente definita da

vw= [~ (5 )'r“ms.

Un calcolo diretto mostra che la mappa

\IJiM—>RH2—1,u,UI—> Tanh(v(u)), v )
(5 (,0) ( D) o T(qﬂ))

¢ un diffeomorfismo locale iniettivo che soddisfa ¥*(gprx) = g. Dunque M &
completa se e solo se ¥ ¢ suriettiva, se solo e se 1 é suriettiva, che é equivalente

alla condizione (2.12). O

Osservazione 2.2.3. [l fatto che la superficie M data da (2.11) sia totalmente
geodetica in Dp e che il gruppo della isometrie di D contenga U(1) x U(n — 1)
implica 'esistenza di un’isometria di Dp che fissa l'origine e che porta una data
geodetica di D passante per l'origine in una geodetica di M passante per l’origine.
Quindi lo studio delle geodetiche passanti per origine di Dp puo essere ricondotto

a quello delle geodetiche passanti per 'origine di M.

Dimostrazione del Teorema 2.2.1. Sia £ come nell’enunciato del teorema. Per
I'osservazione precedente possiamo assumere, senza perdere di generalita, che £ sia

una geodetica della superfice M data da (2.11). Siccome ¢ ¢ S, possiamo supporre
t={v=ku, k#0}NM,

dove u e v sono i parametri introdotti nella dimostrazione del Lemma 2.2.2. Dunque
¢ avra una parametrizzazione della forma t — (u(t),v(t) = ku(t)) e soddisfera le
equazioni

u” + T 4 2kTu 4+ BT = 0 (2.16)



2.2 Geodetiche dei domini di Hartogs

27

Eu” + T2 4 2kT35u + E*T3,u"? = 0, (2.17)

Dove Fék, 1,7,k = 1,2 sono i simboli di Christoffel. Con un calcolo diretto otteni-

amo:
rt o= b (g, 20 (99912 991
17 9p \7* ou 12 ou v
—4
= 5 “F) C[u?(2F? + 0 F") — F(v® — F)(2F" +u*F") — FF'(2F' + 3u*F")] (2.18)
02 _
1 dg11 dg12  Ogn
5, = —|(- 2 — =
H 2D< 91275y +g11< ou Ov
4 2
_ D(U2U_'UF)3 [7U2F”2 +F,(FH +U2F”/)L (219)
Lo 1 g 911 _y 9922\ _
12 2D \"** v -y
—4
- Wb[-ﬁﬁ%ﬂlﬁ@ﬁf’”)} (2.20)
2 _ 1 9922 Ogu\ _
2.7 op M9y "y ) T
4uF’
_ ﬁ[—zﬁF’Q—i—F(F’—i—uQF”)], (2.21)
1 dgaa O0gi2  0g22
o L 0012 _ _ 2.22
22 QD( g2 +922< oo o 0, (2.22)
1 0922 Og12  Ogao
rz, = — — 9d12  TJ22 ) ) _
22 2D (911 v I ( ov ou
-8
o va)4 [~ulF? 4+ F(F' + u®F")], (2.23)
dove
CF — F”u%?

D = g11922 — 9%2 = 4W

risolvendo (2.16) rispetto u” e sostituendo nella (2.17) otteniamo
u?[0F) + k(207, — T1y) + k%13, — 205) — kT3] = 0 (2.24)
poiche v’ # 0 (k # 0) abbiamo

I, + k(2I'%, — T1,) + k*(I'3, — 2T'{,) — k°T3, = 0. (2.25)
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(dove I‘fj = Ffj (u, ku)). Usando le equazioni (2.18) - (2.23), con un calcolo diretto,
ma molto laborioso, le equazioni precedenti diventano

8k (u4F//2 4 F(2F// + u2F//l) - F/(2u2F// T u4F//l)) . (2 26)

D(k?*u? — F)3 - '
la quale, posto u?> = t con 0 < t < b, & equivalente alla seguente equazione
differenziale
t2F" + F(2F" +tF") — F'(2tF" + *F") = 0. (2.27)

Notiamo che per t # 0 questa equazione puod essere scritta come
2 112 F / A nl/AVA
t°F"° 4 ?—F (t“F") =0. (2.28)

Definiamo G = t>F", I'equazione (2.28) diventa

F'"t

/—i
G = F—F't

(2.29)

(nota che, poiche F' ¢ strettamente decrescente, si ha F—F't > 0 per ogni 0 < ¢t < b)
dunque
" i”fdt /
G(t)=ce Tt =c (F — F't), (2.30)
per qualche ¢ € R. Osservando che limy o G(t) = 0 e ricordando che F(0) # 0
concludiamo ¢ = 0. Dunque G' = t?F” = 0 e F(t) = ¢1 + caot per qualche c1,co > 0
Allora la mappa

20 21 Zn—1
:Dp — CH"™, (20,21,-+,2n-1) — , s
¢:Dp (20, 21 n—1) (Mﬁ \/a>

¢ un’isometria olomorfa tra Dp e un aperto di CH". Questo conclude la di-

mostrazione del teorema. O

Osservazione 2.2.4. Nella definizione di un dominio di Hartogs Dp abbiamo

imposto che F fosse decrescente nell’intervallo [0,b). Senza questa ipotesi, dalla

condizione (xg(lg))/ < 0 (efr. 2.1.2) seque che F'(t) < 0 in un qualche intervallo
0 <t < e < b. Dunque, ripetendo le argomentazions della precedente dimostrazione,
vediamo che esiste un intorno aperto dell’origine olomorficamente isometrico ad

un’aperto di CH™ contenente [’origine.

Enunciamo e dimostriamo il secondo e ultimo risultato di questa tesi.
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Teorema 2.2.5. Tutte le geodetiche di un dominio di Hartogs Dp che passano per
lorigine non si autointersecano. Inoltre, Dr € geodeticamente completo rispetto

alla metrica gr se e solo se é soddisfatta la condizione (2.12).

Dimostrazione. Sia £ C Dp una geodetica passante per l'origine. Per 1'Osser-
vazione 2.2.3 possiamo assumere che ¢ sia contenuta in M. D’altra parte, per il
Lemma 2.2.2, (M, g) é isometrica a un aperto di RHZ(—%) nel quale ¢ ben noto
che le geodetiche non si autointersecano. Sempre per 1'Osservazione 2.2.3 e per
il teorema di Hopf-Rinow la completezza di gr & equivalente a quella di g e la

conclusione segue ancora dal Lemma 2.2.2. O

Osservazione 2.2.6. Notiamo che una condizione necessaria perché valga la (2.12)
¢ che F(t) — 0 pert — b.

Esempio 2.2.7. Se F(t) = e7!, t € [0,+00) (rispettivamente F(t) =1 —1t, t €
[0,1)), si vede facilmente che la condizione (2.12) é soddisfatta, dunque il dominio

di Spring (rispettivamente lo spazio iperbolico complesso) & completo.

Esempio 2.2.8. Se F(t) = W con (p e NT) et e[0,400), allora

xF’ oo Jeicap T
/ \/— ]m W2 du = Cl+62u2du:§\/ﬁ<oo.

Pertanto per F' cosi definita, il dominio Dg non & completo.
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