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Introduzione

L’obiettivo di questa trattazione é estendere il primo teorema di isomorfi-
smo dalla categoria dei gruppi alla categoria dei gruppi di Lie e impiegare
questo risultato per fornire una dimostrazione del teorema di classificazione
dei gruppi di Lie abeliani. Un gruppo di Lie é un gruppo che ¢ anche una
varieta differenziabile tale che il prodotto di gruppo e I'inversione di gruppo
siano applicazioni lisce rispetto alla struttura differenziabile di cui é muni-
to il gruppo. Questi oggetti sono stati introdotti dal matematico norvegese
Sophus Lie (1842-1899) nel tentativo di modellizzare le simmetrie continue
delle equazioni differenziali, in analogia con I'uso dei gruppi finiti nella teoria
di Galois per modellizzare le simmetrie discrete delle equazioni algebriche; si
sono successivamente mostrati utili nello studio di vari settori della matema-
tica e della fisica moderna.

L’esposizione ¢ articolata in quattro capitoli. Nel Capitolo 1 sono richiamati
e approfonditi alcuni utili concetti di algebra, topologia e geometria differen-
ziale. Nel Capitolo 2 sono introdotti i gruppi e i sottogruppi di Lie discreti e
mediante essi ¢ dimostrato il primo teorema di isomorfismo. Nel Capitolo 3
sono studiati gli spazi vettoriali reali finito-dimensionali come gruppi di Lie.
Nel Capitolo 4 ¢ introdotto il concetto di gruppo divisibile ed é dimostrato
il teorema di classificazione dei gruppi di Lie abeliani.

Concludo quest’introduzione ringraziando la mia famiglia per il sostegno da-
tomi, i miei compagni Antonio e Giuseppe per i momenti trascorsi nel nostro
percorso universitario, il mio relatore prof. Andrea Loi per la fiducia che ha
riposto in me nella realizzazione di questa tesi e ’aiuto fornitomi, i docenti
del Corso di Laurea triennale in Matematica per gli insegnamenti ricevuti.
Ultimi ma non certo per importanza, i miei amici, grazie ai quali ho potuto
sorridere davanti ai sacrifici compiuti per raggiungere questo traguardo. A
voi tutti dedico un mio pensiero, per quanto ermetico possa essere, nella spe-
ranza che riceviate il mio stesso regalo. "Ho scelto di studiare matematica,
tra i vari motivi, per imparare a vedere oltre: e in cio la matematica non ha
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deluso le mie aspettative, prendendo la sua mano ho conosciuto meglio me
stesso e ho iniziato a vedere le sfumature del mondo che mi circonda, delle
persone che mi circondano. Le sono grato per la curiosita che ha fatto fiorire
in me."
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Capitolo 1

Generalita

In questo capitolo introdurremo le nozioni essenziali per capire e dimostrare
i risultati affrontati nella tesi. Per una piena comprensione il lettore dovra
comunque possedere conoscenze di base riguardanti l'algebra lineare e gli
altri settori che tratteremo di seguito, pertanto invitiamo alla consultazione
della bibliografia.

1.1 Algebra

Per studiare i gruppi di Lie ¢ indispensabile avere familiarita con la struttura
algebrica di cui essi sono dotati, ovvero la struttura di gruppo. Ripercor-
riamo brevemente le principali informazioni riguardanti i gruppi con qualche
approfondimento laddove necessario.

Il riferimento a questa sezione nella bibliografia & [4].

Definizione 1.1.1. (Gruppo) Sia G un insieme e sia p : G X G — G
un’operazione binaria. Se

® (i & associativa
e Jec G tale cheVge G : u(g,e) =ule,g) =g

e Vg€ G Fi(g) €G tale che u(g,i(g)) = uli(g),g9) = e

la terna (G, p,e) é detta gruppo.
W e detto prodotto di gruppo, [’elemento e é detto elemento neutro del gruppo
e dato g € G lelemento i(g) & detto inverso di g, e si indica con g~

Osservazione 1.1.2. Se (G, i, €) & un gruppo, si dimostra che e é unico e per
g € G fissato I'inverso di g é unico. Risulta allora ben definita un’applicazione
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inv:G—=G:g— gt

detta inversione del gruppo.
Osservazione 1.1.3. Per snellire la notazione adotteremo le seguenti misure:

1. Quando ci riferiremo a un gruppo richiameremo solo l'insieme sot-
tostante al posto della terna, indicheremo il prodotto del gruppo o
I’elemento neutro del gruppo solo quando necessario.

2. Ci riferiremo al prodotto di gruppo e all’inversione del gruppo con
I’appellativo di operazioni del gruppo.

3. Sostituiremo la notazione di applicazione per il prodotto del gruppo
con la piu agevole notazione di prodotto: se g, h € G allora u(g, h) sara
indicato con gh, mentre se A, B C G allora u(A, B) sara indicato con
AB. Nel caso in cui B = {g} allora A{g} sara indicato con Ag.

4. Talvolta, se A C G allora inv(A) sara indicato con A™1.

Definizione 1.1.4. (Gruppo abeliano) Sia G un gruppo. Se il prodotto di
gruppo ¢ commutativo, G & detto gruppo abeliano.

Osservazione 1.1.5. Se G é un gruppo abeliano useremo la seguente nota-
zione:

1. 11 prodotto di gruppo sara detto somma del gruppo: gh sara indicato
con g + h, AB sara indicato con A + B.

2. L’elemento neutro del gruppo sara indicato con 0.

1

3. L’inverso di un elemento sara detto opposto dell’elemento: ¢~ sara

indicato con —g. Talvolta I'inversione sara indicata con —.

Definizione 1.1.6. (Sottogruppo) Sia G un gruppo. Un sottoinsieme H
di G, H # @, é detto sottogruppo di G se

e Vx,ye H:axye H
eVheH:h'leH
Un sottogruppo H di G ¢ detto proprio se ¢ un sottoinsieme proprio di G.

Osservazione 1.1.7. Sia GG un gruppo e sia H un sottogruppo di G, poiché
H +# @ allora 3h € H dacui h™!' € H e dunque e = hh™! € H.

Segue che H é un gruppo se munito del prodotto
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py - H x H— H, restrizione e indotto del prodotto u di G

dove ha senso prendere I'applicazione indotta perché H ¢ un sottogruppo, e
il suo elemento neutro é proprio e.

Proposizione 1.1.8. (Caratterizzazione dei sottogruppi) Sia G un
gruppo e sia H C G, H # &. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. H ¢é un sottogruppo di G
2. Vg heH:g'he H

Lo

Vg,he H:gh ™' ¢ H
HHCH, H'CH

B~

5. HH=H, H'=H

Dimostrazione. Per la dimostrazione si rimanda a pagina 119 di [4].
[

Proposizione 1.1.9. Sia G un gruppo e sia {H;}ier una famiglia di sotto-
gruppi di G. Allora (\H; é un sottogruppo di G.
iel

Dimostrazione. Chiaramente e € [ H; perché Vi € I : e € H; sottogruppo,
iel

quindi () H; # @. Inoltre, se g, h € (| H; allora
iel icl
Viel:gheH, = Viel:g'heH, = g'he (\H,

i€l
e dunque per la Proposizione 1.1.8 (| H; & un sottogruppo di G.
iel

]

Proposizione 1.1.10. Sia G un gruppo e sia {H;}ic; una catena di sotto-

gruppi di G. Allora \JH; é un sottogruppo di G.
i€l
Dimostrazione. Chiaramente e € |J H; perché Vi € I : e € H; sottogruppo,
i€l
quindi |JH; # @. Inoltre, se g,h € |JH,; e cioé 3 jy,j2 € I tali che g € H;,,
iel i€l
h € Hj,, poiché H; C H;, (analogamente se accade il viceversa) allora

g,hEHjQ — g_lhEHj2 — g_lhe UHZ
icl

e dunque per la Proposizione 1.1.8 | J H; é un sottogruppo di G.
i€l
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Proposizione 1.1.11. Sia G gruppo abeliano e siano H, K sottogruppi di
G. Allora H + K é sottogruppo di G.

Dimostrazione. Siccome 0 € H/K e 0 = 0+ 0 allora 0 € H + K, quindi
H + K # @. Inoltre, se a+b,c+d e H+ K, dove a,c € H, b,d € K allora

(a+b)—(c+d)=a+b—c—d=(a—c)+(b—d) e H+ K

e dunque per la Proposizione 1.1.8 H + K ¢é un sottogruppo di G.
]

Definizione 1.1.12. (Traslazione) Sia G un gruppo. Dato g € G definia-
mo le applicazion:

o L,:G—=G:hwgh
e Ry:G—G:h—hg
dette rispettivamente traslazione a sinistra di g e traslazione a destra di g.

Osservazione 1.1.13. Sia G un gruppo e sia ¢ € G. Se A C G allora
L,(A) =gA, R,(A) = Ag.

Conseguentemente, se H ¢ un sottogruppo di G e g € H, risulta L,(H) = H,
R,(H)=H.

Definizione 1.1.14. (Sottogruppo normale) Sia G un gruppo. Un sotto-
gruppo H di G ¢ detto normale in G seVge G : g'Hg= H.
Equivalentemente, H & normale se Vg € G : g-thg € H Vh € H.

Definizione 1.1.15. (Classe laterale) Sia G un gruppo e siano H sotto-
gruppo di G, g € G. Chiamiamo gH la classe laterale sinistra di g rispetto
a H, e Hg la classe laterale destra di g rispetto a H.

Osservazione 1.1.16. Possiamo introdurre su G una relazione: dato H
sottogruppo di G

g~h < g'heH
Essa é una relazione di equivalenza, infatti
e g~ gin quanto g~ g = e € H sottogruppo
eg~h = g'heH = hilg=(¢g'h)'eH = h~g

eg~heh~k = g'hh'ke H = gl'k=(¢g'h)(h'k)e H
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e la classe di equivalenza di g € G é gH, infatti

"C" sia x € [g], allora g ~ x e dunque 3 h € H tale che g~ 'z = h. Conse-

guentemente x = gh € gH, e per I'arbitrarieta di x si ha [g] C gH.

"D" sia x € gH, allora 3 h € H tale che x = gh e dunque g~ 'z = h. Conse-
guentemente x ~ g e cioé x € [g], e per I'arbitrarieta di x si ha gH C [g].

Pertanto indichiamo con G/N I'insieme delle classi laterali sinistre rispetto a
H. Analogamente possiamo definire una relazione su G:

g~'h < gh™'e H

che si mostra essere di equivalenza e le relative classi di equivalenza sono le
classi laterali destre rispetto a H. Indichiamo con G/N/ I'insieme delle classi
laterali destre rispetto a H.

Osservazione 1.1.17. Se H é un sottogruppo normale di G, dato g € G
allora

ging:H — Hg=g9gH

ovvero le classi laterali sinistre rispetto a H coincidono con le classi laterali
destre rispetto a H, quindi G/N = G/N/ . Indichiamo I'insieme delle classi

laterali rispetto a H con G/ -

Teorema 1.1.18. (Gruppo quoziente) Sia G un gruppo e sia H un sot-
togruppo normale di G. Allora G/H e un gruppo con le operazions

w:Cyx Gy =Gy (el yH) — ayH
mo : G/H — G/H caoH— o H

dove H ¢ l’elemento neutro di G/H.

Dimostrazione. Per la dimostrazione si rimanda a pagina 145 di [4].
[

Corollario 1.1.19. Sia G un gruppo abeliano. Se H ¢é un sottogruppo di G
allora G/H e un gruppo abeliano.

Dimostrazione. Dato che G & abeliano risulta che Vg € G

g+H=H+9g =— g+H—-g=H
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ovvero H é normale in GG. Per il Teorema 1.1.18 G/H é un gruppo, e
osserviamo che se v + H,y+ H € G/H allora
pr+Hy+H)=z+y+H=y+r+H=py+Hz+H)

OvVVero G/ 77 ¢ abeliano.
O

Definizione 1.1.20. (Omomorfismo) Siano H,G gruppi e sia f : H — G
un’applicazione. f é detta omomorfismo di gruppi se

Vg,h € H: f(gh) = f(g9)f(h)

Un omomorfismo di gruppi biettivo e detto isomorfismo di gruppi, e due
gruppi si dicono isomorfi se esiste un isomorfismo di gruppi tra essi.

Proposizione 1.1.21. Sia f : H — G un isomorfismo di gruppi. Allora
f1:G — H ¢ un isomorfismo di gruppi.

Dimostrazione. Dobbiamo verificare che f~! sia un omomorfismo di gruppi.
Siano u,v € H, allora

7 w) = fH) 7 (v) = f(f () = (7 (w)f7H ()
= w = f(f7H (W) ([ (v)) (1.1)

<~ UV = UV

e poiché quest’ultima é una tautologia deduciamo per 'arbitrarieta di u,v
che f~! ¢ un omomorfismo di gruppi e quindi isomorfismo di gruppi.
m

Proposizione 1.1.22. Siano f : H — G, g : G — K omomorfismi di
gruppi. Allora go f: H — K é omomorfismo di gruppi.

Dimostrazione. Siano u,v € H, allora

(g 0 f)(uv) = g(f(w)) = g(f(u)f(v)) = (1.2)
= g(f(u)g(f(v)) = (go f)(u)(go f)(v) '
da cui per l'arbitrarieta di u,v, g o f ¢ omomorfismo di gruppi.
m

Proposizione 1.1.23. Sia f : H — G un omomorfismo di gruppi. Allora:

(Z) flen) = ea

(ii) Vhe H: f(h™") = f(h)"!
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Dimostrazione. (i) Osserviamo che
flem)ec = f(en) = f(enen) = f(en)f(en) =
flem) ' flem)ea = flem) ™ flen)f(en) =
eq = flen)
(ii) Sia h € H, allora
f(Df(h) = f(h'h) = flen) = eq = f(h) ' f(h) =
FHfR) () = f(R)T (R f() =
f(h)=f(R)™
]

Definizione 1.1.24. (Nucleo di omomorfismo) Sia f : H — G un
omomorfismo di gruppi. Definiamo il nucleo di f

ker(f)={h € H: f(h) =€}
Proposizione 1.1.25. Sia f : H — G omomorfismo di gruppi. Allora:

(1) ker(f) é un sottogruppo normale di H

(it) f(H) é un sottogruppo di G

Dimostrazione. (i) ker(f) # @ perché per la Proposizione 1.1.23 ey €
ker(f). Inoltre, siano z,y € ker(f), allora

fla™ly) = fla ) f(y) = f(x) leq = eg' = ec =
r 1y € ker(f)

da cui per la Proposizione 1.1.8 ker(f) ¢ un sottogruppo di H. Infine, sia
h € H esia x € ker(f), allora

f(h=tah) = f(h=) f(x) f(h) = f(h) " ec f(h) = ec =
h~lxh € ker(f)

quindi per l'arbitrarieta di h,z, ker(f) & un sottogruppo normale di H.

(ii) f(H) # @ perché per la Proposizione 1.1.23 eg € f(H). Inoltre, siano
x,y € f(H), dunque 3 a,b € H tali che x = f(a),y = f(b) e allora

vy = f(a)7f(b) = fa™)f(b) = f(a™'b) € f(H)
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da cui per la Proposizione 1.1.8 f(H) ¢ un sottogruppo di G.
]

Teorema 1.1.26. (Il primo teorema di isomorfismo per gruppi) Sia
f+ H — G un omomorfismo di gruppi. Allora esiste un unico isomorfismo
di gruppi

f H/ker(f) — f(H)

tale che f = fvo T, 0VVero f rende commutativo il sequente diagramma:

H 5 W er()

f ~
|7
f(H)
Dimostrazione. Per la dimostrazione si rimanda a pagina 149 di [4].
[

Teorema 1.1.27. (Prodotto diretto di gruppti) Siano H, K due gruppi.
Allora il prodotto cartesiano H x K €& un gruppo se munito del prodotto
componente a componente

JI (H X K) X (H X K) — H x K : ((hbk}l), (hg,k’g)) — (hlhg,klk’g)
e il suo elemento neutro ¢ (ey,ex). H x K ¢& detto prodotto diretto di H, K.

Dimostrazione. Per la dimostrazione si rimanda a pagina 100 di [4].
[

Lemma 1.1.28. Sia G un gruppo e siano H, K sottogruppi normali di G
tali che HN K = {e}. Allora Yh € H, Vk € K si ha hk = kh.

Dimostrazione. Siano h € H, k € K e consideriamo hkh~'k~!. Osserviamo
che poiché K é un sottogruppo normale

hkh™' k' e K = hkh 'k le K
e analogamente, poiché H ¢ un sottogruppo normale
h~t kh ke H = hkh k' e H

Pertanto hkh™'k~' € HN K = {e}, da cui hk = (h"'k=1)~! = kh.
]

Teorema 1.1.29. (Teorema prodotto) Sia G un gruppo. Se H,K sono
sottogruppi normali di G tali che
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e G=HK
e HNK ={e}
allora G ¢é isomorfo al prodotto diretto H x K.

Dimostrazione. Definiamo 'applicazione
f:HxK—G: (hk)— hk
Innanzitutto, f é suriettiva perché G = H K. Inoltre, siano (hy, k1), (ha, k2) €
H x K tali che f(hy, k1) = f(ha, ko), allora
hik, = hoky = hy'hy = k{'ky, —
hythy ki'ko € HNK = {e} =
hi = ha, k1 = ko

da cui (hy,k1) = (ho, ko) e cioé f é iniettiva. Infine, se (hy, k1), (ho, ko) €
H x K allora

J((ha, k1) (he, ko)) = f(hihg, kiks) = hihokiky
ma per il Lemma 1.1.28 hok; = k1ho, da cui
f((hb kl)(h27 kQ)) = h1k1h2k2 = f(h/17 kl)f(h27 kQ)

quindi per Parbitrarieta di (hq, k1), (ho, k2), f € un omomorfismo di gruppi e
pertanto un isomorfismo.

[]

1.2 Topologia

I gruppi di Lie sono in particolare varieta topologiche, percido ¢ di grande
importanza avere dimestichezza con gli spazi topologici e le proprieta relative.
Tuttavia, poiché un richiamo esaustivo della totalita delle nozioni impiegate
dal punto di vista topologico fuoriesce dal tema di questa tesi, invitiamo il
lettore a una consultazione approfondita di [1] e ci limitiamo a riepilogare
alcuni passaggi chiave nei risultati che dimostreremo piu avanti.

Definizione 1.2.1. (Regolarita) Sia X uno spazio topologico. X ¢é detto
regolare se dato p € X e C chiuso di X tale che p & C esistono due aperti
UV di X tali chepe U, CCV eUNV =@.

Proposizione 1.2.2. Sia X uno spazio topologico. X é regolare se e solo se
Ve e X : se M ¢ aperto di X con x € M allora 3 N chiuso di X tale che
x € Int(N), NC M.
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Dimostrazione. " = " Sia x € X e sia M aperto di X con z € M. Allora
X M é chiuso di X con x ¢ X ~ M, dunque 3 U,V aperti di X tali che

relU, X\ MCVeUNV =0.

Conseguentemente X \V é chiusodi X con X \V CMexzecUCX\V,
ovvero x € Int(X \ V).

"« " Sia x € X e sia C chiuso di X tale che z ¢ C. Allora X \ C ¢
aperto di X con z € X ~ C e dunque 3 N chiuso di X tale che

rxe€Int(N), NCX\C

Conseguentemente X ~ N ¢ aperto di X con C' C X ~ N, Int(N) ¢é aperto
di X conz € Int(N),e (X N~ N)NInt(N) = 2.
]

Teorema 1.2.3. (Teorema di Weierstrass) Sia X uno spazio topologico
compatto e connesso e sia [+ X — R un’applicazione continua. Allora f
ammette massimo e minimo.

Dimostrazione. Per la continuita di f, f(X) é un compatto e un connesso di
R. Conseguentemente f(X) = [a,b] per opportuni a,b € R, a < b e dunque

min(f) = a, mazx(f) =b
[

Proposizione 1.2.4. Sia X uno spazio topologico e sia C una componente
connessa di X. Allora:

1. C' ¢é un chiuso di X.
2. Se X ¢ localmente euclideo di dimensione n, C' & un aperto di X.

Dimostrazione. 1. Dato che C' é connesso allora la sua chiusura C' é connesso,
e poiché C C C si ha C = C per la massimalita di C'. Cio mostra che C ¢
un chiuso di X.

2. Sia x € C e sia (U, ¢) carta locale di X in x, dove ¢ : U — R™. In
particolare quindi U é un aperto connesso di X con x € U, e se per assurdo
U & C allora

U UC ¢ connesso di X perché unione di connessi non disgiunti
etaleche C CUUC
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assurdo per la massimalita di C'. Pertanto U C C e cioé z é interno a C, da
cui per I'arbitrarieta di x segue che C' ¢ aperto di X.
O

Definizione 1.2.5. (Relazione di equivalenza aperta) Sia X uno spazio
topologico e sia ~ una relazione di equivalenza su X. ~ e detta aperta se

T X — X/N e aperta
dove X/N ¢ munito della topologia quoziente relativa a .

Proposizione 1.2.6. Sia X uno spazio topologico e sia ~ una relazione di
equivalenza aperta su X. Allora X/N e Ns.

Dimostrazione. Sia {B;},c; una base al pitt numerabile di X, allora essendo
7 aperta m(B;) ¢ aperto di X/N Vj € J. Inoltre, se U ¢ aperto di X allora
U=UB;,ICJ =

Jjel

m(U) ==(UBj) = Un(B;)

jer jel
e dunque per definizione {7(B;)},c; ¢ una base di X/N7 al pitt numerabile

in quanto [{7(B;)};es] < [{B;};es]. Cid mostra che X/ & Ny,
]

Proposizione 1.2.7. Sia X uno spazio topologico e sia ~ una relazione di
equivalenza aperta su X. Allora X/N e Ty se e solo se R={(z,y) € SxS:
x ~y} éun chiuso di S x S.

Dimostrazione. Per la dimostrazione si rimanda a pagina 128 di [1].

1.3 Geometria differenziale

Introduciamo qui il principale oggetto di lavoro nella tesi, i gruppi di Lie.
Procederemo dando per assodate le conoscenze riguardanti le varieta diffe-
renziabili per concentrarci direttamente sui gruppi di Lie.

Il riferimento a questa sezione nella bibliografia & [2].

Definizione 1.3.1. (Gruppo di Lie) Sia G un gruppo che é anche una
varieta differenziabile. G é detto gruppo di Lie se le operazioni di gruppo di

G
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w:GxG—G,inv:G—G
sono C* rispetto alla struttura differenziabile di cui G é dotato.

Osservazione 1.3.2. Se G ¢ un gruppo di Lie e inv é la relativa inversione
di gruppo, poiché inv=! = inv deduciamo che inv ¢ un diffeomorfismo.

Proposizione 1.3.3. Sia G un gruppo di Lie e sia g € G. Le traslazioni a
sinistra e a destra di g sono diffeomorfismi.

Dimostrazione. Dimostriamo la proposizione per la traslazione a sinistra,
poiché per la traslazione a destra si procederd in maniera analoga.
Consideriamo 'applicazione

FiG—=GxG:he(gh)

Essa ¢ C'* perché le sue componenti sono C'™ in quanto rispettivamen-
te un’applicazione costante e l'identita di G, e conseguentemente se p é il
prodotto di gruppo di G allora

Ly=pof
& C™ perché composizione di C'°. Per I'arbitrarieta di g segue che tutte le
traslazioni a sinistra sono C'*°. Inoltre Vh € G

(Lg © Lg*l)(h) = Lg(gilh) = 9971}1 =h
(Lg*l © Lg)(h) = Lg*l(gh) =g 'gh="h

pertanto (L,)~! = L,-1 ed essendo anch’essa una traslazione a sinistra ¢ C°.
Cio mostra che L, ¢ un diffeomorfismo.
O

Definizione 1.3.4. (Omomorfismo di gruppt di Lie) Siano H,G gruppi
di Lie. Un’applicazione f: H — G ¢ detta omomorfismo di gruppt di Lie se
e C* ed é un omomorfismo di gruppi. Un omomorfismo di gruppi di Lie che
¢ anche un diffeomorfismo é detto isomorfismo di gruppi di Lie, e due gruppi
di Lie si dicono isomorfi se esiste un isomorfismo di gruppi di Lie tra essi.

Teorema 1.3.5. Sia f : H — G un omomorfismo algebrico tra gruppi di Lie.
(i) Se f & C* in un intorno di e allora f é omomorfismo di gruppi di Lie.

(i1) Se [ e un diffeomorfismo locale in e allora f é un diffeomorfismo locale.

Dimostrazione. (i) Sia U aperto di H tale che e € U e fly ¢ C®. Se he H
allora hU é aperto di H con h € hU e si ha Yhu € hU
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(Lgmy o flu o Lp-1)(hu) = Legy (f(w) = f(h)f(u) = f(hu)

ovvero flny = (Lgny © flu © Lp-1), quindi flr ¢ C° perché composizione
di C*°. Per I'arbitrarieta di h segue che f ¢ localmente C*° e dunque ¢ C*,
ovvero f ¢ un omomorfismo di gruppi di Lie.

(ii) Sia U aperto di H tale che ey € U e fy : U — f(U) ¢ un diffeomorfismo,
dove f(U) é aperto di G tale che e € f(U). Sia h € H, allora hU é un
aperto di H con h € hU, f(h)f(U) & un aperto di G con f(h) € f(h)f(U) e
risulta come mostrato nel punto (i)

Joor = (Lywy o fuo Lp-1)

in quanto f(hU) = f(h)f(U). Quindi fry : hU — f(hU) é un diffeomorfismo
perché composizione di diffeomorfismi, e per I'arbitrarieta di h segue che f é
un diffeomorfismo locale.

O

Definizione 1.3.6. (Sottogruppo di Lie) Sia G un gruppo di Lie e sia H
un sottoinsieme di G. H ¢ detto sottogruppo di Lie di G se

e H ¢ un sottogruppo di G nel senso algebrico
e H ¢é una sottovarieta immersa di G

e [e operaziont di gruppo di H indotte da G sono C* rispetto alla strut-
tura differenziabile su H di sottovarieta immersa

Un sottogruppo di Lie che é anche una sottovarieta del relativo gruppo di Lie
¢ detto sottogruppo di Lie embedded.

Osservazione 1.3.7. Segue dalla definizione che un sottogruppo di Lie é
un gruppo di Lie se munito delle operazioni di gruppo indotte dal relativo
gruppo di Lie e della struttura differenziabile di sottovarieta immersa.

Teorema 1.3.8. Sia G un gruppo di Lie e sia H un sottogruppo algebrico
che ¢ anche una sottovarieta di G. Allora H é sottogruppo di Lie embedded
di G.

Dimostrazione. Poiché H é una sottovarietda di G é in particolare una sot-
tovarietd immersa di G e la struttura differenziabile su H come sottovarieta
immersa coincide con la struttura differenziabile indotta da G.

Siano inoltre ug, invg le operazioni di gruppo di G e siano ugy, tnvg le
operazioni di gruppo di H indotte da G. L’inclusione ¢ : H — G ¢ C*
perché H ¢ sottovarieta di G, e dunque ¢ x ¢ € C* perché prodotto di C'*°,
da cui
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o Ly & C™ perché indotta di pugo(ixi) su H sottovarieta di G, e pugo(ixi)
¢ U™ perché composizione di C'*

e invy &€ C* perché indotta di invg o su H sottovarieta di G, e invgo1
¢ C™ perché composizione di C'*

Pertanto H é un sottogruppo di Lie di G.
O

Per la nostra trattazione ¢ di grande importanza capire quando 'imma-
gine tramite un omomorfismo di gruppi di Lie é un sottogruppo di Lie del
codominio. I risultati che seguono forniscono una condizione sufficiente per
rispondere a tale quesito.

Lemma 1.3.9. Siano V, W spazi vettoriali su un campo K, dim V = n, dim
W =m, n<m. Sia F:V — W un’applicazione lineare. Se rank(F) =n
allora F' ¢é iniettiva.

Dimostrazione. Sia A € M,,x,(K) la matrice associata a F', per definizione
di rango di un’applicazione lineare rank(F') = rank(A) da cui
rank(A) =n = le colonne di A sono linearmente indipendenti

Indichiamole con A7, j = 1,...,n. Fissiamo {ey, ..., e, } una base di V, e siano
v,w €V, v =wvie; + ... + Uy, W = wiey + ... + wye, tali che F(v) = F(w),
ovvero

Av=Aw <= Alv—w)=0

Quest’ultima condizione si esprime come
n
I, — ) =
E Al(v; —w;) =0
Jj=1

da cui per la lineare indipendenza delle colonne di A segue che v; = w;
Vi =1,...,n edunque v = w. Per larbitrarieta di v, w f €& iniettiva.
m

Proposizione 1.3.10. Siano N, M varieta differenziabili di dim N = n,
dim M =m. Sia F: N — M un’applicazione C'* con rango costante. Se F
e insettiva allora & un’tmmersione.

Dimostrazione. Mostriamo la contronominale. Supponiamo che F' non sia
un’immersione, cioé 3 p € N tale che il differenziale F}, non ¢é iniettivo. Per
la contronominale del Lemma 1.3.9
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rank(F,,) #n = rank(F,,) <n

dove 'ultima si ha in quanto rank(F,,) < n per definizione, e dato che il
rango di F' ¢ costante, se lo indichiamo con k£, segue che & < n. Per il teorema
del rango costante esistono (U, ¢) carta locale intorno a p e (V) carta locale
intorno a F'(p) tali che

(oFod™N(ry,...rn) = (ry,...,m1,0, ..., 0)

Poiché ¢(U) é aperto di R", preso (q1, ..., ¢,) € ¢(U) esiste un cubo ) centrato
in (q1,...,q,) di raggio ¢ > 0 sufficientemente piccolo tale che @ C ¢(U).
Allora (q1, ..., Gk, Qe41 + 5, Qit2, -5 Gn) € Q € tale che

(,lvb oFo gbil)(ql’ v Qs Qo1+ %aq]f-i-Qa 7qn) =
= (qla"'vqk707"'70> =
= (@bOFOgb*l)(ql?,.,’qn)

e cio mostra che (¢ o F o ¢~!) non ¢ iniettiva. Conseguentemente F non ¢é
iniettiva, altrimenti (1) o F o ¢~ ') sarebbe composizione di iniettive e dunque
iniettiva.

]

Teorema 1.3.11. Sia f : H — G omomorfismo di gruppi di Lie. Se f é
ingettivo allora f(H) & un sottogruppo di Lie di G.

Dimostrazione. Innanzitutto, per la Proposizione 1.1.25 f(H) é un sotto-
gruppo algebrico di GG. Osserviamo poi che Vh € H : fo L, = Ly o f,
infatti se g € H

(f o Ln)(g) = f(Ln(9)) = f(hg) =
= [(Wf(9) = Lrw(f(9) = (Lgw © [)(9)
da cui per la regola della catena, fissato h € H, calcoliamo per g € H
Jung © Lieg = (F 0 Lp)wg = (L) © [)ag = Lnyef(g) © fog =
Feng = Li(nyss(g) © Frg © Linag

Dato che le traslazioni sono diffeomorfismi, i relativi differenziali sono iso-
morfismi e poiché il rango di un’applicazione lineare coincide con il rango
della composizione della stessa con un isomorfismo segue che rank(f.n,) =
rank(f.,). Per I'arbitrarieta di h, g risulta che se p, ¢ € H allora

rank(f)(p) = rank(f.,) = rank(fugp-1)p) = rank(f.,) = rank(f)(q)
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ovvero f ha rango costante. Per la Proposizione 1.3.10 f ¢ un’immersione, e
quindi f(H) é una sottovarieta immersa di G. Ricordiamo che la struttura
differenziabile di f(H) come sottovarieta immersa é la struttura indotta da

f:H — f(H), indotta di f

ed essa é per costruzione un diffeomorfismo, da cui 7_1 ¢ un diffeomorfi-
smo e quindi f b Tfl ¢ un diffeomorfismo perché prodotto di diffeomor-
fismi. Allora, se indichiamo con puy,tnvyg le operazioni di gruppo di H e
con [ip(m), invgmy le operazioni di gruppo di f(H), poiché f ¢ omomorfismo

risulta

——1

—1
o iy =fopno(f xf)
e invyy = f oinvy OTfl

dunque pif(g), invggy sono C* perché composizione di C'*°. Pertanto f(H)
¢ un sottogruppo di Lie di G.
[

Definizione 1.3.12. (Algebra di Lie) Sia G un gruppo di Lie. L’algebra
di Lie di G ¢ lo spazio tangente a G in e algebra di Lie di G, e lo indichiamo
con T,G.

Osservazione 1.3.13. Ricordiamo che se G' é un gruppo di Lie allora T.G
é uno spazio vettoriale di dimensione dim G, isomorfo allo spazio dei campi
di vettori invarianti a sinistra di GG. Pertanto li identificheremo nel seguito.
Ricordiamo inoltre che un campo di vettori invariante a sinistra di G é com-
pleto e il suo flusso locale in un punto fissato é una curva integrale nel punto
per il campo di vettori. Per i dettagli si rimanda alle pagine 373,381,382 di

2]-

Osservazione 1.3.14. Considereremo l’algebra di Lie di un gruppo di Lie
come un gruppo di Lie munito della struttura del Teorema 3.0.1.

Definizione 1.3.15. (Applicazione esponenziale) Sia G un gruppo di
Lie. Definiamo 'applicazione esponenziale di G

exp: T.G — G :ww—~“(1)
dove se w € T,G allora v (t) ¢ la curva integrale in e per w.

Teorema 1.3.16. (Proprieta dell’applicazione esponenziale) Sia G un
gruppo di Lie e sia exp Uapplicazione esponenziale di G. Allora:
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(i) exp(0) = €

(1) exp ¢ C™

(i1i) 7 (t) = exp(tw)

(iv) exp & un diffeomorfismo locale in O

(v) exp((t + 5)w) = exp(tw)exp(sw)

(vi) exp(—w) = exp(w)) ™!

Dimostrazione. Per la dimostrazione si rimanda a pagina 385 di [2].

Osservazione 1.3.17. Dalla (iii) deduciamo che
d _ d, w —
7exp(tw)=o = 37 (=0 = w

Definizione 1.3.18. (Sottogruppi di Lie a un parametro) Sia G un
gruppo di Lie. Un omomorfismo di gruppt di Lie ¢ : R — G ¢ detto
sottogruppo a un parametro di G.

Teorema 1.3.19. (Caratterizzazione dei sottogruppi a un parame-
tro) Sia G un gruppo di Lie. Un’applicazione ¢ : R — G & un sottogruppo
a un parametro di G se e solo se V't € R : ¢(t) = exp(tw), per un opportuno
weT.qG.

Dimostrazione. " <= " Sia ¢ : R — G : applicazione definita da ¢(t) =
exp(tw), per w € T.G. Osserviamo che per t,s € R

Ot + 5) = exp((t + 5)w) = exp(tw)exp(sw) = ¢(t)o(s)
quindi ¢ ¢ un omomorfismo di gruppi, e se consideriamo 'applicazione
fR>T.G:t—tw

la quale ¢ C'*° perché lineare, allora risulta ¢ = expo f e dunque ¢ C'*° perché
composizione di C*°. Cid mostra che ¢ é un sottogruppo a un parametro di G.

—> "Sia ¢ : R — G un sottogruppo a un parametro di GG e sia w = %gb(t)“:o.
Definiamo 'applicazione

fR—=G:t— ¢(t)exp(—tw)

Allora, se p € il prodotto di gruppo di G e se consideriamo 'applicazione
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g:R—=>GxG:t— (¢(t),exp(—tw))

la quale ¢ C'°° perché ha componenti C*° in quanto sottogruppi a un para-
metro di G, risulta f = po g e quindi f ¢ C° perché composizione di C*°.
Inoltre f(0) = ¢(0)exp(0) = e, e calcoliamo

d%f (8)js=0 = %u(aﬁ(s)v exp(—sw))js=0 =

d d
= H*(e,e)(%gb(s)wzo, Eexp(—sw)‘szo) — (13)

= fi(e,e)(W, W) =w —w =10

e se ty # 0 allora

d

d
Ef(t)n:to = Ef(fo + 8)js=0 =

— %(qb(to + s)exp(s + 750))|5:0 =
= L (B(t)os)exp(—s)exp(—10) o =
— % (L¢(t0)(Rexp(—tow)(%(¢(8)exp<_sw))|s0))) N

d

- L(i)(to)*exp(ftow)(Rexp(ftow)*e(%f(S)LSZO)) =

(1.4)

= L¢(t0)*exp(—tow)(Rexp(—tow)*e(o)) =0

ovvero £ f(t)—, = 0 Vtg € R, quindi f ¢ costante e poiché f(0) = e si ha
o(t)exp(—tw) =eVt e R =
¢(t) = exp(tw) Vt € R
[

Osservazione 1.3.20. Deduciamo dal Teorema 1.3.19 che esiste una cor-
rispondenza biunivoca tra i vettori dell’algebra di Lie e i sottogruppi a un
parametro del relativo gruppo di Lie, data da

w < exp(tw)

Inoltre, per quanto mostrato nell’Osservazione 1.3.17, deduciamo che un
sottogruppo a un parametro ¢ univocamente determinato dal suo vettore
velocita iniziale.
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Teorema 1.3.21. Sia G un gruppo di Lie e sia ¢ : R — G un omomorfismo
algebrico continuo. Allora ¢ ¢ un sottogruppo a un parametro di G.

Dimostrazione. Poiché per il Teorema 1.3.16 exp € un diffeomorfismo locale
in 0, 3 U aperto di T,G con 0 € U, A aperto di GG con e € A tali che

exp : U — A é un diffeomorfismo

Fissiamo una base B di T,G, allora essendo U intorno di e 4 una palla aperta
W centrata in 0 e di raggio ¢ > 0 sufficientemente piccolo tale che W C U.
Deduciamo che

e W ¢ sottovarieta di U perché aperto di U

e exp(W) é aperto di A perché exp & aperta, e dunque & una sottovarieta
di A

pertanto exp : W — exp(W) ¢ ancora un diffeomorfismo. Scegliamo W in
questo modo affinché soddisfi la proprieta:
weW = tweWVvte|-1,1]

e nel nostro caso W la verifica perché é una palla aperta centrata in 0. Dato
che exp(W) é un aperto di G perché aperto di A aperto di G, ¢(0) =e, ¢ é
continua, 4 s > 0 tale che

(=s,5) € ¢~ (exp(W))

quindi per 0 < r < s si ha ¢([-r,7]) C @(¢~ (exp(W))) C exp(W). Sia

o(r) € exp(WW), poiché exp ¢ biettiva su W 3! n € W tale che ¢(r) = exp(n).
Per la scelta di W si ha Vn € N che 5% € W. Mostriamo per induzione su n:

¢(57) = exp(zr)

e n =0, allora ¢(r) = exp(n) per la scelta di 7.

. suppomamo la tesi sia vera per n — 1, cioé ¢( =)

n
= exp(gnsr)-
Siccome o € [—r, 7] allora 3! a € W tale che gb(—; ) =

exp(a). Osser-

viamo chén
¢(57)0(57) = exp(a)exp(a) = exp(2a) =
exp(gitt) = d(gi—1) = ¢(zx)d(5x) = exp(2a)
ma exp ¢ iniettiva su W, dunque 55y = 2a e pertanto 5- = «, e per

scelta di o segue ¢(57) = exp(z%).
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Dal Teorema 1.3.16 e dalle proprieta degli omomorfismi, se m € Z

O(zr) = (¢(57))™ = (exp(5k))™ = exp(5in)

Sia pertanto t € (—r,7), e dunque * € (—1,1): per la densita degli interi

diadici {5+ : m € Z,n € N} in (—1,1) possiamo costruire una successione
{F }ien tale che

m;

2™

— L pern = oo
T
m;

e conseguentemente tr — ¢ per n — oo. Inoltre 7%77 € W per la scelta di W
in quanto £ € (—1,1). Allora, per la continuita (per successioni) di ¢,exp

¢(t) = im o(grir) = I exp(gn) = exp(;n)
Cid mostra che presa ’applicazione

f:(—r,r)—)W:tr—>f77

la quale ¢ C* perché restrizione e indotta di F': R — T.G : F(t) = Lnrispet-
tivamente su (—r,r) sottovarieta di R perché aperto di R e W sottovarieta
di T,G perché aperto di T,G, e F' ¢ C° perché lineare, risulta

¢|(—T,7’) = €Xp o f

e pertanto ¢|_,,) € C* perché composizione di C*. Per il Teorema 1.3.5 ¢

¢ C, ovvero € un sottogruppo a un parametro di G.
O

Corollario 1.3.22. Sia F': H — G un omomorfismo algebrico continuo tra
gruppi di Lie. Allora F é omomorfismo di gruppi di Lie.

Dimostrazione. Sia {w, ...,w,} una base di T.H. Le applicazioni
@ R" = T . H : (v1,...,0,) = vw;, i =1,..,n

sono C* perché lineari, quindi exp o a; ¢ C*° perché composizione di C'*,
1=1,....,n e allora

a:R"— H: (vq,...,0,) — exp(viwy)...exp(v,wy,)
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¢ C perché prodotto di C*°. Il differenziale a,g : ToR™ — T,H ¢ tale che,
identificando ToR"™ = R"

o (U1, -, Un) = —(exp(tviwr)...exp(tvawn)) —g =

dt

= aun(exp(tvlwl), cees €XP (LW ) ) jp=0 =
(1.5)

= ,un*(e,...,e)(Eexp(tvlwl)ﬁ:m %exp(tvnwn)ﬁ:O) =

= ,un*(e,‘..,e) (Ulwla ceey Unwn) =

= Vw1 + ... + Uvpwy
dove p, : G X ... x G — G ¢ il prodotto, C*°. Abbiamo cioé mostrato che a,g
¢ I'isomorfismo canonico relativo a {wi, ...,w,}, da cui per il teorema della

funzione inversa 4 V aperto di R" con 0 € V, 3 U aperto di H con e € U
tali che

ay : V. — U é un diffeomorfismo

Consideriamo i sottogruppi a un parametro di H: ¢;(t) = exp(tw;), i =
1,...,n. Le applicazioni FFo¢; : R — G, ¢ =1,...,n sono omomorfismi alge-
brici continui perché composizione di omomorfismi algebrici continui, quindi
per il Teorema 1.3.21 sono sottogruppi a un parametro di G. Osserviamo
allora che

(F 0 )01, v) = F(exp(v11).-exp(030)) =
= F(exp(viwy))...F(exp(vpwy)) = (F o ¢1)(v1)...(F o ¢p,)(vn)
quindi F o v & C"™ perché prodotto di C*, e conseguentemente
Fly=Foao a(,l & C'*° perché composizione di C'*™
Per il Teorema 1.3.5 si ha che F' ¢ C*°, ovvero F' é un omomorfismo di gruppi
di Lie.
O

Terminiamo il capitolo mostrando tre ulteriori proprieta dei gruppi di Lie,
che si riveleranno particolarmente utili.

Lemma 1.3.23. Sia G un gruppo di Lie e sia U aperto di G con e € U.
Allora 3V aperto di G cone €V tale che VV C U,V =V~1L

Dimostrazione. Sia p il prodotto di gruppo di G. Poiché U ¢ aperto di G
con e € U e u é continua 3 S, T aperti di G tali che

(e,e) € SxT C u (U)
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R =SNT éaperto di G perché intersezione finita di aperti di G con e € R,
quindi se inv & linversione di gruppo di G allora R™! = inv(R) ¢ aperto di
G perché inv é omeomorfismo e dunque
V=RNR!
é aperto di G perché intersezione finita di aperti di G con e € V, tale che
V-l =inv(RN R™) =inv(R) Ninv(inv(R)) = R'NR=V e
VV =pu(VxV)Cu(RxR)Cpu(S=xT)Cpp(U)CU
]

Osservazione 1.3.24. Dato U aperto di G gruppo di Lie contenente e, I’a-
perto la cui esistenza é garantita dal Lemma 1.3.23 é detto intorno simmetrico
di e relativo a U.

Proposizione 1.3.25. Sia G un gruppo di Lie. Allora G é regolare.

Dimostrazione. Sia M un aperto di G con e € M, per il Lemma 1.3.23 3V
intorno simmetrico di e relativo a M. Preso g € V, poiché gV ¢ aperto di
G con g € gV si ha per la caratterizzazione della chiusura gV NV # &. Sia
we gV NV, w= gv per qualche v € V allora

g=wuteVV1i=VVCM

da cui per Iarbitrarieta di ¢ si ha V' C M. Osserviamo inoltre che V =

Int(V) perché V ¢ aperto, e cid mostra che se M é un aperto con e € M
allora 3 N chiuso di G tale che e € Int(N), N C M.

Pertanto, se h € G e A é aperto di G con h € A allora
Lp-1(A) ¢ aperto di G con e = Ly-1(h) € L,-1(A)
e dunque 3 N chiuso di G con e € Int(N), N C Ly-1(A) da cui Ly(N) é un
chiuso di G tale che
h=Lp(e) € Lp(Int(N)) = Int(Ly(N)), Ly(N) C Ly(Lp-1(A)) = A

Per I'arbitrarieta di h e per la Proposizione 1.2.2 G é regolare.
O

Osservazione 1.3.26. Si dimostra in effetti che ogni varieta differenziabile
é regolare, ma la Proposizione 1.3.25 fornisce una dimostrazione diretta nel
caso dei gruppi di Lie.

Proposizione 1.3.27. Sia G un gruppo di Lie connesso. Se H ¢ un sotto-
gruppo algebrico di G che é anche un aperto di G allora H = G.
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Dimostrazione. Dall’Osservazione 1.1.16 se ¢ € G\ H allora H NgH = @
in quanto le classi di equivalenza formano una partizione dell’insieme su cui
é definita la relazione di equivalenza. Inoltre gH ¢ aperto di G perché H ¢
aperto di GG, dunque

|J ¢H é aperto di G perché unione di aperti di G =
geGNH

H=G~ | g¢gH échiusodi G

geG\H

ed essendo H # @ perché sottogruppo, per la connessione di G si ha H = G.
m



Capitolo 2

Il primo teorema di isomorfismo

I teoremi di isomorfismo, e in particolare il primo teorema di isomorfismo,
sono strumenti potenti per mostrare che due oggetti muniti di una partico-
lare struttura sono "uguali" relativamente alla struttura considerata.

In questo capitolo forniremo nozioni riguardanti i gruppi di Lie e i relativi sot-
togruppi nel caso in cui la sottostruttura topologica sia discreta; affronteremo
poi nel caso discreto risultati preliminari al primo teorema di isomorfismo per
gruppi di Lie e daremo una dimostrazione di quest’ultimo.

2.1 Gruppi e sottogruppi di Lie discreti

Definizione 2.1.1. (Gruppo di Lie discreto) Sia H un gruppo di Lie. Se
la topologia su H ¢é la topologia discreta, H & detto gruppo di Lie discreto.

Siamo in grado di riconoscere agevolmente i gruppi di Lie discreti grazie
alla caratterizzazione seguente.

Proposizione 2.1.2. (Caratterizzazione dei gruppt di Lie discreti)
Sia H un gruppo che é anche uno spazio topologico discreto. Allora le sequenti
affermaziont sono equivalents:

1. H e un gruppo di Lie discreto
2. H ¢ Ny
3. H ¢ al piv numerabile

Dimostrazione. "1. = 2." Dato che H é un gruppo di Lie, per definizione
¢ N, in quanto varieta topologica.

25
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"2. = 3." H é& N,, quindi sia B = {B;},;c; una sua base al pit nu-
merabile. Siccome H ¢ discreto, Yh € H: {h} ¢ un aperto di H con h € {h}
e dunque per definizione di base

3j € J tale che h € B; C {h}, da cui B; = {h}

ma allora {{h} : h € H} C B e poiché H ha la stessa cardinalita di
{{h} : h € H} esso ¢ al pitt numerabile.

"3. = 1." H come spazio topologico discreto é T5 e localmente euclideo di
dimensione 0, e poiché ¢ al pitt numerabile
{{h} : h € H} ¢ una base al pitu numerabile di H

pertanto H ¢ Ny e quindi é una varieta topologica di dimensione 0.

Un suo atlante topologico ¢ dato da

B={({p},¢):p€ H}, dove ¢: {p} — R°

e poiché se (Uy, ¢1), (Us, ¢2) sono due carte distinte allora U; N Uy = @ per
definizione esse sono C*°- compatibili e dunque B ¢ un atlante differenziabile.
Conseguentemente esiste un’unica struttura differenziabile contenente B e H
munito di essa ¢ una varieta differenziabile di dimensione 0.

Siano p : H x H — H, inv : H — H le operazioni di gruppo di H, e
mostriamo che esse sono C'°.

(i) Sia (hy, ho) € H x H, prese ({h1} x {ha}, ¢1 X ¢2) carta intorno a (hy, hs)
e ({h1ha}, ¥) carta intorno a hihy allora
Yoo (P X o)t : RO x R — R® & C per definizione
ovvero p ¢ C* in (hy, hy). Per Parbitrarieta di (hq, ho) segue che p & C™.
(ii) Sia h € H, prese ({h}, ¢) carta intorno a h e ({h™'}, 1) carta intorno a
h~! allora
Poinvod !t : R = R ¢ C™ per definizione

ovvero inv ¢ C* in h. Per I'arbitrarieta di h segue che inv ¢ C*.

Pertanto, H ¢ un gruppo di Lie discreto.
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Definizione 2.1.3. (Sottogruppo di Lie discreto) Sia H un gruppo di
Lie. Un sottogruppo di Lie I' C H é detto sottogruppo di Lie discreto di H
se la topologia indotta da H su I' e discreta, ovvero se

Vy eI 3 A, aperto di H tale che A, NI = {~}
Vediamo alcune proprieta riguardanti i sottogruppi di Lie discreti.

Proposizione 2.1.4. Sia H un gruppo di Lie e sia T" un sottogruppo algebrico
di H che é anche un sottospazio topologico discreto di H. Allora I' é un
sottogruppo di Lie discreto di H.

Dimostrazione. T' ¢ un gruppo munito del prodotto di gruppo indotto da H;
inoltre munito della topologia indotta da H ¢ Ny, quindi per la proposizione
2.1.2 é un gruppo di Lie discreto e c¢ido mostra che il prodotto di gruppo e
I'inversione su I" sono C'*°.

Sia poi ir : I' — H linclusione: essa ¢ un omomorfismo algebrico iniettivo e
I' discreto — 1 continua

pertanto per il Corollario 1.3.22 i1 € un omomorfismo di gruppi di Lie iniet-
tivo, e per il Teorema 1.3.11 ip(I') = I" & un sottogruppo di Lie di H, discreto
per ipotesi.

O

Osservazione 2.1.5. Per la Proposizione 2.1.4 un sottogruppo algebrico di
un gruppo di Lie ¢ discreto se e solo se é un sottogruppo di Lie discreto del
relativo gruppo di Lie, pertanto nel seguito chiameremo tali oggetti sempli-
cemente sottogruppi discreti.

Chiaramente un sottogruppo discreto di un gruppo di Lie é un gruppo di Lie
discreto, se munito delle operazioni di gruppo e della topologia indotte dal
relativo gruppo di Lie.

Proposizione 2.1.6. Sia H un gruppo di Lie. Un sottogruppo algebrico
I' C H ¢ un sottogruppo discreto di H se e solo se 3 A aperto di H tale che
ANT = {e}.

Dimostrazione. " = " Poiché I" é un sottogruppo di H allora e € I', quindi
per definizione di sottogruppo discreto 3 A aperto di H tale che ANT = {e}.

" < " Sia A laperto di H tale che ANT = {e}. Siccome I' & un sot-
togruppo di H, se v € I' allora L,(I') = I' e dunque l'aperto L,(A) é tale
che
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Ly(A)NT = Ly(A) N Ly(T) = L(ANT) = Ly({e}) = {r}

da cui per larbitrarieta di v segue che I' é sottogruppo discreto di H.
O

Proposizione 2.1.7. Sia H un gruppo di Lie e I' un sottogruppo discreto di
H. Allora T' é un chiuso di H.

Dimostrazione. Sia A un aperto di H tale che ANT = {e}, per il Lemma
1.3.23 3 V intorno simmetrico di e relativo ad A. Per verificare che I' sia
chiuso mostriamo che H ~ T" ¢ aperto. Sia € H \ T e sia 2V aperto con
x € 2V, allora distinguiamo due casi:

e xV NI =g, allora x ¢ interno a H \ T

e 2V NI # @, allora 2V N T ha un solo elemento.
Infatti, se 1,72 € VNI, quindi 3 vy, v, € V tali che v, = xvy, 79 = xv9
risulta

1 —1 —1 —1
VIV =X =7V == Vg Y1 = Uy U1 =

Y%l eVVTINT=VVNTI CANT = {e} =

Y1 =72

Poniamo allora 2V NI = {7}, e dal fatto che & # ~ perché = ¢ T,
poiché H ¢ T5, 3 U, W apertidi H taliche x e U,y e W, UNW = @.
Conseguentemente U N xV é aperto di H perché intersezione finita di
apertidi H con x € UNzV, e UNxV C H\T perchésey € (UNzV)NI
si ha

yeaxVNl={y} = y=v = €U

e cio non puo accadere per costruzione. Pertanto x ¢ interno a H ~\ I

In entrambi i casi x é interno a H ~\. I, da cui per 'arbitrarieta di x H ~ 1" é
aperto e quindi I' é chiuso.
m

Proposizione 2.1.8. Sia f : H — G un omomorfismo di gruppi di Lie. Se
f & un diffeomorfismo locale in ey allora ker(f) é un sottogruppo discreto di

H.
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Dimostrazione. Per la Proposizione 1.1.25 ker(f) € un sottogruppo algebrico
di H. Inoltre, sia U aperto di H tale che ey € Ue f: U — f(U) é un
diffeomorfismo. In particolare f & iniettiva su U, dunque

VueUu#eg: fu)#eqe = UnNker(f)={en}

pertanto per la Proposizione 2.1.6 ker(f) ¢ un sottogruppo discreto di H.
m

2.2 Quozienti di gruppi di Lie

Qui vediamo come possiamo dotare un quoziente di un gruppo di Lie per un
sottogruppo discreto di una struttura di gruppo di Lie tramite la proiezione
naturale.

Teorema 2.2.1. (Struttura differenziabile sul quoziente nel caso di-
screto) Sia H un gruppo di Lie e sia I’ un sottogruppo discreto H. Allora

esiste una struttura differenziabile U su H/F, insieme delle classi laterals
sinistre rispetto a I', tale che la proiezione naturale sul quoziente

7T:H—>H/F:gr—>gF

sia C°. Inoltre w & un diffeomorfismo locale e W é unica rispetto alle strut-
ture differenziabili che rendono m un diffeomorfismo locale.

Dimostrazione. Dotiamo H/F della topologia quoziente relativa a 7, rispetto

a essa m é continua. Mostriamo che H/F ¢ una varieta topologica:

(i) = ¢ aperta. Per verificarlo, mostriamo che se U ¢ aperto di H allora
il suo saturato ¢ 7~ 1(7(U)) = U~ .

yel’
"C"siax € 1 (w(U)), ovvero zI" € w(U) e allora 3 u € U tale che ul’ = zT.
Cio significa che u ~ x, ovvero 3 v € T tale che

wlr =9 = z=uy

pertanto x € Uy C |J U~.
~vel

"D"siax € |JUr, cioé Fu e U,v €T tali che x = uy. Allora
el

vlr=uluy =7 = u~ux
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e quindi zT" € 7(U), da cui z € 71 (7 (UV)).

Osserviamo che Vy € I': U~ é aperto di G perché U é aperto di H, con-
seguentemente il saturato di U ¢é unione di aperti di H e quindi aperto di H.
Cio mostra che 7 ¢ aperta, e quindi per la Proposizione 1.2.6 H/F & Ns.

(ii) Mostriamo che S = {(x,y) € H x H : x ~ y} é un chiuso di H x H,
verificando che il suo complementare in H x H é aperto.

Sia (z,y) € (H x H) \. S, cioé x £ y, allora 2I", yI" sono chiusi di H perché
[' é chiuso e y ¢ zI', x & yI': per la regolarita di H 3 U*, UY aperti di H tali
che

relUeUNyl'=g,yclU%eU'Nal' =0

Conseguentemente V; = Uz, Vo = UYy~! sono aperti di H con e € V;,V,
e dunque V) NV; é aperto perché intersezione finita di aperti con e € VN V5.
Per il Lemma 1.3.23 3 V intorno simmetrico di e relativo a V; N V5, e in
particolare

VVCV, = VVae CVix =U"
Pertanto Vz, Vy sono aperti di H perché V é aperto di H, x € Vx,y € Vy,

e risulta
r(Vx)na(Vy) =@
Infatti se per assurdo 3 z € 7(Vz)Nm(Vy), cioé z = vial’ = vyyl per qualche

v1,v9 € V, allora viz ~ vy e cioé 3 v € T tale che (viz) lvyy = 7, quindi
yy = v;lle. Ma poiché

e yy ! €yl perché v~! € T sottogruppo
o v, lvr eV W =VVy CU?
abbiamo che U” NyI" # &, assurdo. In altre parole nessun elemento di Vx ¢
in relazione con alcun elemento di Vy, e conseguentemente
(x,y) e Ve xVyC(HxH)NS

Essendo Va x Vy aperto di H x H perché prodotto di aperti di H, (z,y) é
interno a (H x H) ~\. S. Per I'arbitrarieta di (z,y), (H x H) ~\. S é aperto di
H x H e quindi S é chiuso di H x H, e cio prova per la Proposizione 1.2.7
che H/F e Ts.

(iii) Iniziamo costruendo una carta locale di H/F intorno a I'. Poiché T
¢ discreto 3 A aperto di H con ANT = {e}, allora presa (U, ¢) carta locale
di H intorno a e
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U N A é aperto di H perché intersezione finita di apertidi H,ee UN A

dunque per il Lemma 1.3.23 3 V intorno simmetrico di e relativo a U N A.
Indichiamo con ¢y Papplicazione ¢|y : V. — ¢(V) e consideriamo la carta
locale di H intorno a e (V, ¢y ). Osserviamo che

Ty : V—>H/F

é continua perché restrizione di continua, aperta perché restrizione di aperta
su un aperto del dominio, ed ¢ iniettiva in quanto

m(v1) =7(v2) = vl =wl = vy~vy = vy el =
vl eVIVNT CUNANT CANT = {e} =
V1 = Vg

e allora, se indichiamo con 7y Papplicazione 7|y, : V' — m(V), essa é continua,
aperta e iniettiva perché indotta di continua, aperta e iniettiva e in piu €
suriettiva, ovvero ¢ un omeomorfismo. Inoltre w (V) & aperto di H/F perché
V & aperto di H e 7 ¢ aperta, e ¢y o (my) ! : 7(V) — ¢(V) & omeomorfismo
perché composizione di omeomorfismi. Pertanto

(7(V), ¢y o (my) 1) & carta locale di H/F intorno a w(e) =T

Sia ora p € H/F e scegliamo = € m!(p), che esiste per la suriettivita di 7.

Allora xV & aperto di H con = € xV e quindi 7(zV') & aperto di H/F con
p € m(xV). Osserviamo che

Tley @ 2V — H/F

é continua perché restrizione di continua, aperta perché restrizione di aperta
su un aperto del dominio, ed ¢ inoltre iniettiva in quanto

m(zv) = w(avy) = zvil = 20l = 201 ~ 209y =
vtz lavy €T = vitvy €T

e come osservato precedentemente segue che vy = vy, da cui xv; = xve. Allora
7y € omeomorfismo, ed poiché (L,-1),1 ¢ omeomorfismo perché restrizione
e indotta di omeomorfismo segue che ¢y o (L 1),y 0 (m,1) ! & omeomorfismo
perché composizione di omeomorfismi e pertanto

(7(V), ¢y o (Ly—1)zv © ()" h) & carta locale di H/F intorno a p
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Per 'arbitrarieta di p segue che H/F ¢ localmente euclideo di dimensione
dim H.

Abbiamo dimostrato che H/F ¢ una varieta topologica, e un suo atlante
topologico ¢ B = {(m(2V), dy o (Ly—1)av o (mey) ) 1 @ € H}. Osserviamo
che prese due carte di D

o (Un, fi) = (7(xV), ¢y o (Ly=1)av 0 (Tav) ™)
o (Uz, f2) = (m(yV), dv o (Ly=1)yv o (myv) ™)

allora la composizione fio fy ' : ¢(y~(zV NyV)) = ¢(z~ (xV NyV)) é tale
che

frofyt = (¢vo(Ly1)av o (meyv) ') o (dv o (Ly-1)yv o (Wyv)fl)fl =
= ¢y o (Ly-1)ev © (WmV)_l omyv o (Ly)yo gb\_/l = (2.1)
= (bv o Lm—l e} Ly o (b‘;l

e quest’ultima é C'*° perché composizione di C'°. Si prova lo stesso risultato
per fyo fit, dunque le carte (Uy, f1), (Us, f2) sono C°°- compatibili e poiché
esse sono scelte arbitrariamente B & un atlante differenziabile.

Allora 3! Ul struttura differenziabile su H/F tale che  C U, e H/F munito
di essa é una varieta differenziabile di dimensione dim H.

Osserviamo che per costruzione, se g € H e (gV, ¢y o (Ly-1)gv)) € carta
intorno a g e (m(gV), ¢y o (Ly-1)gv o (mgv) ") & carta intorno a w(g), allora
(mgv) ™t = (Bv 0 (Lg=1)gv) ' 0 (dv 0 (Lg-1)gv © (Tgv) ™)
da cui (myy) ! & diffeomorfismo perché composizione di diffeomorfismi e dun-
que mgy € un diffeomorfismo. Poiché g ¢ arbitrario e gV’ é aperto di H, cio

mostra che 7 ¢ localmente C*° e quindi C'*°, e in particolare ¢ un diffeomor-
fismo locale.

Infine, sia § una struttura differenziabile su H/F rispetto a cui 7 sia un
diffeomorfismo locale, e mostriamo che idH/F : (H/F,ll) — (H/F,‘:s) ¢ un
diffeomorfismo. Useremo la seguente notazione:

o 7T:H—>(H/F,ll)z7r1

. 77:H—>(H/F,S)E7T2
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quindi risulta m = idH/F om, M = (idH/F)*l omy. Slap € (H/F,ll) e
sia © € (m) *(p), poiché m; é un diffeomorfismo locale 3 U aperto di H

con x € U, W aperto di (H/F,ll) con p e Wtali che my : U — W ¢
diffeomorfismo. Allora

o ((m)v) ™) =
)o ((m)y) ™" = (2.2)

(idm, )lw = (idm, )lw o ((m)v
= ((idm, )lw o (m)v

= (m)lw o ((m)uv) ™"

quindi (z'dH/F)]W ¢ O perché composizione di C*°, da cui per 'arbitrarietd
di p segue che idH/F é localmente C'*° e dunque é C*°. Analogamente per
(idH/F)*l, e cio prova che z‘dH/F ¢ un diffeomorfismo. Pertanto se (U, ¢) € B
allora

(Uv ¢) = (idH/F(U)v idH/P o ¢) €l

quindi B C § e per l'unicita della struttura differenziabile contenente  si ha
¥ =1U, ovvero U & unica.

]

Corollario 2.2.2. (Gruppo di Lie quoziente nel caso discreto) Sia H
un gruppo di Lie e sia I' un sottogruppo div Lie di H normale e discreto.
Allora H/F e un gruppo di Lie con le operazioni

% H/F X H/F — H/P (2T, yl) = zyl
inv : H/F — H/F 7 N

Dimostrazione. Poiché I' é un sottogruppo normale di H, per il Teorema
1.1.18 (H/F, i, I') ¢ un gruppo. Inoltre, per il Teorema 2.2.1 H/F ¢ una va-
rieta differenziabile e 7 ¢ un diffeomorfismo locale. Verifichiamo che u, inv
siano C:

(i) Indichiamo con py il prodotto di H. Sia (zT',yI') € H/F, siccome 7
¢ un diffeomorfismo locale 3 Vi, V, aperti di H con z € Vy,y € Vo, 3 Uy, Uy
aperti di H/P con xI' € Uy, yI' € U, tali che

7w : V; = U; é un diffeomorfismo, 1 = 1,2

In particolare osserviamo che Vi x V5 é aperto di H X H perché prodotto di
aperti di H e dunque é una sottovarieta di H x H. L’applicazione

(7T_1X7T_1>3U1 XUQ_)‘/l X‘/QZ (grah‘F)'_)(gah‘)



CAPITOLO 2. IL PRIMO TEOREMA DI ISOMORFISMO 34

é un diffeomorfismo perché prodotto di diffeomorfismi, allora presa l’inclu-
sione i : Vi x Vo = H x H, C'"*° in quanto V; x V, é sottovarieta di H x H,
si ha

ftloyxv, = Topgoio (™t x )

quindi |y, xu, € C™ perché composizione di C*°. Per I'arbitrarieta di (zI', yT')
segue che u é localmente C* e pertanto é C*°.

(ii) Indichiamo con invy linversione di H. Sia zI' € H/F, siccome 7 &

un diffeomorfismo locale 4 V aperto di H con z € V., 4 U aperto di H/F con
zI' € U tali che

7 :V — U ¢ un diffeomorfismo

V' é sottovarieta di H perché aperto di H, quindi I'inclusione 2 : V — H ¢
C> e si ha
invl|y =moigoiom !

dunque inv|y ¢ C* perché composizione di C*°. Per l'arbitrarieta di z segue
che inv é localmente C*° e pertanto ¢ C°.

Conseguentemente, H/F ¢ un gruppo di Lie.
O

2.3 1l primo teorema di isomorfismo per gruppi
di Lie

Teorema 2.3.1. (Il primo teorema di isomorfismo per gruppi di Lie
nel caso discreto) Sia F : H — G un omomorfismo di gruppi di Lie tale
che ker(F') e discreto. Allora F(H) é un sottogruppo di Lie di G ed esiste
un unico isomorfismo di gruppi di Lie

tale che F = F o T, 0VVero F rende commutativo il sequente diagramma:

H = H/ker(F)

N

F(H)
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Dimostrazione. Indicheremo l'indotta di F su F(H) con F, quindi
F =ipm o F, dove ip - F(H) — G é I'inclusione
Essendo F' un omomorfismo di gruppi, per la Proposizione 1.1.25 F(H) ¢ un
sottogruppo di G e per il Teorema 1.1.26
JF: H/ker(F) — F(H) isomorfismo di gruppi tale che F = For

Inoltre, poiché ker(F') & un sottogruppo di Lie normale e discreto di H, per il
Corollario 2.2.2 H/k er(F) é un gruppo di Lie e 7 é un diffeomorfismo locale.
In particolare

7 continua, suriettiva e aperta = 7 ¢ un’identificazione
allora I'applicazione ipg) o F. H/ker(F) — (G ¢é continua per la proprieta
universale del quoziente in quanto
(ipm) oﬁ) O = ip(f) © (ﬁow) = ir(H) oF = F
e I’ ¢ continua perché omomorfismo di gruppi di Lie. Siccome i) 0 F ¢ an-

che un omomorfismo algebrico iniettivo perché composizione di omomorfismi
algebrici iniettivi si ha per il Corollario 1.3.22 che

i (H) © F ¢ omomorfismo iniettivo di gruppi di Lie

pertanto per il Teorema 1.3.11 (ipm) © ﬁ)(H/kzer(F)) = F(H) é un sotto-
gruppo di Lie di G.

Inoltre, F(H) & un gruppo di Lie di dimensione dimH/ker(F) = dimH

con la struttura indotta da F e quest’ultima é isomorfismo di gruppi di Lie
perché diffeomorfismo relativamente alla struttura su F'(H) indotta tramite
esso e isomorfismo algebrico per ipotesi, ed ¢ univocamente determinato dal
primo teorema di isomorfismo per gruppi.

]

Corollario 2.3.2. Sia F': H — G omomorfismo di gruppi di Lie suriettivo
tale che ker(F) ¢ discreto. Allora H/ker(F) é isomorfo a G.

Dimostrazione. Per il Teorema 2.3.1, H/ker(F) ¢ isomorfo a F'(H) = G.
[



Capitolo 3

Spazi vettoriali reali come gruppi
di Lie

In questo capitolo tratteremo un esempio notevole di gruppo di Lie, gli spazi
vettoriali reali finito-dimensionali: questa scelta ¢ motivata dalla presenza di
una relazione forte tra gruppi di Lie e le relative algebre di Lie, le quali sono
spazi vettoriali reali finito-dimensionali.

Daremo, oltre alla costruzione di una specifica struttura di gruppo di Lie,
una classificazione dei sottogruppi di Lie discreti degli spazi vettoriali reali e
dei quozienti per essi.

Teorema 3.0.1. Sia V uno spazio vettoriale reale di dim V' = n. Allora V
e un gruppo di Lie abeliano di dimensione n isomorfo a R™, le cui strutture
topologica e differenziabile non dipendono dalla base scelta per V.

Dimostrazione. Indichiamo con B = {ey,...,€,} la base canonica di R". Sia
B = {ey,...,e,} una base di V, dal teorema fondamentale delle applicazioni
lineari esiste un unico isomorfismo lineare

Fp:R"—=V:ej—e;j=1,..,n

che chiameremo isomorfismo canonico relativo a B. Consideriamo R™ come
spazio topologico munito della topologia euclidea e dotiamo V' della topologia
quoziente relativa a F'g, allora

Fp é omeomorfismo = V ¢ una varieta topologica di dimensione n

Inoltre, sia g~ la topologia euclidea su R™. Se 7 € la topologia quoziente
su V relativa a Fg e 7 € la topologia quoziente su V relativa a Fg dove B’

36
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¢ un’altra base di V', poiché F];l o Fg: R" — R" é omeomorfismo in quanto
isomorfismo lineare perché composizione di isomorfismi lineari risulta
Uctp < Fz'(U) € mgn
= (Fg'o Fg)(F5'(U)) € Tgn (3.1)
— F;'(U)€mm <= UcrTy

ovvero Tg = Tp € cloé T € unica. La indichiamo con 7.

Osserviamo che un atlante topologico di (V,7) ¢ ® = {(V, F5")}, e poiché
(V, Fg') é - compatibile con sé stessa

esso é un atlante differenziabile: pertanto esiste un’unica struttura differen-

ziabile Up tale che B C Upg, e V munito di essa é una varieta differenziabile

di dimensione n.

Inoltre, sia Up l'unica struttura differenziabile tale che ® C Upg/, dove B’

¢ un’altra base di V e ®' = {(V, F3')} & un atlante differenziabile di (V, 1)
poiché Fpg/ ¢ un omeomorfismo. Allora

F3! o Fp, Fy' o Fp sono C* perché isomorfismi lineari di R"

ovvero (V, Fg') & C™- compatibile con (V, F5') e dunque 3 C Ulp/, da cui
per P'unicita della struttura differenziabile contenente B si ha Ug = lUpg e
cioé U g é unica. La indichiamo con U.

Infine, siano + : V. xV — V, — : V — V le operazioni di gruppo di V.
Mostriamo che esse sono C:

(i) presi € = {(V x V,Fz' x Fz")} atlante differenziabile di V x V, ¥
atlante differenziabile di V' si ha
Fglodo(Fg' x Fg')y ' =Fg' o4 o0 (Fp x Fg) = +.

dove +, ¢ la somma di R" e quindi ¢ C'*°, ovvero + ¢ C'°.

(ii) preso ¥ atlante differenziabile di V' si ha
Fgl o—o0 (Fgl X Fjgl)_1 = Fgl o—o(Fpx Fp)=—

dove —, é l'inversione di R"™ e quindi & C°, ovvero — & C'°.
2

Pertanto V' ¢ un gruppo di Lie di dimensione n. Siccome Fp é omomor-
fismo algebrico in quanto lineare ed ¢ un diffeomorfismo perché Fg é un
sistema di coordinate per V allora F ¢ un isomorfismo di gruppi di Lie.

m



CAPITOLO 3. SPAZI VETTORIALI REALI COME GRUPPI DI LIE 38

Osservazione 3.0.2. Per costruzione, un’applicazione lineare f : R™ — V'
¢ un omomorfismo di gruppi di Lie, infatti ¢ omomorfismo algebrico perché
lineare ed ¢ C*° perché Fgl o f & C* in quanto lineare da R™ in R".

3.1 Spazi vettoriali normati

Per studiare i sottogruppi discreti di uno spazio vettoriale reale abbiamo
bisogno di introdurre un concetto di limitatezza, e dunque abbiamo bisogno
della nozione di spazio vettoriale normato.

Definizione 3.1.1. (Norma) Sia V uno spazio vettoriale reale. Una norma
su'V & un’applicazione

111V =R v [fol
tale che soddisfi le sequenti condiziona:
e VoeV:|l|>0ell|=0 < v=20
e Yo e V,VAeR: ||\ =\ ||v]]
o Vo,we Vvt wl| < lvf| + [[w]]
La coppia (V,||-||) ¢ detta spazio vettoriale normato.

Definizione 3.1.2. (Palla aperta) Sia (V,||-||) uno spazio vettoriale nor-
mato. Defintamo una palla aperta centrata in v € V e di raggio r € R

B,(v) ={we W :||lw—-v|| <r}

In particolare, una palla aperta centrata in 0 e di raggio v é l’insieme B,.(0) =

{weW:||lw|l| <r}.

Definizione 3.1.3. (Limitatezza) Sia (V.|| -||) uno spazio vettoriale nor-
mato. Un sottoinsieme A di V' si dice limitato se 3 B,(0) palla aperta di
centro 0 e raggio r tale che A C B,(0).

Definizione 3.1.4. (Equivalenza tra norme) Sia V uno spazio vettoriale
reale e siano || -], || - || due norme su V. || - || si dice equivalente a || - ||' se
dm,M € R, m,M > 0 tali che

VoeViom |l <ol < M ||v]]

Osservazione 3.1.5. Sia V' uno spazio vettoriale reale e sia || - || una norma
equivalente a || - ||. Osserviamo che Yv € V
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m [Jol] < [Joll" < M ]| = 5 [l < JJol] < & o]

dunque || - || ¢ equivalente a || - ||.

Conseguentemente diciamo che le due norme ||-|[, ||-||" sono norme equivalenti.
Osservazione 3.1.6. Sia V' uno spazio vettoriale reale e siano || - ||, || - |/
due norme equivalenti. Se A ¢ limitato rispetto a || - || e cioé¢ A C B,(0) per

un opportuno r € R, r > 0, allora
Va € A: |lal|" < M |la|| < Mr

ovvero A C B/,,.(0) e quindi A ¢ limitato rispetto a || - |/’.

Nel caso di nostro interesse lavoriamo con spazi vettoriali reali finito-
dimensionali, che possiamo munire di una struttura di spazio vettoriale nor-
mato come segue.

Teorema 3.1.7. Sia V uno spazio vettoriale reale di dim V =mn. Sia B una
base di V' e sia Fg il relativo isomorfismo canonico. Allora Uapplicazione

- 1l5:V = R:ve || (v)][ee

dove || - ||gn € la norma euclidea su R™, & una norma su V. Inoltre, se B' ¢
un’altra base di V e || - ||p & la norma associata allora || - ||, || - ||z sono
norme equivalenti.

Dimostrazione. Verifichiamo che || - || 5 soddisfa gli assiomi di norma:

@) Yo e Vi [Jolls = [|F5 (0)llr- 2 0, e
lolls =0 <= [[F5' (v)[lp» =0 = Fj'(v) = 0pr <= v=0
(ii) sia v € V e sia A € R, allora
1Xol[5 = [|F5" (A)l[en = [INFE" ()lee = A 1FE" (0)]ler = [A] [vlls
(iii) siano v, w € V, allora

o+ wlls = [[F5" (v +w)]

re = [|F ' (v) + Fip' (w)]

R <
< |IF5" (0)ller + |1F5" (w)ller = llvl|5 + |l
Cio prova che || - ||p ¢ una norma su V.

Inoltre, sia || - ||p la norma su V relativa a un’altra base di V. Poiché

l|-llgroFp =] |lgn = |||l © Fp ¢ continua
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ed essendo I un’identificazione perché omeomorfismo, dalla proprieta uni-
versale del quoziente || - || ¢ continua. Sia

S l={veV |lp=1}

munito della topologia di sottospazio di V, siccome S"™' = Fp(S"™!) dove
Sn~1 & la sfera unitaria di R", compatta per il teorema di Heine-Borel e
connessa, allora S”~' & compatto e connesso. Dato che ||-||p/|gn-1 & continua
perché restrizione di continua, per il Teorema 1.2.3

3 m = minge|| - |, M = mazgo || - ||
Conseguentemente, se v € V, v #£ 0 allora _||UT|B € S" ! e dunque
m< | lls < M =

1
vl 5

m < v||pr < M =

ml[o|ls < |[vl|ls < Ml[vl|s

da cui per arbitrarieta di v le due norme sono equivalenti.

]

Osservazione 3.1.8. In virtu del Teorema 3.1.7 la nozione di limitatezza in
uno spazio vettoriale reale finito-dimensionale ha senso, e non dipende dalla
base scelta.

3.2 Sottogruppi di Lie discreti di spazi vetto-
riali reali

In questa sezione vedremo come caratterizzare i sottogruppi di Lie discreti
degli spazi vettoriali reali finito-dimensionali sotto varie prospettive. Una
di esse ci permettera di classificare i quozienti degli spazi vettoriali per i
sottogruppi di Lie discreti.

Proposizione 3.2.1. (Caratterizzazione sottogruppi discreti degli spa-
zt vettoriali) Sia V' uno spazio vettoriale reale di dimensione n e sia I' un
sottogruppo algebrico dv V. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. T é un sottogruppo discreto di V'
2. VK compatto di V si ha |K NT| < oo

3. VB limitato di V si ha |BNT| < o0
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Dimostrazione. "1. = 2." Per la Proposizione 2.1.7 I' & un chiuso di V.
Sia K un compatto di V, allora

e K NI munito della topologia di sottospazio di V' ¢é discreto perché
sottospazio di I

e K NI é compatto perché chiuso del compatto K

dunque preso {{p} : p € K NI} ricoprimento aperto di K N T, per la com-
pattezza é possibile estrarre un sottoricoprimento finito di K NI" e cioe KNI’
¢ ricoperto da un numero finito di suoi punti, ovvero |K NI'| < co.

"2, = 3." Sia B limitato in V. Se fissiamo una base C di V e consideria-

mo il relativo isomorfismo canonico Fg, presa B,(0) una palla contenente B
allora F;'(B) ¢ limitato in R™ perché F;'(B) C F;'(B,(0)) e

Fo'(B,(0)) = {z € R" : Fo(z) € B,(0)} =
={z eR": ||Fe(2)||lc <71} =
= {z e R": ||[F5 (Fo(2))|[en <7} =
={z eR": ||z||gn < r}

(3.2)

ovvero F,'(B,(0)) ¢ la palla aperta centrata nell’origine di R™ e di raggio 7.

Conseguentemente Fi, '(B) ¢é ancora limitato perché é il pitt piccolo chiuso
contenente F,'(B) e F;'(B) ¢ contenuto nella palla chiusa centrata nell’o-
rigine di raggio r, da cui per il teorema di Heine-Borel é compatto. Segue
che B ¢ compatto di V in quanto F ¢ omeomorfismo e

Fo(FgY(B)) = Fo(Fo'(B)) =B
pertanto per ipotesi |[BNT| < oo e poich¢ BN € BNT siha [BNT| < oo.

"3. = 1." Sia B un aperto limitato con 0 € B, per ipotesi |BNT| < oo
e quindi |[BN (I' \ {0})| < oo. Cid significa che S = BN (I \ {0}) ¢ finito,
ed essendo V' uno spazio 77 allora S é un chiuso di V' e dunque di B: segue
che U = B~ S ¢é aperto di B e quindi aperto di V' perché B é aperto di V,
e risulta

UNl'={zeB~\S:zel'}={zeBnl:z¢ S} =
={zeB:zel,z¢ (< {0})} ={0}

pertanto, per la Proposizione 2.1.6 I' ¢ un sottogruppo discreto di V.
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Definizione 3.2.2. (Reticolo) Sia V uno spazio vettoriale reale di dimen-
sione n. Un reticolo A di V' & un sottogruppo di V' della forma

A={mye1+..+mpey :m; €ZVj=1,.. .k} =Zey + ... + Zey,

dove ey, ..., e, sono vettori linearmente indipendenti in V, k < n. Essi sono
detti generatori del reticolo e k é detta dimensione del reticolo. Se k = n il
reticolo € detto pieno.

Osservazione 3.2.3. Si pone per definizione che A = {0} ¢ un reticolo
generato da un insieme di vettori vuoto, cioé £ = 0. Inoltre V non ¢ un
reticolo di sé stesso perché é uno spazio vettoriale reale.

L’importanza dei reticoli ¢ messa in evidenza dal seguente:

Teorema 3.2.4. (Caratterizzazione det reticoli) Sia V uno spazio vel-
toriale reale di dim V' = n. Un sottogruppo A di V' & un reticolo se e solo se
¢ un sottogruppo discreto.

Dimostrazione. " = " Sia A = Zei+...+Zey, un reticolo di V. Completiamo
i vettori ey, ...,e, a una base di V: C = {ey, ..., e, €x41,...,6,} € sia Fg il
relativo isomorfismo canonico. Allora
A = Fo(ZF x {0}F)
e presa FC(B%(O)) I'immagine tramite F palla aperta centrata nell’origine
di R™ e di raggio %, aperto di V perché F é omeomorfismo, si ha
AN FC(B%(O)) = Fo(ZF x {0} *)n FC(B%(O)) =

= Fo((Z" x{0}*™*) N B.(0)) = Fc({0}) = {0}
quindi per la Proposizione 2.1.6 A é un sottogruppo discreto.
"« " Sia A un sottogruppo discreto di V' e sia k il massimo numero di
vettori linearmente indipendenti che possiamo estrarre contemporaneamente
da A. Se k = 0 allora A = {0}, dunque é un reticolo; supponiamo allora
k > 1 e procediamo per induzione su k.

e k=1. Siae; € A, e; # 0, e poiché 1 é il massimo numero di vettori
linearmente indipendenti che possiamo estrarre contemporaneamente
da A segue che A C Re;.

Completiamo e; a una base di V: C' = {ej,ea,...,e,} e dato M € R,
M > 0, consideriamo

E]u:{telitER,’t‘<M}
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Esso ¢ limitato in quanto Ej; C By (0), e poiché A é discreto, per la
Proposizione 3.2.1 si ha |Ey N A| < co. Siccome A C Rey e A # {0}

dme; € A,m#0 =
EyNA#{0},se M > |m|+1
Inoltre Ey; N A soddisfa la condizione
se te; € By NA allora —te; € EyyNA

perché —te; € A sottogruppo e | — t| = |t|: conseguentemente, per M
sufficientemente grande 4 ve; € Fy N A tale che v > 0, e allora essendo
Eyn N A finito esiste a = min{v : ve; € Ejy N A,v > 0},

Posto f = ae; mostriamo che A = Zf:

"D" Per definizione di a risulta f € A, dunque Zf C A perché A é
un sottogruppo.

"C" Supponiamo per assurdo che A N\ Zf # O e sia a € AN Zf.
Poiché o € A C Re; = Rf 3d € R tale che a = df, ma o € Zf e
dunque d ¢ Z: presa [d] la parte intera di d si ha

d = [d] + (d = [d]), [d] € Z, (d - [d]) € (0,1)

quindi scriviamo o« = (m 4+ ¢)f = mf +cf, m € Z, ¢ € (0,1).
Osserviamo allora che

1. ¢f = a—mf € A perché sottogruppoe a € A, mf € Zf C A
2. cf = caey, |ca| = |c| la|] < M

ovvero cae; € EyyNAe0 < ca<a=min{v:ve € Eyy NAjv >0},
assurdo. Pertanto AN Zf = @ e cioe A C Zf.

e supponiamo che la tesi sia vera per k — 1, ovvero se possiamo estrarre
contemporaneamente da un sottogruppo discreto di V' al massimo k£ —1
vettori linearmente indipendenti allora esso € un reticolo.

Sia A un sottogruppo discreto di V' da cui possiamo estrarre contem-
poraneamente al massimo k vettori linearmente indipendenti. Siano
€1, ..., €x_1 vettori linearmente indipendenti in A e sia

N =AnN R61 + ...+ Rek,1
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A’ & un sottogruppo di V perché intersezione di sottogruppi di V e
se munito della topologia indotta da V ¢ discreto perché sottospa-
zio di A, da cui per ipotesi induttiva 3 fi, ..., fr_1 vettori linearmente
indipendenti in V' tali che

N=Zf+ .. +ZLfy

In particolare fi,..., fu_1 € A’ C A, dunque possiamo estrarre e; da
A cosicché fi, ..., fr_1, e, siano linearmente indipendenti. FEssendo k
il massimo numero di vettori linearmente indipendenti che possiamo
estrarre contemporaneamente da A segue che

A g Rfl + ...+ Rfk—l + R@k
dunque se w € A allora
w=ayf1+ ...+ ap_1fr—1 + Quek, A1, ..., 01,0, € R

Rfi + ...+ Rfp_1 + Re é un sottospazio vettoriale di V' del quale una
base & {f1, ..., fr_1,€x}, allora per 'unicita delle componenti rispetto a
una base é ben definita ’applicazione

<I>:Rf1+...+Rfk,1+Rek—>R:wl—>aw

e percid possiamo considerare la restrizione ¢ = ®|,. Essa é un omo-
morfismo di gruppi abeliani, infatti se w,v € A, w = a1 f1 + ... +
ag—1fr—1 + awer, v = b1 f1 + ... + bp_1 fr—1 + byey, allora

o(w+v) =o((arfr + ... + awer) + (b1fi + ... + byer)) =
= gb((al + bl)fl + ...+ (aw + bv)ek) = (33)
= a, + b, = d(w) + (v)

e conseguentemente ¢(A) é sottogruppo di R. Inoltre, sia 7 € ¢(A) e
siaw € ¢~Hr), w=aifi+...+ar_1 fr_1 +rex. Consideriamo il vettore
w' = la1]fi + ... + [ag-1]fr—1, quindi v’ € A C A. Allora w —w' € A
sottogruppo e

p(w —w') = p(w) —p(w') =r—-0=r

dove le componenti rispetto a fi, ..., fr—1 di w — w’ sono
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(aj - [a’jD S [07 1)7 .] = 17 7k: —1

Completiamo fi, ..., fr_1, €, a una base di V: C = {f1,...,ex,...,e,} €
consideriamo || - ||¢. Sia m > 0 e M = maxz{l, m}, per quanto appena
osservato se 7 € ¢(A) N {t € R : |t| < m} allora r = ¢(v) per qualche
v € By (0) e dunque

[p(A) N {t e R [t] <m}i| < |AN Bu(0)] < o0

dove 'ultima disuguaglianza é vera per la Proposizione 3.2.1 in quanto
A ¢ sottogruppo discreto di V' e Bj/(0) ¢ limitato di V. Per 'arbitra-
rieta di m deduciamo che se B ¢ un limitato di R e cioé 4 m > 0 tale
che B C {t € R: |t| < m} allora

d(A)NBCopA)N{teR:|t|<m} =
lp(A)NB| <|op(A)N{t eR:[t| <m}| <

da cui per la Proposizione 3.2.1 ¢(A) é un sottogruppo discreto di R.
Dato che A # {0} e quindi ¢(A) # {0}, e poiché R ¢ uno spazio
vettoriale di dimensione 1, deduciamo che

il massimo numero di vettori linearmente indipendenti che
possiamo estrarre contemporaneamente da ¢(A) ¢ 1

allora per la base induttiva ¢(A) é un reticolo e cioé ¢(A) = Zr per
qualche 7 # 0, e siccome 1 € ¢(A) I fr. € A tale che r = ¢(fr).

Per costruzione fi, ..., fr_1, fr sono linearmente indipendenti, altrimenti
la componente di f; rispetto a e; sarebbe nulla e cioé r = ¢(fx) = 0.
Essendo k il massimo numero di vettori linearmente indipendenti che
possiamo estrarre contemporaneamente da A segue che

ACRf+ ... +Rfp1 + RSy,

Osserviamo inoltre che eq, ..., e5_1, e, sono k vettori linearmente indi-

pendenti in A. Infatti, se per assurdo fossero linearmente dipendenti,

dato che eq, ..., e;_1 sono linearmente indipendenti per costruzione cio
? Y

implica che

er € Rey + ... + Rep_q
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ma poiché e, € A allora e, € ' =7Zf, + ...+ Zf,_1, assurdo perché ab-
biamo scelto ey cosicché fi, ..., fr_1, € siano linearmente indipendenti.
Pertanto

A CRe; + ... +Rep_; + Rey,

e dal fatto che fi,..., fu_1, fx € A risulta che Rf; + ...+ Rfy_1 + Rf C
Req + ... + Rey_1 + Rey. Verifichiamo che A =Zf, + ... + Zf; :

"D" Poiché fi, ..., fr € A sottogruppo si ha Zf; + ...+ Zf, C A

"C"Sia o € Aesia¢(a) = ad(fr), a € Z. Poiché afy, € Zfr C A allora
a — afr € A sottogruppo e dunque possiamo valutare ¢ in o — afy :

o —afy) = dla) —ad(fy) =0 =

oz—afk GAﬂRfl—i‘...—’—Rfk,l -
CANRe; + ...+ Repy = (3.4)
=N=Zfi+..+Zf

da cui 4 ay,...,ap_1 € Z tali che a —afy, = a1fi + ... + ap_1fr_1 €
pertanto a = a1 f1 + ... + ap_1fr—1 +afy € Zf1 + ... + Lfy.

Cio prova che A é un reticolo.

]

3.3 Quozienti di spazi vettoriali reali per sot-
togruppi di Lie discreti

Incontriamo di seguito un’applicazione notevole dei risultati visti fin’ora, e
in particolare del primo teorema di isomorfismo per gruppi di Lie.

Teorema 3.3.1. (Classificazione dei quozienti di spazi vettoriali nel
caso discreto) Sia V uno spazio vettoriale reale di dim V = n e sia I' un

reticolo di V' di dimensione k. Allora V/F e un gruppo di Lie, isomorfo a
TF x R™*,

Dimostrazione. Per il Teorema 3.0.1 V é un gruppo di Lie isomorfo a R",
mentre per il Teorema 3.2.4 I' ¢ un sottogruppo discreto di V; poiché V' ¢
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abeliano allora I' é sottogruppo normale di V', da cui per il Corollario 2.2.2
V/F é un gruppo di Lie.

Siano eq,...,ex generatori di I' e completiamoli a una base di V: B =
{e1, ..y €k, €11, ..., en}. Se Fp ¢ il relativo isomorfismo canonico risulta I' =
Fp(Z*F x {0}"*). Osserviamo che

moF :R" — V/F

¢ omomorfismo suriettivo di gruppi di Lie perché composizione di omomorfi-
smi suriettivi di gruppi di Lie e il suo nucleo ¢

ker(moF)={x e R": w(F(x)) =T} =
=F'({veV n)=T}) =
= F5' (ker(m)) = (3.5)
= Fg'(I) =
= 7' x {oy*
il quale per il Teorema 3.2.1 ¢ un sottogruppo discreto di R", pertanto per il
Corollario 2.3.2 Rn/zk x {0}k ¢ isomorfo a V/F )

Sia f : R® — T* x R"* I'applicazione definita da

flty, o tn) = (€2 e®™0) (thit,s oo b))
Essa ¢ un omomorfismo di gruppi di Lie suriettivi perché prodotto delle

applicazioni

o fi i RE — TF: (t, ..., tp) = (2™ .. e2™) omomorfismo di gruppi
di Lie suriettivo perché prodotto degli omomorfismi di gruppi di Lie
suriettivi

g :R—=St:t—e*™ j=1,..k

e fo = tdgn—«, isomorfismo di gruppi di Lie
e 1l suo nucleo é

ker(f) = ker(f1) x ker(fs) =
= (ker(g1) X ker(gz) x ... X ker(gx)) x ker(fs) =
=(Zx..xZ)x {0} F =
= 7" x {0} *

(3.6)
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pertanto per il Corollario 2.3.2 RYL/ZIC x {0}k ¢ isomorfo a TF x R" 7%, e
poiché la composizione di isomorfismi di gruppi di Lie é un isomorfismo di

gruppi di Lie si ha che V/F ¢ isomorfo a T* x R 7%,
]



Capitolo 4

Classificazione dei gruppi di Lie
abeliani

In questo capitolo dimostreremo il secondo risultato principale della tesi,
ovvero la classificazione dei gruppi di Lie abeliani. Vedremo come si inserisce
I’abelianita nel contesto dei gruppi di Lie, in particolare tramite i gruppi
divisibili e le loro caratteristiche.

4.1 Gruppi divisibili
Definizione 4.1.1. (Gruppo divisibile) Sia D un gruppo abeliano. D ¢
detto divisibile se Va € D, ¥Yn € Nt 3 b e D tale che a = nb.

Esempio 4.1.2. Sia (Q,+) gruppo abeliano. Se a € Q e n € Nt allora
b= =€ Q é tale che

dunque Q ¢ divisibile.
Esempio 4.1.3. Sia (Z,+) gruppo abeliano. Preso 1 € Z e 2 € N* si ha
Vz e Z ~ {0}
20z2] >2>1 = 2: 41
mentre se z = 0 allora 2z = 0 # 1: pertanto Z non ¢ divisibile.

Lemma 4.1.4. (Lemma di incollamento) Sia C un gruppo abeliano e
stano A, B sottogruppi di C. Se G & un gruppo abeliano qualsiasi e f: A —
G, g : B — G sono omomorfismi di gruppi abeliani tali che flanp = glans
allora esiste un unico omomorfismo di gruppi abeliani h : A+ B — G tale
che hla=f, hlp =g.

49
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Dimostrazione. Dato che A e B sono sottogruppi normali di C' perché C é
abeliano allora A + B é sottogruppo di C, e dunque é un gruppo abeliano
con la somma indotta da C'. Sia ’applicazione h : A + B — G definita da

h(a+b) = f(a) + g(b)

h & ben definita, cioé non dipende dalla decomposizione come somma in
A+ B. Infatti, siaa € A+ B,a=a+b=c+ddove a,c € A, b,d € B.
Osserviamo che

=
S
_l’_
=
S~—
l
=
9}
_l’_
&
—
2
_l’_
Q
—~
=
I
~

d) —g(b) (4.1)

e quest’ultima é vera in quanto poiché a — ¢ € A sottogruppo, d —b € B
sottogruppo allora
a+b=c+d = a—c=d—-b = d—be ANB
e poiché flang = glanp allora f(a —c¢) = f(d —b) = g(d —b). Inoltre, se
a1+b1, a2+b2 €A+BSI ha
h(((ll + bl) + (CLQ + b2)) = h((a1 + CLQ) + (bl + bg)) =

= f(a1 + a2) + g(b1 + b2) =
= (flar) + flaz2)) + (9(b1) + g(b2))
= (f(a1) + 9(b1)) + (f(az) + g(b2))
= h((al + bl)) + h((&g + bg))

(4.2)

ovvero h é omomorfismo di gruppi abeliani, e
e acA = h(a)=h(a+0)= f(a)+g(0) = f(a) + 0= f(a)
e be B = h(b)=h(0+b) = f(0)+ g(b) =0+ g(b) = g(b)

ovvero hls = f, h|gp = ¢. Infine, se p : A+ B — G ¢ un omomorfismo di
gruppi abeliani tale che p|4 = f, p|p = g, allora Va +b € A+ B si ha

pla+b) = p(a) +p(b) = f(a) + g(b) = h(a +b)
ovvero p = h e pertanto h é unico.
O

Teorema 4.1.5. (Caratterizzazione det gruppt divisibili) Sia D un
gruppo abeliano. Allora D ¢ divisibile se e solo se per ogni A gruppo abeliano:
se f: A— D & omomorfismo di gruppi abeliani e B & un gruppo abeliano
con A sottogruppo di B esiste un omomorfismo di gruppi abeliani f : B — D
tale che fla = f.
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Dimostrazione. " = " Sia A un gruppo abeliano, sia f : A — D un
omomorfismo di gruppi abeliani e sia B un gruppo abeliano tale che A é
sottogruppo di B. Sia la famiglia

P ={(C,g) : C sottogruppo di B e A sottogruppo di C,
g : C — D omomorfismo tale che g|4 = f}

Essa ¢ non vuota perché (A, f) € P. Definiamo una relazione su ¥:
(C1,91) ~ (C2,92) <= C) & sottogruppo di Cy e ga|lc, = g1
che definisce una relazione d’ordine parziale su P in quanto

e (C,g) ~ (C,g) perché C ¢é sottogruppo di sé stesso e g|c = ¢
o se (C1,91) ~ (Ca,92) e (C2,92) ~ (C1, g1), allora

Ci CCy, O, CC = () =05

e conseguentemente g; = ga|c, = g2|c, = g2, da cui (C1, g1) = (Co, 92)
e se (C1,q1) ~ (02792) e (Ca,92) ~ (C3, g3), allora

C ¢ sottogruppo di Cy, Cs é sottogruppo di C3 — C é
sottogruppo di Cs

e poiché g; = g2|01 = (g3|02)‘01 = 93\01 si ha (Chgl) ~ (03793)

Indichiamo allora ~ con <. Sia {(C,, g ) }acs una catena di P e consideriamo

CI - U Ca
ael
sottogruppo di B per la Proposizione 1.1.10 perché {C,} é una catena di
sottogruppi di B e tale che A é sottogruppo di C; perché per a € I A é
sottogruppo di C, e C, ¢é sottogruppo di C;. Definiamo ’applicazione

g1 : Cr — D : gr(c) = galc), se c € C,

Essa ¢ ben definita, cioe se ¢ € C, N Cs allora g,(c) = gs(c). Infatti, se
c € C, N Oy, essendo {(Cy, ga) taer totalmente ordinato si ha

(Cas 9a) < (Cs,95) = galc) = gslc.(c) = gs(c)

(oppure (Cy, ga) < (Cs,gp), ma i due casi sono analoghi e dunque ne trat-
tiamo solo uno). Osserviamo che g; ¢ un omomorfismo di gruppi abeliani,
infatti se ¢,d € Cy e cioé ¢ € C,, d € Cg per qualche «, 5 € I, poiché C, ¢
sottogruppo di Cj (o analogamente Cj ¢ sottogruppo di C,) allora ¢,d € Cp
da cui ¢+ d € Cjp sottogruppo e pertanto
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gr(c+d) = gs(c+d) = gs(c) + gs(d) = gr(c) + g1(d)

Inoltre per definizione, se a € I allora g;|c, = go € dunque preso a € I si ha
grla = gala = f, mostrando cosi che (Cy,g;) € P. Per costruzione risulta

Va € I: (Cy, ga) < (Cr,91)

ovvero (Cr, gr) é un maggiorante in P per {(Cy, ga) }acr, da cui per arbitra-
rieta della catena di P segue che P & un insieme induttivo e per il lemma di
Zorn ammette un elemento massimale (A, f). In particolare

e A ¢ un sottogruppo di B e A é un sottogruppo di A
e f: A — D éomomorfismo tale che f|, = f

Supponiamo per assurdo che A # B, dunque che A C B, e sia x € B~ A.
Distinguiamo due casi:

@ Vn € NT si ha nx ¢ Z_ Sia <x> il gruppo ciclico generato da x, allora
AN <x>={0} e K =A + <x> & sottogruppo di B per la Proposizione
1.1.11 con A sottogruppo di K. Definiamo 'applicazione

¢: K — D:a+mz— f(a)

Essa é ben definita, cioé non dipende dalla decomposizione come somma in
K. Infatti, sia k € K, k =a+ mx = b+ nx dove a,b € A, m,n € N, allora

a+mr=b+nr = a—b=nr—mr=n—-—mr =
a—beAN<z>={0} = a=b =

¢la+ma) = f(a) = f(b) = ¢(b + nz)

Inoltre ¢ ¢ omomorfismo di gruppi abeliani in quanto se a +mx, b+nr € K
allora

o((a+mz) + (b+nz)) = ¢((a+b) + (m+n)r) =
(a+1b) = f(a)+ f(b) = (4.3)

= ¢(am + mz) + ¢(b + nz)

¢k +0) = f(k) = fla(k) = f(a), ovvero ¢|4 = f.
¥, tuttavia poiché A é sottogruppo proprio di K e
al

lora (A, f) < (K, ) e cid é assurdo per la massi-

¢
f

esek € Asihaok) =
Cio mostra che (K, ¢) €
per costruzione ¢|; = f
malita di (A, f).

(ii) 3 n € N* tale che nz € A. Sia il sottoinsieme dei numeri naturali
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T ={m e Nt :mz e A}

Esso ¢ non vuoto in quanto n € T, quindi per il principio del buon ordina-
mento 7' ammette minimo . Poiché tz € A allora esiste f(tx) e f(tzx) € D,
da cui essendo D divisibile 3 z € D tale che f(tx) = tz. Consideriamo
I’applicazione

p:<x>—D:mx— mz
che é omomorfismo di gruppi abeliani in quanto se mx, sx € <x> allora
p(mz + sz) = p((m+ s)z) = (m+ 5)z = mz + sz = p(mx) + p(sx)

Osserviamo che dato y € A N <x>, y = kx per k € N*t, dal teorema della
divisione euclidea 3 ¢ € Z, r € N con 0 < r < t tali che k = ¢t + r e allora

kx = (gt +r)x = (gt)z +rz =
re =kr — (qt)r = kx — q(tz) € A
perché q(tr) € A sottogruppo, da cui essendo ¢ il pitl piccolo naturale non

nullo la cui relativa potenza di x appartiene a A e r < t segue che r =0 e
dunque y = (gt)z = q(tz). Conseguentemente, se y € A N <x>, y = q(tx)

fy) = flq(tz)) = qf (tx) =
= q(tz) = (qt)z = p((qt)r) = p(y)

ovvero flincys = Plin<s € quindi per il Lemma 4.1.4 esiste un unico omo-
morfismo di gruppi abeliani h : A + <x> — D tale che hlgy = f, h|<.> = p.
In particolare h|4 = f|a = f, e cid mostra che

(A+ <> h)eP
ma poiché E ¢ un sottogruppo proprio di A+ <x> in quanto x ¢ A dedu-
ciamo che (A, f) < (A + <x>,h) e cio é assurdo per la massimalita di (A, f).

Avendo trovato in entrambi i casi un assurdo si ha che A = B, e cioé
f:B— D étale che f|4 = f.

"«="Siax e Desian e N*t. Sia Z gruppo abeliano e sia nZ sottogruppo
di Z. L’applicazione
finZ — D: nzw— zx

¢ un omomorfismo di gruppi abeliani, infatti se nz, ny € nZ si ha

fnz+ny) = f(n(z +y)) = (2 +y)r = zz +yr = f(nz) + f(ny)
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illora 3 7 : Z — D omomorfismo di gruppi abeliani tale che 7|nZ = f, e
f(1) € D é tale che

nf(1) = f(n) = flaz(n) = f(n) ==

Per 'arbitrarieta di x, n, segue che D ¢ divisibile.
m

Corollario 4.1.6. Sia G un gruppo abeliano e sia D un sottogruppo di G
divisibile. Allora esiste un gruppo abeliano A tale che G é isomorfo a D x A.

Dimostrazione. Se consideriamo 'omomorfismo di gruppi abeliani
idD :D— D

poiché D ¢ divisibile, per il Teorema 4.1.5 3 idp : G — D omomorfismo di
gruppi abeliani tale che idp|p = idp. Sia A = ker(idp), allora D, A sono
sottogruppi normali di G perché G é abeliano tali che

e G =D + A, infatti se g € G allora idp(g) € D e
(
(9) —idp(idp(g)) = (4.4)

ovvero g —idp(g) € ker(idp), da cui g = idp(g) + (g —idp(g)) € D+ A

e DN A={0}, infatti se g € DN A allora
0 =idp(g) = idplp(g) = idp(g) = g

Sono cioé soddisfatte le condizioni del Teorema 1.1.29, il quale asserisce che
G ¢é isomorfo a D x A.
]

4.2 Classificazione dei gruppi di Lie abeliani

Affrontiamo I'ultima sezione della tesi, riguardante la classificazione dei grup-
pi di Lie abeliani. Prima di procedere con dimostrazione di quest’ultima
necessitiamo alcuni risultati preliminari riguardanti i gruppi di Lie abeliani.

Teorema 4.2.1. Sia G un gruppo di Lie abeliano e connesso. Allora exp é
un omomorfismo di gruppi di Lie suriettivo.
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Dimostrazione. Verifichiamo che V¢ € R vale:
exp(t(w + 1)) = exp(tw) + exp(tn), w,n € TyG

Sia il sottogruppo a un parametro di G a(t) = exp(t(w +n)) e sia Papplica-
zione

f:R— Gt exp(tw) + exp(tn)

Essa ¢ C* perché composizione di C*°, infatti se p € la somma di G e
prendiamo 'applicazione

f R—=GxG:tw (exp(tw),exp(tn))

la quale ¢ C* perché le sue componenti sono sottogruppi a un parametro di
G, si ha f = po f. Inoltre § & un omomorfismo in quanto se ¢t,s € R

B(t+s) =exp((t+ s)w) +exp((t + s)n) =
= exp(tw) + exp(sw) + exp(tn) + exp(sn) =
= (exp(tw) + exp(in)) + (exp(sw) + exp(sn)) =
= B(t) + B(s)

e quindi g é sottogruppo a un parametro di G. Se calcoliamo il vettore
velocita iniziale di «, 8 troviamo

(4.5)

o La(t)mo = Lexp(t(w +1n))jmo =w + 7

d d
777 Bi=o = —oulexp(tw), exp(tn)) =0 =

(4.6)

d d
- u*(%é)(%eXp(tw)h&:o, aexp(tn)‘tzo) =

= M*(e,e)<wa 77) =w-+n

ma poiché un sottogruppo a un parametro ¢ univocamente determinato dal
suo vettore velocita iniziale deduciamo che o = 3, come volevasi dimostrare.
Per t = 1 la relazione diventa

exp(w + 1) = exp(w) + exp(n)

da cui per 'arbitrarieta di w,n segue che exp ¢ un omomorfismo di gruppi di
Lie.

Inoltre, dato che per il Teorema 1.3.16 exp é un diffeomorfismo locale in 0,
segue per il Teorema 1.3.5 ¢ un diffeomorfismo locale, dunque ¢ localmente
aperta e pertanto € aperta. Allora
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exp(TpGG) & un sottogruppo aperto di G

e poiché G ¢ connesso, per la Proposizione 1.3.27 si ha exp(7yG) = G, ovvero
exp é suriettivo.

[]

Proposizione 4.2.2. Sia G un gruppo di Lie. Sia G. la componente con-
nessa di G che contiene e. Allora G, é un sottogruppo di Lie embedded di G,
normale e aperto in G.

Dimostrazione. Innanzitutto, G, # @ perché e € G.. Siano u, inv le
operazioni di gruppo di G e osserviamo che

e G, X G, é connesso di G x G perché prodotto di connessi, da cui per
la continuita di p si ha G.G. = u(G. x G.) connesso di G. Poiché
G. C G.G,, per la massimalita di G, si ha G, = G.G.

e G_.!' =inv(G,) & una componente connessa di G perché inv & un omeo-
morfismo; inoltre contiene e~! = e, quindi G, N G_! # & e poiché le
componenti connesse sono disgiunte a coppie si ha G, = G

pertanto per la Proposizione 1.1.8 G, é un sottogruppo di G. Inoltre, se
g € G allora ¢~ 'G.g ¢ una componente connessa di G perché

g_lGeg = Rg(Lg‘1 (Ge))

con e = g teg € g7 'G.g, ovvero g 'G.g = G.. Essendo g arbitrario, G, &
sottogruppo normale di G.
Osserviamo poi che G, é aperto di G per la Proposizione 1.2.4, dunque G,
é sottovarietd di G e pertanto per il Teorema 1.3.8 € sottogruppo di Lie
embedded di G.

m

Corollario 4.2.3. Sia G un gruppo di Lie abeliano. Allora Go € un gruppo
di Lie abeliano divisibile.

Dimostrazione. Per la Proposizione 4.2.2 GG é un sottogruppo di Lie embed-
ded di G e quindi é un gruppo di Lie abeliano se munito delle operazioni
di gruppo e della topologia indotte da G. Dato che G é connesso, per il
Teorema 4.2.1

exp: ToGy — Gy é suriettiva

quindi se a € Gy e n € N, preso ¢ € T.G tale che exp(y)) = a allora
b= exp(%) € G ¢ tale che

nb = nexp(%) = exp(n%) =exp(¥) =a
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da cui per 'arbitrarieta di a, n segue che Gy é divisibile.
m

Teorema 4.2.4. (Classificazione dei gruppi di Lie abeliani) Sia G un
gruppo di Lie abeliano. Allora G ¢ isomorfo a TF x R"% x A, dove A & un
gruppo di Lie abeliano discreto.

Dimostrazione. Per il Corollario 4.2.3 G é un sottogruppo divisibile di G e
dunque per il Corollario 4.1.6 GG é isomorfo come gruppo abeliano a Gy x A,
dove ricordiamo che I'isomorfismo é

FiGox A= G: (h k) hk

e A= ker(idg,), dove idg, : G — Gy ¢ omomorfismo di gruppi abeliani tale
che idg,|¢, = idg,. Se consideriamo G e G come gruppi di Lie, dato che Gy
¢ aperto di G

ﬂ(;o é un diffeomorfismo in Gg intorno di 0
pertanto per il Teorema 1.3.5
idg, ¢ omomorfismo di gruppi di Lie e diffeomorfismo locale

Segue per la Proposizione 2.1.8 che A é un sottogruppo discreto di G e dunque
¢ un gruppo di Lie abeliano discreto se munito delle operazioni di gruppo e
della topologia indotte da G.

Conseguentemente Gy X A & un gruppo di Lie perché prodotto di gruppi di
Lie ed é un sottospazio di G x G. Osserviamo allora che

F = plgyxa = F continua perché restrizione di p continua

e F' ¢ aperta: sia B = {B,};c; una base di G e dunque sia ® = {B; x {p} :
B; € B,p € A} una base di Gy x A, allora

F(B; x{p}) = B;j +p

ed esso ¢ un aperto di G perché B; ¢ aperto di G in quanto B; ¢ aperto di
Go e Gy é aperto di G. Cido mostra che F' é un omeomorfismo, ed essendo un
isomorfismo algebrico risulta per il Corollario 1.3.22 che € un isomorfismo di
gruppi di Lie. Pertanto G é isomorfo come gruppo di Lie a Gy x A.

Inoltre, poiché GGy é abeliano e connesso per il Teorema 4.2.1 exp : ToGy — Gy
& omomorfismo di gruppi di Lie suriettivo, da cui essendo un diffeomorfismo
locale in O per il Teorema 1.3.5 ¢ un diffeomorfismo locale e quindi per la
Proposizione 2.1.8 ker(exp) ¢ un sottogruppo discreto di TpGy. Dunque, per
il Corollario 2.3.2

Gy é isomorfo a TOG(Vker(exp)
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ma poiché TyGy ¢ uno spazio vettoriale reale finito-dimensionale, per il Teo-
rema 3.3.1

TOG(V/{;er(eXp) ¢ isomorfo a TF x R*F

e conseguentemente G ¢ isomorfo a TF x R" % x A.

O
Corollario 4.2.5. Sia G un gruppo di Lie abeliano. Allora:
1. Se G ¢ connesso, G ¢ isomorfo a TF x R*F,
2. Se G é compatto e connesso, G & isomorfo a T™.
Dimostrazione. 1. Per il Teorema 4.2.4 G ¢ isomorfo a TF x R* % x A,

da cui T x R™* x A é connesso. Cid implica che A é connesso, e
poiché uno spazio topologico X discreto é sempre sconnesso se | X| > 2
deduciamo che A = {0} e dunque

fiTFX R  x A— Tk x R (¢,7,0) — (¢,7)

é un isomorfismo di gruppi di Lie. Conseguentemente G ¢ isomorfo a
Tk x R *

2. Per il punto 1. G é isomorfo a T* x R da cui T* x R** & compat-
to. Cio implica che R"™* ¢ compatto, e poiché per m > 1 R™ non ¢é
compatto deduciamo che n = k e dunque

g: TP xRY — T (t,p) —t

¢ un isomorfismo di gruppi di Lie. Conseguentemente G ¢ isomorfo a
T,
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