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Se un gruppo abeliano ha due sottogruppi di
ordine m e n, rispettivamente, mostrare che allora

ha un sottogruppo il cui ordine e il minimo
comune multiplo dim e n

Esercizio 26. Topics in Algebra, Herstein



Lemma: Se a, b € Z e non sono entrambi nulli allora3 (a,b) e 3 s, t € Z
taliche (a,b) = as + bt
Corollario: Se (a,b) = 1, allora3 s,t € Z taliche 1 = as + bt

Lemma:V a,b,ceZse (a,b) = 1ealbc, allora alc

Teorema: Ogni intero a>1 ammette un’unica fattorizzazione del tipo
a=p;'p,2.p,t dove p; >p,>..>p; sonoprimie a >0 Vi=l,..,t



Lemma: Se H e un sottoinsieme finito e non vuoto di un gruppo G ed e
chiuso rispetto al prodotto, allora H < G

Teorema di Lagrange: Se G e un gruppo finitoe H < G, allora IHIHGI

Lemma: Se H,K < G, allora HK <G © HK = KH
Corollario: Se H, K < G e G e abeliano, allora HK < G

Teorema: Se H, K sono sottogruppi finiti di un gruppo G, allora

HK| = LUK
|[HNK |




* SiaxeGel|x| =meN, ,allora: x*=1< m|k ,Vk € N,
* Sia xeG allora: |x| = [{(x)|

* Sia G un gruppo finito e xeG, allora xl6l = 1



Sia G un gruppo abelianoe H,K < G,con |H| = me |K| = n. Allora
3X < G tale che | X| = [m, n]

1) Ogni sottogruppo di ordine finito di un gruppo abeliano puo essere scritto come
prodotto di sottogruppi di ordine pari a potenze di primi distinti tra loro

Considerato H ,con |H| = m. Peril

: Teorema: Ogni intero a>1 ammette un’unica fattorizzazione :
LGP

deltipo a=p; p,”. pft dove p; > p, >..> ps sSono
: primie a; >0 Vi=1,..,t :

03
----------------------------------------------------------------------------------------------------

--------------------------------------------------------------------------------------------------------

--------------------------------------------------------------------------------------------------------

= 3s,teZtalichel =as + bt



H]_ o {xlx il ha’ hEH} et L3 ko 15 S e T

: Lemma: Se H e un sottoinsieme finito e non
: vuoto di un gruppo G ed & chiuso rispettoal i = Hl' Hz <H
: prodotto, allora H < G :

Hz = {yly — hb,hEH} EILEE A e R

T e = s R S e T

Vv el c = heal — ppti=cnIH L= = |x||b = (|x],a) =1

Si puo allora considerare S sottogruppo massimale di Hy, con (|S|,a) =1

:>S:H1



Per assurdo: 3x € H;\S

------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------

= (X)S < H1
i Teorema Se H, K sono sottogruppi finiti di un gruppo G, ’
aIIora |[HK| = :erli:
() [S]
=B LGS = N S| = (|[{(x)S|,a) =1 =S5 < (x)S < H,

Contraddice l’ipotesi di massimalita di S!



=S =H, > (|H],a) =1

---------------------------------------------------------------------------------------------------------
*

Teorema di Lagrange: Se G e un gruppo finitoe H < G,
 allora |H|||G|

---------------------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------------------------------------------------------------------------------------

-------------------------------------------------------------------------------------------------

= (|H4|, [H;]) =



Iterando il procedimento su H{, H, si ottiene che:

H puo essere scritto come prodotto di sottogruppi di ordini pari a potenze di primi
distinti tra loro

= H, K possono essere scritti come prodotti di sottogruppi
di ordini pari a potenze di primi distinti tra loro



2) Dati due sottogruppi di ordini finiti e primi tra loro, I'ordine del prodotto dei
sottogruppi é pari al prodotto dei due ordini

Considerati di nuovo Hy, H, < H, (|H,|, |H,;|) = 1 sappiamo che

|Hq||Hy|
|H1NH,|

|H1H2| =

« H,NH, <H = |HyNnH,l||H]

= |H1 ﬂH2| - 1
* HyNH, <H, = |Hy N H,l||H,]

Per Lagrange:

= |H{H,| = |Hq||H,|



Sfruttando ora il seguente

------------------------------------------------------------------------------------------------------

------------------------------------------------------------------------------------------------------

Si ottiene che inoltre H;H, < H e, poiché questo vale per tutte le coppie di sottogruppi che fattorizzano
H, si puo affermare che:

Il prodotto degli ordini dei sottogruppi che fattorizzano H e pari all'ordine di H stesso

= H, K possono essere scritti come prodotti di sottogruppi
di ordini pari a potenze di primi distinti tra loro e il prodotto
di tali ordini eguaglia gli ordini di H, K



3) Conclusione

Per il teorema di fattorizzazione degli interi:

Ay, Ao

fRinl=ntp 20

Conpy >py, >..>ps primie a; >0 Vi=1,..,t

|Hl-|=pl.ﬁi con 0<fB;<a;e Bi=0p tm

IKl-Izpz/i con 0<y;<a;ey;=0&np;tn

= |H;| = p; v IK;| = p;”



Vi=1,..,t 3X; < G taleche |X;| = piai.

Detto allora X = X;X, ... X; < G siha

| X| = X1 X5 .. Xel = (X1 ]I X2 o [ Xe | = Pflpzaz--l?ft = |m, nj

Come dovevasi dimostrare.



