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Obiettivo della presentazione

Teorema (Nullstellensatz)

Sia K un campo algebricamente chiuso e J un ideale di K [X1, ...,Xn]
Allora I (V (J)) = Rad(J)
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Ideali radicali e anelli Noetheriani

De�nizione

Sia J un ideale di un anello commutativo unitario R .

Il radicale di J è Rad(J) := {a ∈ R | ∃n ∈ N : an ∈ J}
Si dimostra che Rad(J) è un ideale di R contenente J.

J si dice radicale se J = Rad(J)

De�nizione

Un anello commutativo unitario R si dice Noetheriano se ogni suo ideale è

generato da un numero �nito di elementi.

Teorema (teorema della base di Hilbert)

Sia R un anello Noetheriano. Allora R[X1, ...,Xn] è un anello Noetheriano.
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Spazi a�ni, ipersuper�ci e l'ideale di un insieme di punti

De�nizione

Sia K un campo e n ∈ N+. An(K ) := Kn si dice n-spazio a�ne su K .

De�nizione

Sia F ∈ K [X1, ...,Xn].
V (F ) := {P ∈ An(K ) | F (P) = 0} si dice ipersuper�cie.

In generale, se S ⊆ K [X1, ...,Xn]
V (S) := {P ∈ An(K ) : ∀F ∈ S F (P) = 0}

Se J è l'ideale generato da S , allora V (S) = V (J)

De�nizione

Sia X ⊆ An(K ).
I (X ) := {F ∈ K [X1, ...,Xn] : ∀(a1, ..., an) ∈ An(K ) F (a1, ..., an) = 0}
è un ideale di K [X1, ...,Xn] e si dice ideale di X
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Il teorema degli zeri di Hilbert

Teorema (Nullstellensatz)

Sia K un campo algebricamente chiuso e J un ideale di K [X1, ...,Xn]
Allora I (V (J)) = Rad(J)
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Passo 1 (weak Nullstellensatz).

Se K è un campo algebricamente chiuso e J è un ideale proprio di

K [X1, ...,Xn], allora V (J) 6= ∅

Dimostrazione.

J ⊆ M per qualche ideale massimale M. Quindi V (J) ⊇ V (M)

Ci basta veri�care la tesi per gli ideali massimali

L = K [X1, ...,Xn]/M è un estensione �nita di campi di K ,

identi�cando ogni a ∈ K con la classe a +M

Un campo algebricamente chiuso ha, come estensione �nita, solo se stesso.

Allora K = L
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Passo 1 (weak Nullstellensatz).

Se K è un campo algebricamente chiuso e J è un ideale proprio di

K [X1, ...,Xn], allora V (J) 6= ∅

Dimostrazione (continua).

Allora K = L

∀i = 1, ..., n ∃ai ∈ K : Xi +M = ai = ai +M

∀i Xi − ai ∈ M e quindi M ⊇ (X1 − a1, ...,Xn − an)

Si dimostra che (X1 − a1, ...,Xn − an) è massimale

M = (X1 − a1, ...,Xn − an)

V (M) = {(a1, ..., an)} 6= ∅
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Passo 2.

Sia J un ideale di K [X1, ...,Xn], allora Rad(J) ⊆ I (V (J))

Dimostrazione.

Sia F ∈ Rad(J). Allora ∃N ∈ N : FN ∈ J

∀P ∈ V (J) FN(P) = 0 e quindi F (P) = 0

F ∈ I (V (J))
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Passo 3.

Sia J ideale di K [X1, ...,Xn].
Allora J è generato da un numero �nito di polinomi F1, ...,Fr

Dimostrazione.

K è un campo, quindi un anello Noetheriano

Per il teorema della base di Hilbert, K [X1, ...,Xn] è un anello Noetheriano

J = (F1, ...,Fr ) per qualche F1, ...,Fr ∈ K [X1, ...,Xn]
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Passo 4.

Sia K un campo algebricamente chiuso e J = (F1, ...,Fr )
un ideale di K [X1, ...,Xn]
Allora I (V (J)) ⊆ Rad(J)

Dimostrazione.

Sia G ∈ I (V (J)) \ {0}
Sia H = (F1, ...,Fr ,Xn+1G − 1) ⊆ K [X1, ...,Xn+1]

Mostriamo che V (H) = ∅
Supponiamo che P sia zero di tutti gli Fi

P ∈ V (J), perché J = (F1, ...,Fr )

G (P) = 0

P non è uno zero di Xn+1G − 1

Per il Passo 1, H non può essere un ideale proprio
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