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Introduzione

Questa tesi si incentra sull’importante Teorema di Calabi- Yau, enunciato,
sotto forma di congettura, da Eugenio Calabi negli anni ’50 del secolo scorso e
dimostrato da Shing-Tung Yau vent’anni dopo. Questo teorema, nel contesto
delle varieta di Kahler compatte, assicura ’esistenza di una metrica di Kahler
la cui forma di Ricci & data da una fissata (1, 1)-forma. Un caso particolare
si ha quando la prima classe di Chern della varieta e nulla. In questo caso il
teorema assicura la possibilita di dotare la varieta di una metrica di Kahler
Ricci-piatta.

Il corpo della tesi consiste nell’esposizione dei concetti necessari per la
comprensione del teorema, il quale viene discusso nell’ultimo capitolo. Nel
primo capitolo vengono richiamati alcuni concetti preliminari. Nei capitoli 2
e 3 vengono introdotti gli strumenti che permettono di passare dal contesto
reale delle varieta differenziabili, a quello complesso. Nel quarto capitolo ven-
gono introdotti i fibrati Hermitiani, fondamentali per definire la connessione
(complessa) di Chern. Nel quinto capitolo vengono introdotte le varieta di
Kahler e vengono esposti degli importanti risultati che valgono su tali va-
rieta. Nel sesto capitolo viene introdotto l'operatore di Hodge nel contesto
delle varieta complesse e vengono definiti i gruppi di coomologia di De Rham.
Tramite le classi di coomologia, nel settimo capitolo, viene introdotto il con-
cetto di prima classe di Chern e vengono esposte le sue proprieta. Infine,
nell’ottavo capitolo, viene enunciato il teorema di Calabi-Yau e viene dato
uno schema della sua dimostrazione.



Capitolo 1

Richiami

1.1 Fibrati Vettoriali e Connessioni

Definizione 1.1.1 (Fibrato Vettoriale). Siano E e M due varieta diffe-
renziabili e m : E — M un’applicazione differenziabile suriettiva. La terna
(E, M, ) ¢ detta fibrato vettoriale reale di rango k se:

a) perogniz € M, E, = 7 '(z) ¢ dotato di una struttura di spazio vettoriale
(reale) di dimensione k;

b) per ogni x € M esiste un aperto U che contiene x e un diffeomorfismo
Y Y U) = U xRF, detto trivializzazione locale, tale che proy =,
in cui pr e la proiezione sul primo fattore;

c) per ogni x € M, la restrizione v, : E, — {x} X R* definisce un
1somorfismo di spazi vettoriali.

E ¢ detto spazio totale, M spazio di base ¢ m: E — M proiezione.

Talvolta i fibrati vettoriali (£, M, ) vengono indicati con 7 : E — M
oppure, qualora la proiezione e lo spazio di base siano ovvi dal contesto,
semplicemente con F.

Definizione 1.1.2 (Sezione). Una sezione (liscia) di un fibrato vettoriale
7w E— M éun’applicazione differenziabile o : M — E tale che moo = idy;.
L’insieme delle sezioni lisce di un fibrato vettoriale E si indica con T'(E).

Dei primi esempi di fibrati vettoriali sono:



e il fibrato tangente TM = || ., 1M, le cui sezioni sono i campi
vettoriali differenziabili (X' (M) =T (T'M));

e il fibrato dei (k,[)-tensori su M

TEDM = | | T*(T, M)

zeM
le cui sezioni sono i campi tensoriali di tipo (k,[);
e il fibrato delle k-forme su M

AM = | | ANT.M)

zeM
le cui sezioni sono le k-forme differenziali (Q2*M = ['(A*M)).

Definizione 1.1.3 (Connessione). Una connessione V sul fibrato vettoria-
lem: E— M éun’applicazione R-lineare V : X(M)xI'(E) — T'(E), tale che
(X,0) = Vo, che soddisfa le sequenti proprieta VX € X(M),Yf € C(M)
eVo e '(E):

- C*(M)-linearita : Viyo = fVyo;
- regola di Leibniz : Vx(fo) = fVxo+ (0xf)o.
Vxo é detta deritvata covariante di o rispetto a X.

Teorema 1.1.4. Sia V una connessione lineare su una varieta differenziabile
M (ovvero una connessione sul fibrato vettoriale TM ). Allora su ogni fibrato
tensoriale T DM esiste un'unica connessione, indicata sempre con V, tale
che:

i) su TOVM = TM coincide con la connessione lineare;
i) suTOOM si ha Vxf = df(X);
iii) per ogni (k,l)-tensore F', per ogni (p, q)-tensore G e per ogni X € X (M)
Vx(F®G)=(VxF)® G+ F® (VxG);

iv) V commuta con le contrazioni dei tensori.
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Inoltre una tale connessione soddisfa le sequenti proprieta:
a) per ogni w € Q'M e per ogni Y € X (M)

Vx(w(Y)) = (Vxw)(Y)+w(VxY);

b) per ogni F' € T(TH*), per ogni wi,...,wx € Q*M e per ogni Y, ...

X (M)

(VXF)<M1,...,LU;€,)/1,...,Y2) :8X(F(w1,...,wk,Yl,...,Yl))—k

k
— E Fwy,...,Vxwj,...,wg, Y7, ...
i=1

l
=) Flw,.. w1, VXY,
j=1



Capitolo 2

Strutture Complesse

2.1 Funzioni Olomorfe e Varieta Complesse

Definizione 2.1.1. Sia U C C un aperto e F : U — C un’applicazione
tale che F(x + iy) = f(x +iy) +ig(x +iy), in cui f,g : U - R. F ¢
detta olomorfa se soddisfa le sequenti condizioni (dette equazioni di Cauchy-
Riemann):
of _ dg of _ g
or Oy ‘ dy Oz
Poiche C = R?, la moltiplicazione per i in C ha un corrispettivo in R?,
dato dall’endomorfismo j : R? — R? rappresentato dalla matrice

. (0 -1
R
nella base canonica di R2. In questo modo, data un’applicazione F : U C

R? — R? liscia, posso esprimere le condizioni (2.1]) per F' come:
jo(Fop=(F)poj VpelU (2.2)

(2.1)

Ovvero:

Proposizione 2.1.2. Un’applicazione liscia F : U — R?, definita su un
aperto U C R?, ¢ olomorfa se e solo se vale la condizione .

E possibile identificare C™ e R?™ tramite:

($1+Zy1a7$m+zym) — (x17"'7$m7y17"'7ym>
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Analogamente al caso m = 1, la moltiplicazione per ¢ in C™ ha un corrispet-
tivo in R*™ dato dall’applicazione j,, : R*™ — R?™ che, nella base canonica
di R?™, ¢ rappresentata dalla matrice:

(0 —I,

Definizione 2.1.3 (Funzione Olomorfa). Un’applicazione liscia F : U —
R?™ | definita su un aperto U di R*", ¢ olomorfﬂ se:

JmoF., =F, oj, VpeU

Definizione 2.1.4 (Varieta Complessa). Una varieta complessa
m-dimensionale é una varietda topologica (M™,U) tale che le carte locali
dell’atlante soddisfano la sequente condizione di compatibilita:

VU, ou), (V,pv) € U tali che UNV #£ O, applicazione del cambio
di coordinate pyy = gy oy pu(UNV) = oy (UNV), in
quanto ad applicazione tra aperti di C™, e olomorfa.

In tal caso ogni carta (U, py) ¢ detta olomorfa e latlante U ¢ detto strut-
tura olomorfa. Un’applicazione F' : M — C ¢é olomorfa se per ogni
x € M esiste una carta olomorfa (U, ¢y) tale che F oy & olomorfa.

Osservazione 2.1.5. Ogni m-varieta complessa M ¢ una 2m-varieta diffe-
renziabile indicata con My, infatti la condizione di compatibilita per varita
complesse implica la condizione di C*°-compatibilita per varieta differenzia-
bili. Su Mg ¢ possibile definire un (1, 1)-tensore J : I'(T'Mg) — I'(T'Mg)
che permette di identificare il fibrato vettoriale complesso T'M con il fibra-
to vettoriale reale T'Mg. Tale tensore puo essere definito localmente, dato
X € T, My e data (U, py) carta locale attorno a x, tramite:

Ju(X) = (¢v); " © jmo (¢v), (X)

La definizione & ben posta, infatti: se sia (U, py) che (V) ¢y ) sono carte
attorno a x, allora, in UNV/, si ha ¢y = pyyopy. Percio, preso X € T, Mg,
si avra

Tv(X) = (pv)." 0 jmo (ov). (X) =
(p0):" o (pvu)i " o jm o (pvu), o (v), (X) =
(¢

), © (90\/U)>:1 o (vu), ©Jmo (vv), (X) =
Ju(X),

Lyista come funzione tra un aperto di C* e C™.

-1

UJx
-1

U)x
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Definizione 2.1.6 (Struttura Quasi Complessa). Un (1, 1)-tensore J su una
varieta differenziabile M ¢ detto struttura quasi complessa se J* = —Id.
La coppia (M, J) prenderd il nome di varieta quasi complessa.

Osservazione 2.1.7. Se M ammette una struttura quasi complessa J allora
M e di dimensione pari. Infatti J in ogni punto p € M definisce un endo-
morfismo di 7,M che puo essere rappresentato da una matrice .J,. Poiche
J? = —Id, allora (det J,)* = det(—1,) = (=1)" in cui n = dim(M). Percio,
affinche (det J,,)? sia un numero reale si deve richiedere che n sia pari.

2.2 Il Fibrato Tangente Complessificato

Sia (M,.J) una varita quasi complessa e sia TM® := TM ® C, ovvero il
fibrato tangente complessificato. Fatta I'identificazione 1 X = X ® ¢ per ogni
X € TM, posso esprimere il complessificato come

TM® ={X +iY | X,)Y € TM}

Inoltre, posso estendere il tensore J per C-linearita e definire T%°M e TO' M
come gli auto-fibrati relativi agli autovalori ¢ e —i di J rispettivamente.
Ovvero:

THM = {X +iY e TM® | J(X +iY) =i(X +iY)}
THM = {X +iY € TM® | J(X +iY) = —i(X +iY)}

Proposizione 2.2.1. In una varieta quasi complessa (M, J) si hanno:
i) T"OM ={X —iJX | X € TM};

i) TM ={X +iJX | X € TM};

iii) TM® =T"OM @ T M.

Dimostrazione. Siano X e Y dei campi vettoriali aventi espressioni locali

m 0 0 7 0 0
Y= (wgethg) e V- (e i)

Jj=1



: — L0 .0
J(X +1iY) = Z <_(bj + Zdj)ﬁ_mj + (a; + zcj)a—yj>
7j=1
(X +iY) = f: —(c; — z'w)i + (—d; —|—ib-)i
A J J 827]' J J ayj
7j=1
Percio si deve avere b; = ¢; e d; = —a; per ogni j = 1,...,n, ovvero
Y =-JX.

iii) TYM NTO'M = 0, infatti: se X —iJX =Y +4Y allora avrei —JX =
JY =JX equindi X =0=Y.

Infine, dato X € T'M, posso scomporlo come

X = %((X—ZJX) + (X+¢JX))

]

Osservazione 2.2.2. Dal lemma si ottiene direttamente che Z € T%'M se e
solose Z —iJZ =0e Z € TYOM se e solo se Z +iJZ = 0, infatti:

=:se Z=X+1JX, allora Z —iJZ=X+iJX —iJX - X =0;
< se Z = X 41Y, supponendo Z —iJZ = 0, ottengo:
0=X+iY —iJX+JY =(X+JY)+i(Y — JX)
quindi Y = JX.

Per quanto visto nell’Osservazione [2.1.5] ogni varieta complessa ¢ an-
che una varieta quasi complessa. Il seguente teorema da una condizione
necessaria e sufficiente affinche valga anche il viceversa.

Teorema 2.2.3 (di Newlander—Nirenberg). Sia (M, J) una varieta quasi

complessa. J proviene da una struttura olomorfa se e solo se la distribuzione
TOIM ¢ mtegmbileﬂ

2Una distribuzione D su una varieta differenziabile M & un sottofibrato di TM. X €
X (M) & parallelo a D se per ogni x € M si ha X, € D,. La distribuzione D & detta
integrabile se per ogni X e Y campi vettoriali paralleli a D anche [X,Y] ¢ parallelo a D.
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Dimostrazione.

= : Supponiamo che J provenga da una struttura olomorfa U su M. Sia
(U,pu) € U e siano z, = z, + iy, le coordinate olomorfe su U. Se

{e1,..., €} ¢ la base canonica di R*", si ha:
O o)) = () (emea) Vo€ {1, m}
a$a U (] € aya U Cm+a « s My,

Poiche j,,(ea) = €mia, si ottiene dalla definizione di J che:

0 0
7 (52) =
Pongo

o _1(0 0N 0 _1(d 0
0z 2 \ 0z, Z@ya © 0z, 2\ 0z, Zaya '
Allora, dalla proposizione 2.2.1] ricavo che {9/0z,} e {9/0z,} sono

basi locali per T1OM e TY' M rispettivamente. Percio date due sezioni

locali Z =37 | Z,(0/0%,) e W =3 | W, (0/0%,) si ha che

- oWs 0 075 0
12, W] = Z 0z, 0z Z Wa 0z, 07

avB: a =

ovvero [Z, W] & ancora una sezione di T%' M.
[

Definizione 2.2.4 (Struttura Complessa). Se una struttura quasi complessa
J che proviene da una struttura olomorfa é detta struttura complessa.

Definizione 2.2.5. Un’applicazione f : (M,.J;) — (N, J2) tra due varieta
complesse ¢ detta olomorfa se f,oJ; = Jyo f,



2.3 1l Fibrato Esterno Complessificato

Sia (M, J) una varita quasi complessa e sia
AM =P ANM
k=1

il fibrato esterno. Sia AFM = A*M ® C il fibrato esterno complessificato.
Fatta l'identificazione iw = w ® i per ogni w € A*M, posso esprimere il
complessificato come

ANM ={w+in|w,n e N M}.
Definisco quindi i sottofibrati di AZM

AYM ={¢e At |&(2) =0, VZ e T"' M}
AM = {6 € AL | €(Z2) =0, VZ € T M}

Le sezioni di questi due fibrati vengono chiamate (1,0)-forme e (0, 1)-forme
rispettivamente.

Lemma 2.3.1. In una varieta quasi complessa (M, J) si hanno:
i) NMOM ={w—iwoJ|we A'M};

i) A"'M ={w+iwoJ|we A M};

i) AfM =AM @ A>T M.

Dimostrazione.
i) Siano { =w+it € A e Z =X +iJX € T M. Allora VX € TM:
0=¢€(2) =
=(w+it)(X +iJX) =

=(w—71oJ)(X)+i(woJ+T7)(X).
Perciow=710Je —woJ =7,0vvero { =w —iwo J.

iii) Ogni w € A'M puo essere scomposta come:

(w—iwolJ)+ (w+iwo J)).

N | —

w =
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Posso quindi definire

Ak,O — /k\Al,O e AO,k — /k\AO,l

i=1 i=1
e infine APIM == APOM @ A%M. Essendo A*(E@® F) = @ NE®AF,
posso esprimere AL come:
AL @ ATM.
p+q=k

Le sezioni di APYM vengono chiamate (p,q)-forme e si indica QPIM =
C(APIM).

Osservazione 2.3.2. Una k-forma complessa w appartiene a QM (risp.
Q% M) seesolose Ziw=0 VZe&T"M (risp. VZ € THOM). Quindi una
k-forma complessa appartiene a (279M se e solo se si annulla se applicata a
p+ 1 vettori di T%'M o a g + 1 vettori di T+°M.

Data una varieta quasi complessa (M, J) e considerate le coordinate locali
T € Yo, POsso definire le 1-forme

dzo = dry +1dy, e dZ, = dx, — idy,

che formano una base locale rispettivamente per QMM e Q%M. Percio una
base locale per QP?M sara data da:

{dZil/\"'/\dZip/\dijl/\"'/\dgjq ’i1<"'<ip, jl<"'<jq}

Proposizione 2.3.3. Sia J una struttura quasi complessa su una 2m-varieta
differenziabile M. Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1) J é una struttura complessa;

2) T%'M ¢ integrabile;

8) d(QYOM) C O*°M & QM M,

4) d(QPIM) C PTL M @ QPITIM, YO < p,g < m;
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5) il (2,1)-tensore N7, detto tensore di Nijenhuis associato a J, defi-
nito da:

N(X,Y) = [X, Y]+ J[JX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY], VXY € X(M)
¢ identicamente nullo.
Dimostrazione.

1 < 2: & assicurata dal Teorema 2.2.3

2 & 3: siaw € QMM Esteso per C-linearitd I'operatore d di derivata esterna,
per 'Osservazione ho che la componente (0,2) di dw € AZM &
nulla se e solo se dw(Z, W) =0 VZ W € T™ M.

Siano ora Z, W € I'(T%' M), allora, essendo w € Q%M si ha che:
dw(Z,W) = 0zw(W) — Oww(Z) — w(Z, W) = —w([Z, W]).
Da cui
dw(Z,W) =0, VYZ,W eT"M, VwecQ'M
& w(Z,W])=0, VZWecT""M, YweQ"'M
o [Z,W] e D(TYM), YZ,W e T%'M
4 = 3: ovvia;

3 = 4: per definizione dz, = dzx, — idy,, ovvero, nel fibrato esterno complessi-
ficato, dz, e dz, sono uno il coniugato dell’altro. Essendo d esteso per
C-linearita e supponendo che valga la (3), si ottiene anche:

d(Q"M) C QM e QY M.

Poiche ogni elemento di Q”9M ¢ somma di elementi della forma w; A
AWy AT A ATy, incul w; € QYOM e 7 € Q% M, applicando
la regola di Leibniz si ottiene che dw € QPYLIM @ QP9TIM per ogni
w e QPIM.

2 & 5 siano XY € X(M) esia Z = [X +4JX,Y +4JY]. Allora:

7 —idZ =X, Y] +i[X, JY]+i[JX,Y] - [JX, JY ]+
—i(JIX, Y] +iJ[X, JY] +iJ[JX,Y] = J[JX,JY]) =
= N/(X,Y)—iJN/(X,Y).

12



Per I’Osservazione 2.2.2, Z € T%'M se e solo se Z —iJZ = 0. Allora
(X +iJX,Y +iJY] € T%'M se e solo se N/(X,Y) = 0 e quindi 7% M
¢ integrabile se e solo se N7 ¢ identicamente nullo.

[]
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Capitolo 3

Oggetti Olomorfi

3.1 Operatori di Dolbeault e i00-Lemma

In questa e nella prossima sezione (M, J) & varieta complessa m-dimensionale.
Dalla Proposizione sappiamo che d (QP1M) C QPN @ QPati M|
V0 < p,q < m. Cio giustifica la seguente definizione.

Definizione 3.1.1 (Operatori di Dolbeault). Definisco gli operatori di
Dolbeault come la famiglia di operatori

Q: OPIM — QPFLIN e 9 QPIM — QPITIN

tali che d = 0 + 0.
Lemma 3.1.2. [ precedenti operatori godono delle sequenti proprieta:

i) 0% =0;

i) 0% = 0;
i) 90 + 00 = 0.
Dimostrazione. Essendo

0=d>=(0+0) =0+ + (00 + 09),

applicando d? ad una (p,q)-forma si ottiene la somma di una (p + 2, q)-
forma, una (p,q + 2)-forma e una (p + 1,¢ + 1)-forma corrispondenti ai 3
operatori della somma. Avendo QP+24 QP42 ¢ OPFL4tl in comune solo la
(p + q + 2)-forma nulla, si deduce che 9> = 9% = 99 + 99 = 0. O

14



Osservazione 3.1.3. Per ogni applicazione liscia f : M — C si ha:

of = Z dza e Of = Z dza

Infatti:
= [ Of af
dsz(ax dro + 5d a) =
a=1 (0% (0%
= Zm: of dx 8f L 9f, 1zﬁdzzc =
N p 0re 83/ 20x, 2 0yq N
_NC|[Lor o or of _.9of
= ; {2 (&ca Z@ya) dz, + = 5 <8;z:a Zaya> zdya] +
of af 1/ 0f af B
* [ (&ca e 8ya> dZa 2 (63:a e 8ya) zdya}
CO(of L Of
= ; <3_zadza + 8—2(1dza>

Lemma 3.1.4 (di Dolbeault). Una (0,1)-forma 0-chiusa w (i.e. dw =0) ¢
localmente 0-esatta (i.e. esiste n tale che w = In).

Lemma 3.1.5 (id0-Lemma Locale). Sia w € AY M N A2M una 2-forma
reale del tipo (1,1) su una varieta complessa M. w ¢é chiusa se e solo se per
ogni x € M esiste un aperto U di M che contiene x e una applicazione liscia
u:U — R tale che wy, = i00u.

Dimostrazione.

< : una forma i00-esatta e anche chiusa, infatti:
d(i00) = i(0 + 0)00 = i(9°0 — 00°) =

= : w, in quanto a (1,1)-forma chiusa, per il Lemma di Pomcardﬂ, e lo-
calmente esatta. Sia quindi 7 una 1-forma reale definita in un aper-
to semplicemente connesso tale che dr = w. Poiche, in particolare,

'Una p-forma definita su un aperto semplicemente connesso & chiusa se e solo se ¢ esatta
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7€ AL =2 AYM @AM M, posso scomporla come 7 = 710 4 7% in cui
710 = 70T} Tnoltre

o'+ (970 + 0r%Y) + 01 = dr =w € AV M.

Non essendo i termini tra parentesi di tipo (1,1), allora w = 97104-97%!
e 0% = 0. Allora per il lemma di Dolbeault esiste una funzione locale
f tale che 7% = 9f e si ha

po _ 7 _ 57 Db
Percio
w= (07%1 + Br1%) = 80 + 80F = DOf — 90F =
= 00(f — f) =409(2Im(f))

3.2 Campi Vettoriali e Forme Olomorfe

Lemma 3.2.1. Sia f : M — C liscia, allora le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

1) f ¢é olomorfa;
2) 9,f =0, VZeTOM;
3) df ¢ una forma di tipo (1,0).

Dimostrazione.

Zsuppongo che 710 =9, —in; o J e 7% =1y +in o J. Essendo 7 reale, allora:
(m +m2) +i(ne —m) o =780 4701 =710 4 701 — (4 1p0) +i(n —m2) 0 J

da cui ricavo 11 = 12 e quindi 710 = 70,1,
3Per I’Osservazione [3.1.3 si ha che
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2 3 df € WOM <= df(Z)=0 YZeTO'M < 9,f=0 VYZe T

1 < 3: feolomorfa <= fop,' & olomorfa <= f,o(wy),  0jm = jrofro(pp).
< fioJ=if, < idf (X +iJX)=0,VX € TM <= df € Q"' M.

]

Osservazione 3.2.2. Un campo vettoriale complesso Z ¢ del tipo (0,1) se
e solo se per ogni f funzione olomorfa localmente definita si ha dzf = 0.
Infatti dal lemma precedente ho che vale la prima implicazione. Al contrario,
se 0 = 0zf = df(Z) per ogni f olomorfa localmente definita, allora, se
Z = X +1Y, dalla dimostrazione del lemma precedente ottengo che df (X) =
—idf (Y) = —df (JY'). Poiche cio vale per ogni f olomorfa localmente definita,
allora Y = JX e quindi Z ¢ del tipo (0, 1).

Osservazione 3.2.3. Se f : M — C & un’applicazione liscia, ho che f e
olomorfa se e solo se df = 0, infatti:

f & olomorfa < df & una (1,0)-forma < df =0f < df =0

Definizione 3.2.4 (Campo Vettoriale Olomorfo). Un campo vettoriale Z €
[(TYOM) ¢ detto olomorfo se Oz f ¢ olomorfo per ogni funzione olomorfa
f definita localmente.

Definizione 3.2.5 (Campo Vettoriale Olomorfo Reale). X € X(M) ¢ detto
campo vettoriale olomorfo reale se la sua componente (1,0) X —iJX €
L(TYYM) ¢ un campo vettoriale olomorfo.

Definizione 3.2.6 (p-Forma Olomorfa). w € QPOM ¢ detta olomorfa se
Ow = 0.

Lemma 3.2.7. Sia X un campo vettoriale reale su una varieta complessa
(M, J). Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1) X ¢é olomorfo reale;

2) LxJi=0.

Dimostrazione.

4L xJ indica la derivata di Lie del (1,1)-tensore J che puo essere espressa come LxJ =
Lx(JY)—J(LxY),in cui, se X,Y € X(M), LxY = [X,Y].
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1 & 2 dall’Osservazione ottengo che per ogni X € X (M) si ha che
Ox+isxf = 0 con f olomorfa localmente definita. Poiche 2X = (X +
iJX) 4+ (X —iJX), ottengo Ox_;yxf = 20x [ e quindi, per la defini-
zione di campo reale olomorfo, si deve avere che anche Ox f & olomorfa,
da cui ricavo che per ogni Y € X (M) si deve avere dy iy f = 0 =
Oy igy(Oxf). Allora per ogni f olomorfa localmente definita si ha
Oy +isvx)f = 0, ovvero [Y 4 iJY, X] ¢ un campo del tipo (0,1), e
quindi [JY, X| = J[Y, X]. Infine posso ora calcolare la derivata di Lie

(Lx)(Y)=Lx(JY)—-J(LxY)=[X,JY] - J[X,Y]=0.
Poiche cio vale per ogni Y, ho verificato la (2).

2 < 1: ripercorrendo i passaggi precedenti in senso opposto si ottiene che Ox f
e olomorfa e quindi anche Ox_;;x f lo e.

O

3.3 Fibrati Vettoriali Olomorfi

Definizione 3.3.1 (Fibrato Vettoriale Olomorfo). Sia M una varietd com-
plessa e 7 : E — M un fibrato vettoriale complessd] E ¢ detto fibrato
vettoriale olomorfo se esiste un ricoprimento aperto U di M tale che per
ogni U € U esiste una trivializzazione locale vy : 7= 1(U) — U x CF tale che:

e pryoty = m, in cui pry : U x C¥ — U ¢ la proiezione sul primo
fattore;

e per ogni U,V € U tali che UNV # 0, ¥y o iy (z,v) = (z, guv ()v),
in cui gy : UNV — Gl(C) C C* sono funzioni olomorfe.

Se E ¢ un fibrato vettoriale olomorfo, posso definire il fibrato delle (p, q)-
forme su M a valori in E' come AP(E) = APM ® E. Indicate le sezioni di
questo fibrato come QP4(E), definisco I'operatore 9 : QP4(E) — QP9 E) nel
seguente modo: se una sezione o di AP4(E), che in una trivializzazione locale

5La definizione di fibrato vettoriale complesso ¢ del tutto analoga al caso reale, con
le uniche differenze che le fibre sono spazi vettoriali complessi e le trivializzazioni locali
Yy : m~HU) — U x CF, punto per punto, sono isomorfismi di spazi vettoriali complessi.
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pud essere espressa come o = (wy, ..., w; )P} in cui le w; sono (p, g)-forme su
M, definisco do = (Ow, ..., 0wy).

La definizione & ben posta, nel senso che non dipende dalla trivializzazione
locale, infatti:

considero le due trivializzazioni 1y e ¥y e siano o;(x) = ;' (, ;)
e Gi(z) = ¥, (v, ¢;). Allora esisteranno delle funzioni olomorfe
gi; per cul 6; = Y, ; 9ji0j- Supposto di avere espressioni loca-
i (wi,...,wg) € (71,...,7) per o nelle trivializzazioni ¥y e 1y
rispettivamente, ovvero

Uzzwi®ai:ZTi®5i
in U NV, ricavo che
Wy = Zgji7i~
Quindi
Zéwjébaj = Z <Z g],@n> ®Uj = Z 67}@ (Z gji0j> = Zéﬂ@&l

Inoltre, poiche valgono per le espressioni nelle trivializzazioni locali, ¢
soddisfatta 9% = 0 e la regola di Leibniz:

Bw A o) = (D) Ao+ (1) wA (F0), Vw € PIM, Vo Q(E).

Osservazione 3.3.2. Se (M, J) & una varieta quasi complessa, possiamo dotare
TM della struttura di fibrato complesso definendo il prodotto per scalari:

(a+ib)X = aX +bJX, VX € TMVa+ibe C.

Se inoltre (M, .J) ¢ un varieta complessa, ¢ possibile indurre una struttura
di fibrato olomorfo su TH°M. Infatti, se (U, z) e (V, 2') sono due sistemi di
coordinate olomorfe su M, abbiamo

Z 82’ j
8,2 j azk 8zk

6Se {o;} base per le sezioni di E relativa alla trivializzazione, si intende che
o=3,w®o;.
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. . . .. 0z ; N o1 .
quindi le mappe di transizione g;, = % sono olomorfe. Infine ¢ possibile
indurre anche su 7'M una struttura di fibrato olomorfo, tramite I'isomorfismo

di fibrati complessi F': TM — TYOM definito da
1
F(X) =5 (X =iJX).

In questo modo, tramite la costruzione precedente, posso definire 0 sulle
sezioni di THOM (e di conseguenza anche su quelle di T'M).

Quindi, se (U, z1,...,2,) € una carta locale olomorfa di M, la relativa
trivializzazione locale su TYOM ¢ data da
Yy WU — U x CF

> (pyaa(p), .- an(p)).

Z?:l & (p)%

Percio, se Z = > " =1 Y5 8 , allora per definizione

07 = Z O 882

7=1

Quindi Z sara olomorfo in quanto a sezione locale di TLOMi (i.e. 9Z =0) se
e solo se le sue componenti a; sono funzioni olomorfe (i.e. da; = 0). Poiche

0 0 F . 0

e poiche la struttura olomorfa sul fibrato complesso T'M ¢ indotta tramite
F'; ho che

_ P P _ _ _
3(%8 +0b i 9y ) =0« 0(a;+1bj) =0 da; = 0b; = 0.
j
Quindi un campo vettoriale e olomorfo, in quanto a sezione del fibrato
olomorfo T'M, se e solo se le sue componenti sono delle funzioni olomorfe.

Infine, se X ha espressione locale > ; (aja%j +b; (%j), si ottiene che X e

reale olomorfo se e solo se per ogni f fuzione olomorfa localmente definita si
ha

0=0(Ox-isx/f) =a<zj: af +b]8_y{) =
of of =
Z (833] +a—yjabj)
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(in cui nell’'ultima uguaglianza ¢ stato usato il fatto che, se f ¢ olomorfa,
anche le sue derivate parziali lo sono). Quindi in conclusione X € TM e
olomorfo reale se e solo se € olomorfo come sezione del fibrato olomorfo T'M.

3.3.1 Strutture Olomorfe

Definizione 3.3.3 (Struttura Pseudo-Olomorfa). Una struttura pseudo-
olomorfa su un fibrato vettoriale complesso E € un operatore

0 : QP(E) — QPITY(E) che soddisfa la regola di Leibniz. Una sezione o di
un fibrato pseudo-olomorfo (E,0) ¢ detta olomorfa se o = 0. Se inoltre 0
soddisfa 0> = 0, 0 ¢ detta struttura olomorfa.

Lemma 3.3.4. Sia (E,0) un fibrato vettoriale pseudo-olomorfo di rango k.
Supponiamo che per ogni x € M esista un aperto U che contiene x e delle
sezioni olomorfe oq,...,0p : U — E tali che {o;(x)} forma una base sulla
fibra E,. Allora E é un fibrato olomorfo.

Dimostrazione. Se {o;} e {7;} sono due basi locali per le sezioni olomorfe
relative alle trivializzazioni olomorfe ¥y e ¥y rispettivamente. Allora in
U NV esistono delle applicazioni lisce tali che o; = Zle gi;0;. Allora:

0=00i = ((0gy5) ® G + g;5(96)) = > _(Dgs;) ® 7

j=1 j=1

percio 5gij = 0, ovvero funzioni g;; sono olomorfe. Di conseguenza anche la
funzione di passaggio guv = (g5;) : U NV — Gl(C) ¢ olomorfa. O]

Teorema 3.3.5. Un fibrato vettoriale complesso E ¢ olomorfo se e solo e
possibile definire una struttura olomorfa 0 su E.

Infatti, se F & olomorfo & possibile definire 9 come illustrato in precedenza.
Per I'implicazione opposta, si dimostra che, a partire da una base locale per
le sezioni di FE, e possibile costruirne un’altra le cui sezioni sono olomorfe.
Bastera sfruttare il Lemma precedente per ottenere la tesi. Per maggiori
dettagli si faccia riferimento al Teorema 9.2 di [I].
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3.3.2 Fibrato Canonico di CP™

Definizione 3.3.6 (Fibrato Canonico). Sia (M, J) una varieta complessa di
dimensione complessa m. Il fibrato canonico di M ¢ il fibrato in rettd
KM = Am’OM.

Il fibrato tautologico in rette (olomorfo) su CP™ ¢ il fibrato in rette
complesso 7 : L — CP™ in cui la fibra L.}, nel punto [z] € CP™, ¢ data da
<z >C C™ Se (U,, o) ¢ una carta olomorfa canonica di CP™, ovvero
Uy = {[(20,...,2m)] € CP™ | z, # 0}, la relativa trivializzazione locale
Ve : N (U,) — Uy x C & definita da

Ya([2], w) = ([2], wa)
in cui w € C™ ¢ un rappresentante della classe [z]. Poiche
1 _ A = Ca
00005 (a1 0 = o (1, 222) = (1932

si deduce che le funzioni di transizione g,5([2]) = Z2 sono olomorfe e quindi
L ¢ effettivamente un fibrato olomorfo.

Proposizione 3.3.7. Kcpm = L™,

Per una dimostrazione di questa Proposizione, si faccia riferimento alla
Proposizione 9.4 di [1].

"Ovvero un fibrato di rango 1.
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Capitolo 4

Fibrati Hermitiani

4.1 Operatore di Curvatura di una Connes-
sione

Sia M una varieta differenziabile di dimensione n e £ — M un fibrato
vettoriale di rango k su M. Introducendo l'insieme QP(E) delle sezioni del
fibrato APM ® E e possibile riformulare la Definizione nel seguente
modo.

Definizione 4.1.1 (Connessione). Una connessione V su E ¢ un operatore
C-lineare V : T(E) — QY(E) che soddisfa la regola di Leibniz:

V(fo)=df ® o + fVo.

Questa definizione puo essere estesa anche per le p-forme a valori in F,
ottenendo V : QP(E) — QPT(E) ponendo:

Viw®o)=dv®o+ (=1))wA Vo (4.1)

in cui, se {e;} ¢ una base locale di TM e {e}} la sua duale di A'M, il prodotto
w A Vo ¢ da interpretare come w AVo =3" wAef® V.o E]

Definizione 4.1.2 (Operatore di Curvatura). L’operatore di curvatura
della connessione ¢ la 2-forma a valori in End(E) RY definita da:

V(Vo), Voel(E).

i), in cui data una generica 1-forma a valori in E

RY (o

) =
(Vo)(e
w(e;)o.

1Con Vo si intende V.o
@ ® &, si definisce (0 ® 0)( K
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Osservazione 4.1.3.

e RY definisce una sezione di A2M @ End(F), infatti: dati X, Y € X (M),
RY associa a (X,Y) endomorfismo RYy : I'(E) — I'(E) definito da

RYy(0) = (V(V0))(X,Y), Voel(E).

e RY ha carattere tensoriale, infatti: usando la regola di Leibniz

V2(fo) = V(df@o+fVo) = d*f@o—df \No+df NN o+ V30 = fV?0.

Siano ora {oy,...,0x} delle sezioni locali di E che formano una base su
ogni fibra su un aperto U. Posso quindi descrivere V e RV in termini di
questa base, ottenendo le seguenti definizioni.

Definizione 4.1.4 (Forme di Connessione Locali). Definisco le forme di
connessione locali w;; € Q'U (relative alla base {o;}) come le 1-forme su
M definite dalla relazione:

k
VUZ‘: E wij®aj.
J=1

Definizione 4.1.5 (Forme di Curvatura Locali). Definisco le 2-forme di
curvatura locali R}, € Q*U (relative alla base {o;}) come le 2-forme su M
definite dalla relazione:

k
Rv (Uz) = ZRE &® 0y,
j=1

Osservazione 4.1.6. E possibile esprimere le 2-forme di curvatura locali in
termini delle 1-forme di connessione locali infatti: usando la notazione degli
indici ripetuti

R ®0; = RY (0:) = V (wi; ® 0;) = (dwij) ® 05 — way Awy; ® 05,

da cui ottengo
RZ == dwij — Wj1 VAN Wi - (42)
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4.2 Strutture Hermitiane

Definizione 4.2.1 (Struttura Hermitiana). Sia E — M un fibrato vetto-
riale complesso di rango k sulla varieta differenziabile M. Una struttura
Hermatiana H su E ¢ un campo liscio di prodotti Hermitiani definiti sulle
fibre di E, ovvero per ogni x € M, l'applicazione H : E, x E, — C soddisfa:

o H(u,v) e C-lineare nel primo argomento;

o H(u,v) = H(v,u), Yu,v € E,;

o H(u,u) >0, Vu € E,\{0};

o ['applicazione H(o,7): M — C ¢ liscia Vo, 7 € T'(E).

Un fibrato vettoriale complesso dotato di una struttura Hermitiana é detto
fibrato vettoriale Hermitiano.

Osservazione 4.2.2.

e Una struttura Hermitiana H e C-antilineare nel secondo argomento,
infatti:

H(u, \v + pw) = AH (v, u) + pH(w,u) = NH (u,v) + iH (u, w).

e H, pensata come applicazione H : E — E* definita da 0 — H(0), in
cul H(o)(7) == H(7,0), ¢ un isomorfismo C-antilineare. Infatti: presa
una base locale per le sezioni di E, poiché H(o,0) > 0 per ogni sezione
non nulla, & possibile applicare il metodo di ortogonalizzazione (rispetto
ad H) di Gram-Schmidt ottenendo una nuova base locale {o;}. Allora
{H(0;)} € una base locale per le sezioni di E*. Infatti, data ¢ sezione

di B*
@ = Z w(oj)H(0})

essendo

(Z 90(03‘)H(Uj)> (0:) = p(o;).
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e Ogni fibrato vettoriale complesso £ ammette una struttura Hermitiana,
infatti: considerato un ricoprimento aperto U = {U;} di F, su cui sono
definite le trivializzazioni locali 1;, considerata la partizione dell’unita
{f:} subordinata al ricoprimento U, per ogni x € U; posso definire la
struttura Hermitiana su ogni U; come

(Hi)o(u,v) = (Hew ) (i, (u), ¥5, (v))
e quindi globalmente H =), fiH,.

4.3 La Connessione di Chern

0 e 701 le proiezioni

Sia M una varieta complessa e siano b

a0 AI(E) — AI’O(E) e 7ol AI(E) — AO’I(E).

Se V & una connessione su E, posso definire le sue componenti (1,0) e (0, 1)
come V10 := 71100V e V9! := 7% 0 V. Inoltre, dalla regola di Leibniz (4.1))
e dalla (4) della Proposizione , ottengo che posso estendere gli operatori
in modo da ottenere

VO qre o Qpthe o YO QP POt
Tali operatori soddisfano le seguenti regole di Leibniz:
VH0weo)=0w®ao+ (—1)PTw AV

Vi w®o)=0w®o+ (=1 A Ve

In particolare V%! definisce una struttura pseudo-olomorfa su E per ogni
connessione V.

Definizione 4.3.1 (Connessione Hermitiana). Una connessione V su un
fibrato Hermitiano (E, H) é detta H-connessione, oppure connessione
Hermitiana, se H ¢ V-parallela, nel senso che (VxH)(o,7) = 0 VX €
X(M) eVo, 7 € I'(E), in cui:

(VxH)(o,7) =0x(H(o,7)) — H(Vx0,7) — H(0,VxT).
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Osservazione 4.3.2. Se E un fibrato vettoriale su cui e stata definita una
connessione V, sul duale E* & possibile indurre la connessione V* definita
da:
(Vxo™)(7) = 0x(0"(7)) — o"(VxT).
V* ¢ effettivamente una connessione, infatti ¢ C-lineare e soddisfa la regola
di Leibniz:
(Vx(fo"))(7) = 0x((for)(T)) = (fo")(VxT) =
= (Oxf)o™ (1) + f(Ox(0"(7))) = f(o"(VxT)) =
= df (X)o™ () + f((Vxa™)(T))
ovvero V*(fo*) = df ® o + fV*o*. Inoltre, se E & olomorfo con struttura
olomorfa 0, su E* & possibile definire la struttura olomorfa 9* ponendo per
le sezioni di E*:

(0"0")(X, 0) := (9(07(0))) (X) — 0™ (9 (X))

per ogni 0* € I'(E*), 0 € I'(E), X € X(M). In questo modo ottengo che
per ogni Z € To’l_J\/[ , per ogni sezione olomorfa o di £ e per ogni o* sezione
di E*, se VO = 9 allora (V*)%! = 9%, infatti

((V*)O,lg*) (V*U*)(Z o) =
+0)

’o*)(Z, o).

Teorema 4.3.3. Su ogni fibrato olomorfo (E, D) e per ogni struttura Hermi-
tiana H esiste un’unica H-connessione ¥V tale che V%' = 0. Tale connessione
¢ detta connesstone di Chern.

Dimostrazione. Dall’Osservazione 4.3.2, sul fibrato duale E* ¢ possibile in-
trodurre V*. Pensando la struttura Hermitiana come H : £ — E*, ottengo
che:

=0x(H(r,0)) — H(VxT1,0) — H(1,Vx0) =
Ox(H(o)(T)) — H(U)(VXT)) — H(Vxo)(7) =
(Vi (H(0)) = H(Vx0)) (7).

27



Se quindi V & una H-connessione su E, per ogni X € X(M) e per ogni
o € I'(F), ottengo

Vx(H(o)) = (VxH)(o)+ H(Vxo)=H(Vxo).
Inoltre Vi (H (o)) = H(V z0) per ogni Z € TMF®, infatti:

Viyiv(H(0)) = Vx(H(0)) +iVy(H(0)) =
= H(VXO') + ZH(VYo') =H VXO' - ’iVyO') =
= H(VX,Z'yU).

Inoltre, supponendo che V%' = 9, se ¢ & una sezione olomorfa di E, allora
Vo = (VY 4+ V") (o) = VY0 + Jo = V0

ovvero Vo € QUOM. Percio se Z € TYOM e V%' = § ottengd]
H(V;'0) = H(Vz0) = V;(H(0)) =

(V) + (V") (H(0)) ) (2) =

= (V)2 (H(0))

Z

ovvero VX% = H™'((V*)"!(H(0))). Infine dall’Osservazione ottengo
V0 = H 100%*o H. Percid I'unica connessione di Chern sara quella definita
da V=V 4+ VOl =Hg"10d*0c H+0. O

Corollario 4.3.4. Sia E un fibrato complesso. Allora E é olomorfo se e solo
se esiste una connessione V per cui (RY)%? = 0.

Dimostrazione. Notiamo che per ogni sezione o di E, data una connessione

V, si ha

RY(0) = Vo = (VY + V™2 (o) =

— (vl,O)Q(O_) 4 (VI,OVO,I + VO,IVI,())(O_) + (v0,1)2(0_) (43>

quindi (RV)%? = (V%1)2,

ZNella terza uguaglianza viene usato il fatto che, essendo (V*)%¢* una (1,0)-forma,

(V*)%OJ* =0 per ogni Z € T%' M.
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< : se (RY)%% = 0 per qualche connessione V, la struttura pseudo-olomorfa
definita da V%! & in realta una struttura olomorfa quindi, per il Teo-
rema |3.3.5 F e olomorfo;

= : scelta una qualsiasi struttura Hermitiana su FE, per il teorema prece-
dente, esistera la connessione di Chern V su £ che soddisfa VOl =0de
quindi 0 = 9% = (V)2 = (RV)%2,

]

Osservazione 4.3.5. Sia la componente (0,2), che quella (2,0) di RY, in cui
V e la connessione di Chern associata ad un fibrato olomorfo Hermitiano F,
sono identicamente nulle. Infatti dall’equazione (4.3])

(RV)2 = VOV (s) = H ' 00" o Ho H 00" 0 H(o) =
— H o (520 H(o) = 0.
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Capitolo 5

Varieta di Kahler

5.1 Metriche Hermitiane

Definizione 5.1.1 (Metrica Hermitiana). Una metrica Hermitiana su
una varieta quasi complessa (M, J) é una metrica Riemanniana h, tale che

WJX,JY) =h(X,Y), VX,Y€TM.

La 2-forma Q(X,Y) = h(JX,Y) é detta forma fondamentale della me-
trica Hermitiana h.

Osservazione 5.1.2.

o () ¢ effettivamente una 2-forma, infatti:

QY, X) = h(JY, —J2X) = —h(Y, JX) = —h(JX,Y) = —Q(X,Y).

o Lstesa per C-linearita a TM®, la metrica Hermitiana soddisfa le se-
guenti proprieta:

i) h(Z,W)=hZ W), YZ,W e TMFC,
i) h(Z,Z) >0, ¥ZeTMC\{0};
iii) h(Z,W) =0, VZ W € T"YM oppure VZ,W € T" M.
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i) se Z =2,+1Zy e W =W, +ilW, allora
WMZ, W) = h(Z, Wy) = W(Z, Wa) — i(h(Z1, Wa) + h(Za, Wh)) =

=h(Z,W);
11) h,(Zl + iZg, Zl — ’LZQ) = h(Zl, Zl) + h(ZQ, ZQ) > 07
i) h(X +iJX,)Y +iJY) = h(X,Y) +ih(X,JY) + ih(JX,Y) —
h(JX,JY) = 0.

e Viceversa, se h ¢ un tensore simmetrico su TM® che soddisfa le pro-
prieta precedenti, allora, ristretta a T'M, definisce una metrica Hermi-
tiana, infatti:

— per ogni X € TM\{0}, h(X, X) = h(X,X) > 0;

—0=hX+iJX,(JY)+iJ(JY)) = (X, JY) + ih(JX,JY) —
ih(X,Y)—h(JX,Y) quindi, in particolare, h(X,Y) = h(JX, JY)
per ogni X,Y € TM.

e Se h ¢ una metrica Hermitiana su M allora
HX)Y)=hX,Y)—ih(JX,Y)=(h—iQ)(X,Y)

definisce una struttura Hermitiana sul fibrato vettoriale complesso (7'M, J).
Viceversa se H ¢ una struttura Hermitiana sul fibrato vettoriale com-

plesso T'M, allora h = PRe(H) definisce una metrica Hermitiana su
M.

e Ogni varieta Riemanniana quasi complessa ammette una metrica Her-
mitiana h(X,Y) = g(X,Y) + g(JX, JY).

Lemma 5.1.3. Sia (M?™ h,J) una varieta Hermitiana complessa e siano
Za le coordinate olomorfe locali. Allora

m
Q=i Y hepdza Adz
a,f=1
in cui hyg == h (%, %).

Dimostrazione. Dalla (i) dell’Osservazione si ottiene che

o 0 o 0 o 0
-2 C)on(s-Z, 2 dip (-5 ) —ih. = 0.
(aza’ﬁza) (Jaza’aza)(zﬁza’&za) thaa =0
=3 (Ve i) = 4 (i) =i
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Analogamente (2 ( a0 ) =0eQ <i, i) = ih,5. Infine, poiche TM® =

5
1,0 0,1 : C [0 0 : : :

TY°M & T M, con basi locali {Bza e {526 e rispettive duali {dza} e

{dzs}, si ottiene la tesi. O

5.2 Metriche di Kahler

Se la forma fondamentale {2 di una varieta Hermitiana complessa e chiusa, per
il 100-lemma, localmente esiste una applicazione reale u tale che 2 = iQ0u.
Percio in coordinate locali, per I’Osservazione [3.1.3] si ottiene

0*u
h.,3 = )
of aZQaEﬂ

Definizione 5.2.1 (Metrica di Kéhler). Una metrica Hermitiana h su una
varietd quasi complessa (M, J) ¢ detta metrica di Kdhler se J é una
struttura complessa e se la forma fondamentale 2 € chiusa, ovvero:

N7 =0

h ¢ di Kahler <— { d9 = 0.

Un’applicazione reale locale u, tale che @ = i00u, é detta potenziale locale
di Kahler della metrica h.

Lemma 5.2.2. Sia h una metrica Hermitiana su una varieta quasi complessa
(M, J) eV la connessione di Levi-Civita di (M, h). Allora J ¢& integrabild?]
se e solo se

(Vyx )Y =J(VxJ)Y, VXY eTM (5.1)

Dimostrazione. Siano X,Y € T'M e li estendo a campi paralleli su M che
indico ancora con X e Y. Poiche V ¢ di Levi-Civita, allora [X,Y] = VxY —
Vy X e quindi [X,Y] = 0. Inoltre, poiche (VxJ)Y = Vx(JY) — J(VxJ),
ho che

(X, JY] =Vx(JY)=ViX =Vx(JY).

Quindi
N/ (X,Y)=[X, Y]+ J[JX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY] =
=J(Vx )Y = J(Vy )X — (Vyx )Y + (Vv J) X (5.2)
=(J(Vx )Y = (Vux))Y) = (J(VyJ) X = (Vv J) X).

2Nel senso che il suo tensore di Nijenhuis N ¢ identicamente nullo.
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< : se vale la (5.1)), per la (5.2)), ottengo N7 (X,Y) = 0;
= : definisco A(X,Y,Z) = h(J (VxJ)Y — (V;xJ)Y, Z). Supponendo N’ =
0, allora

(J(VxJ)Y — (Vyx DY) = (J(Vy ) X — (VyJ) X).

Quindi A & simmetrico nei primi due argomenti. Inoltre J e VxJ
anti—commutan(ﬂ e h e anti-simmetrico rispetto ad essiﬁ, percio A ¢
anti-simmetrico anche negli ultimi due argomenti. Allora permutando
ciclicamente gli argomenti ottengo

AX,Y,Z) = —-A(Y,Z,X) = A(Z,X,Y) = —A(X,Y, Z)

che implica la (5.1)).

Osservazione 5.2.3. Se V e di Levi-Civita, allora

dw(Xo, ..., Xp) =Y (1) (Vxw)(Xo, ..., Xi ..., X})

=0

3I(VxJ)Y = JVx(JY) - J?°VxY = —(VxJ)(JY).
4essendo V di Levi-Civita abbiamo Vh = 0, ovvero

Oxh(Y, Z) = Vx(h(Y, 2)) = h(VxY, Z) + h(Y,VxZ), ¥X,Y,Z € X(M)
Percio, sfruttando h(JY, Z) = —h(Y, JZ), ottengo:

WV xJY, Z) + h(JY,Vx Z) = Vx (M(JY, Z)) =
= -=Vx(h(Y,JZ)) = =(MVxY,JZ) + h(Y,VxJZ))

da cui

h(Vx )Y, Z)+h(J(VxY), Z) + h(JY,VxZ) =
= —h(Y,(VxJ)Z) = M(VxY,JZ) = MY, J(Vx Z))

in cui i secondi e terzi addendi si semplificano rispettivamente e quindi:

W(VxJ)Y.Z) = ~h(Y,(VxJ)Z).
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per ogni Xo,...,X, € X(M) e w € QPM. Infatti: dalla definizione di d si
ricava che
p

dw(Xo,... . X,) = Y (D) Xi(w(Xo,..., Xir o, X))+

=0
+Z(—1)i+jw <[XZ‘,X]‘],X0, ce 7)?1’7 ce ,)?j, PN ,Xp> .

i<j
Essendo

(Vi) (X Xy X)) = Xi(w(Xo, .., Xy X))+

71—

—_

(1 w(Vx, X, Xoy o, Xy, Xp)+

N

<
I
—

+ (D w(Vx, X, Xo, o, Xy, Xp)

J

e [X,Y] =VxY — Vy X ottengo la tesi.

W

i+1

Teorema 5.2.4. Una metrica Hermitiana h su una varieta quasi complessa
e di Kahler se e solo se J e parallelo rispetto alla connessione di Levi-Civita.

Dimostrazione. Notiamo che poiche (VxJ)Y = Vx(JY) — J(VxY), ed
essendo V di Levi-Civita, allora:

VXY, Z) = 0x(h(JY, Z)) — W(Vx(JY) = (Vx )Y, Z) — h(JY,VxZ) =
— (Vh)(X,JY, Z) + h(VxJ)Y, Z) =
— h(VxJ)Y, Z).

< : dalla (5.2), se J & parallelo, allora N7 = 0 ed inoltre, per 'osservazione
appena fatta, V€ = 0. Quindi dall’Osservazione [5.2.3| si ottiene che
anche d2 = 0.

= : definisco B(X,Y, Z) = h((VxJ)Y, Z). Poiche J e V x J anti-commutano,
allora B(X,Y,JZ) = B(X,JY, Z), infatti:

B(X,Y,JZ) = —h(J (VxJ)Y, Z) = h (VxJ) JY, Z) = B(X, JY, Z).
Inoltre, poiche N/ = 0, vale la (5.1)) e quindi
B(JX,Y,Z)+ B(X,Y,JZ) =0

34



da cui anche
B(JX,Y,Z)+ B(X,JY,Z) = 0.

Sfruttando I’Osservazione |5.2.3| ottengo

0=dQ(X,Y,JZ) =
= (Vx)(Y, JZ) + (VyQ)(JZ, X) + (Viz)(X,Y) =
= B(X,Y,JZ)+ B(Y,JZ,X)+ B(JZ, X,Y)

e analogamente
B(X,JY,Z)+ B(JY,Z,X)+ B(Z,X,JY)=0.
Allora

0= (B(X,Y,JZ)+B(Y,JZ,X)+ B(JZ,X,Y))+
+(B(X,JY,Z)+ B(JY,Z,X)+ B(Z,X,JY)) =
=2B(X,Y,JZ).
Poiche cio vale per ogni X, Y, Z € X (M), allora, in particolare, (VxJ)Y =
0 e quindi J e V-parallelo.

O

5.3 Confronto tra la Connessione di Levi-Civita
e di Chern

Lemma 5.3.1. Per ogni sezione Y del fibrato vettoriale complesso (TM, J),
Y, wvisto come (0,1)-forma a valori su TM, é uguale a

VY (X) == (VxY — JV,;xY — J(VyJ)X) (5.3)

N | —

in cui V € la connessione di Levi-Civita di una qualsiasi metrica Hermitiana
h su M.

Dimostrazione. Notiamo che (0f) (X) = 30x4uxf. Infatti, sfruttando
2X = (X +1JX) + (X —iJX), si ottiene

2(3f) (X) = (0f) (X +iJX) = df (X +iJX) = f (X +iJX) = df (X +iJ X).
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Allora, sfruttando (a + ib)X = a + bJX per ogni X € T'M, si ottiene
- 1
OV (fY)(X) :§f (VxY = IV xY = J(VyJ)X) +

5 (@ch)Y + (@0 f)IY) =
= fOVY(X) +0f(X)Y

ovvero 0V soddisfa la regola di Leibniz. Inoltre, per I’Osservazione un
campo vettoriale e una sezione olomorfa del fibrato olomorfo T'M se e solo se
¢ olomorfo reale. Per il Lemma [3.2.7] un campo vettoriale ¢ olomorfo reale

se e solo se LxJ = 0. Quindi per ogni X € X (M)

0=(Ly ) X =Ly(JX)—JLy X =[Y,JX]| - J]Y,X]| =

=VyJX -V, xY - JVy X+ JVxY =

=(VyJ) X = V,xY +JVxY =

=J(VxY +JV,;xY —J(VyJ)X) =

=2J (0VY) (X).
Percio 0V ¢ un operatore che soddisfa la regola di Leibniz e si annulla su
ogni sezione olomorfa di 7'M, quindi 0V = 0. Infatti, essendo T'M olomorfo,
esistera per ogni punto di M una base locale {o,} per le sezioni olomorfe

di T'M, da cui, se una generica sezione Y si esprime localmente come Y =
> Yjoj, allora

évY = Z (fév(fj —0—5}/3 ®0'j) = Z (5}/3 ® O'j) = 5Y
J J
O

Proposizione 5.3.2. Su una varieta Hermitiana (M, h, J), la connessione
di Chern 'V coincide con la connessione di Levi-Civita V se e solo se (M, h, J)
e di Kahler.

Dimostrazione. Sia H := h —if) la struttura HermitianaﬁTM .Tenendo conto
della struttura complessa su T'M e della C-linearita di V si ottiene

(VI)(X,Y)=Vx(JY) = JVxY = Vx(iY) —iVxY =0

quindi V.J = 0.

36



= : se V = V allora J ¢ anche V-parallelo e quindi, per il Teorema [5.2.4]
h & di Kahler.

< : se h ¢ di Kéhler, allora VJ =0e Vx(JY) = J(VxY). Quindi, poiche
J proviene da una struttura olomorfa, V ¢ una connessione C-lineare
su T'M, inoltre essendo Vh = 0

VH(X,Y,Z) = Vh(X,Y,Z) —iVh(X,JY,Z) — ih(VxJ)Y, Z) = 0.

ovvero V ¢ una H-connessione. Infine essendo X = (X +iJX) +
(X —iJX)), ed essendo V%' = 0 per ogni Z € T"M e Vy;) = 0 per
ogni W € T%'M | allora

1
vy = (Vxsisx — Vﬁégrux) 9 (Vx +JVx).

NO| —

(V¥hirx) =

Poiche J & V-parallelo, dalla (5.3) si ottiene V! = J e quindi V = V.

N

O

5.4 Tensore di Curvatura Kahleriano

Sia (M?™, h, J) una varieta di Kihler dotata della connessione di Levi-Civita
V. Su M é possibile definire il (3, 1)-tensore di curvatura di V

RY(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ -V xy1Z, VX,Y.Z € X(M)
il (4,0)-tensore di curvatura Riemanniana di V
R(X,Y,Z,W)=hRY(X,Y)Z,W), VXY, Z W € X(M)

e il (2,0)-tensore di Ricci
2m
Ric(X,Y) = Te(V s RY(V,X)Y) = 3 R(e;, X.Y,e;)) VYX.Y € X(M)
i=1

in cui {e;} € una base ortonormale locale di T'M.
Dal Teorema [5.2.4] ho che Vx(JZ) = JVxZ e quindi

RY(X,Y)JZ =JRY(X,Y)Z
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per ogni X,Y,Z € X(M). Sfruttando le identita del tensore di curvatura
Riemanniano, ottengo anche

R(X,Y,JZ,JW) = R(X,Y,Z,W) = R(JX,JY, Z,W).

Data {e;} € una base ortonormale locale di T'M, allora
2m
Ric(JX, JY) =Y Rle;, JX,JY,&;) =
i=1
2m
= R(Je;, J’X, J*Y, Je;) =
i=1
2m
=> R(Je;, X,Y, Je;) =
i=1
= Ric(X,Y).
Infatti {Je;} ¢ ancora una base ortonormale locale di T'M.
Quindi Ric(JX,Y) = —Ric(X,JY) = —Ric(JY, X) e cio giustifica la

seguente definizione.

Definizione 5.4.1 (Forma di Ricci). Definisco la forma di Ricci di una
varieta di Kahler come la 2-forma definita da

p(X,Y) =Ric(JX,Y), VXY e€X(M)
Proposizione 5.4.2. 1) Ric(X,Y) = 1 Tr(RV(X,JY) o J);
2) la forma di Ricci é chiusa, ovvero dp = 0.
Dimostrazione.

1) Se {e;} ¢ una base locale di TM, allora, sfruttando la prima identita di
Bz’anchzﬂ e le simmetrie di R, si ottiene

2m

Ric(X,Y) =Y R(e;, X,Y,¢e;) =
=1

2m

= R(e;, X, JY, Je;) =
=1

2m
=Y (=R(X,JY,e;, Je;) — R(JY, e;, X, Je;)) =
=1

SR(X,Y,Z,W)+ R(Y,Z, X, W) + R(Z,X,Y,W) = 0.
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= (R(X, JY, Jei, e5,) + R(Y, Jei, X, Je;)) =
i=1
2m

= h(RY(X,JY)Je;, e;) — Rie(X,Y)

i=1
da cul la tesi.

2) dalla (1), 2p(X,Y) = Tr(RY(X,Y) o J). Sfruttando che la traccia com-
muta con le derivate covarianti e il fatto che J ¢ V-parallelo, allora

20p(X, Y, Z) = 2|(Vxp)(Y, Z) = (Vyp)(X. Z) + (V) (X,Y)| =
- Tr([(vXRV)(Y, Z) + (VyRY)(Z, X) + (V4 RY)(X, Y)] o J) ~0

in cui nell'ultima uguaglianza & stata usata la seconda identita di Bianchi[l

]

S(VxRY)Y,Z)+ (VyRY)(Z,X)+ (VZzRV)(X,Y) = 0.
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Capitolo 6

Operatore di Hodge e
Coomologia di De Rham

6.1 L’Operatore di Hodge per Varieta Rie-
manniane

Sia (M™,g) una varieta Riemanniana orientata, dotata della connessione di
Levi-Civita, con forma di volume dv. Sia ora {ey,...,e,} una base ortonor-
male locale, parallela in un punto p di M. Tramite I'isomorfismo tra TM e
T* M posso estendere g alle 1-forme ponendo

g(wv 77) = g(wﬁ’ Uﬁ)'

Quindi se localmente w = Y_1" wiel e n =Y e’ allora
g(w,m) =) win.
i=1

E possibile estendere ulteriormente g alle k-forme ponendo, se wy, ..., w,, N1, ...
<M € AlMa

gwi A Awp,m A+ Amp) = det((g(wis 1) )ij)-

Tramite queste definizioni {651 AR e?k |1 <i < -+ <ip < m} forma
una base ortonormale locale rispetto a g per A*M. ¢, definisce quindi un
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prodotto scalare su ogni ALM per ogni x € M. Per definire un prodotto
scalare su Q¥ M, supponendo che M sia compatta, possiamo porre

(w,n) :/ g(w,n)dv, Vw,n € QM.
M

Dalle definizioni precedenti ricavo che il prodotto esterno e interno di
forme differenziali sono uno I’operatore aggiunto dell’altro, nel senso che:

g(X Jw,t)=g(w, X" A7), VX €TM,weAN'MreA M (61

Posso quindi definire 'operatore di Hodge come * : Q¥ A — Q"% ) tale
che
wA*T = g(w, T)dv, Yw, 7€ QM

(w,T) :/N[w/\*T.

Dall’Osservazione [5.2.3] identificando i campi vettoriali e le 1-forme, ricavo
che l'operatore di derivata esterna d : Q¥ M — QFF1M localmente ¢ dato da

d= Zn:ei AN Vei.
i=1

Posso definire quindi 'operatore 6 : Q' — QFM come 1’aggiunto formale
di d, ovvero come l'operatore tale che:

o equivalentemente

(da, B) = (@, 68), Ya € Q°*M, e QM.

Allora, dalla (6.1)), si ricava che

n

§==> eV,

i=1

inoltre si ha anche

§=—(=1)"xdx.

Posso quindi definire 'operatore Laplaciano come A : Q¥M — QFM tale
che A :=dd + dd. 1l Laplaciano e un operatore autoaggiunto, nel senso che

(Aw,7) = (w,AT), VYw,7 € QM.
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6.2 Il Laplaciano nelle Varieta di Kahler

Sia (M?™ h,J) una varietd quasi Hermitiana con forma fondamentale 2 e
sia {ej, ..., €9, } una base ortonormale locale di di TM. Identificato T M con
il suo duale T*M, posso esprimere localmente la forma fondamentale come

2m
1
Q= 52161/\J€Z
J:

Infatti, dalla definizione degli isomorfismi musicali,

12m 12m 6»(6) J€~(@)
=Y eiNJe; | (en,exn) == JAh 7h‘:
(2; ’ j) () 2; ej(er) Jej(er)
1 2m
=5 > [0n2ej, ex) — 56e . en)] = Qen, ex).
=1

Definisco quindi gli operatori L : A¥M — A¥*2M e A : AF2M — AFM come

2m
1
L(w) 129/\W:§;€i/\<]6i/\w

2m
1
Aw) = §j21jei461_|w

Dalla (§6.1]) ricavo che L e A sono uno I'operatore aggiunto dell’altro, nel senso

che
h(L(w),7) = h(w, A(T)), VYw € A*M,7 € AF72M

L e A possono essere estesi per C-linearita al fibrato esterno complessificato.

L’estensione alle k-forme fatta per una metrica Riemanniana, puo essere
ulteriormente estesa al fibrato esterno complessificato, richiedendo che pun-
tualmente definisca un prodotto interno Hermitiano. Supponendo di indicare
tale estensione con (-,-) e di estendere per C-linearita h, allora

(w, ) = h(w,T).
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infatti:

(T,w) = h (11 + 172, w1 + tws) =
(Tl,wl) + ih(Tg,wl) — ih(T1,Cd2) + h(TQ,UJQ) =

(Wi, 71 — i72) + th(we, 1 — iT3) = (W, 7).

=h
=h
Esteso per C-linearita, I'operatore di Hodge soddisfa la proprieta

w A *T = (w, T)dv. (6.2)

In questo modo, il prodotto scalare di k-forme, diventa

(w,T):/M(w,T>dv:/JVIw/\*T.

Lemma 6.2.1. Valgono le sequenti affermazioni:

1) Doperatore di Hodge associa a (p,q)-forme (m — q, m — p)-forme;
2) [X5,A] =0;

3) (X5, L) = JXA[

Dimostrazione.

1) indicati con dzy = dz1 A---Adzj, dZ; = dZy N+ -NdZ;, dvy = dzg A - -Ndx;
e dy; = dy N --- ANdyj;, voglio dimostrare per induzione che

dZM A\ dEM = (—22)md$M A\ dyM
j=1) dzNdz = —idx N dy + idy N dz = —2idz A dy;
j=7j+1)
ZJ+1 A dzJJrl = (—1)jd2’] A dZ] A deJrl A\ d2j+1 =

= (—1)‘7<—22>Jdl’J VAN dyJ VAN ((-2Z)d$‘j+1 VAN dyj+1> =
= (=20)" ' dxyq Adysi

1Se P e () sono due operatori che agiscono sulle sezioni di uno stesso fibrato vettoriale,
si definisce [P,Q] .= PoQ — Qo P.
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Allora
dv = \/del/\~~/\dxm/\dy1/\---/\dym:
=/|h| (%)mdzl/\--~/\dzm/\-~-/\d21/\d2m
Per semplicita dimostriamo l'enunciato per la (p,q)-forma dzp A dZg.
Indicati con P¢ e Q¢ gli indici complementari di P e (), allora
(dzp A dZg) A (dZpe A dzge) = (dzp A dZg) A (dzpe A dZge) = Adv

con A = (2i)™(—=1)P4/,/]h]. Dalla (6.2) deduco che, a meno di una

moltiplicazione per una funzione liscia,
*(dzp N dzZg) = dzge N\ dZpe

e quindi *(dzp A dZg) € una (m — ¢, m — p)-forma.
2) [X—'7 A] = % <2321 w(ej’ Jej? X7 *) - Z?Zl (U(X, 6j7 Jeja *)) = O

3) [Xo, Lw= 332" [(ej AJe; Aw)(X,2) —e; A Je; A (w(X, ,))] Poiché
gode della proprieta
Xi(wAT)=Xsw) AT+ (1) PwA (X u7)

per ogni w € QPM e per ogni 7 € QIM, allora

2m
1
(X0 Lw =5 D (X a(ejATey)) Aw =
=1
1 2m 1 2m
=3 ZX]J@]- ANw — 3 Z(Jej)(X)eJ Aw.
=1 j=1
Inoltre
2m 2m
Jej(X) = h(Jej, Xper) = = > hlej, XpJey) = —(JX);
k=1 k=1
quindi

1
[ X, Lw = i(JX/\w— (—JX)ANw) =JX Aw.
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Definisco I'operatore d° : Q¥M — QF*'M come

2m
dw =Y Je; AVew

j=1

e sia 6 : Q1M — QFM il suo operatore aggiunto. Allora in modo analogo

al codifferenziale
2m

0°=—xdx ==Y Je; 1V,

Jj=1

Lemma 6.2.2. Su una varieta di Kahler valgono le sequenti identita, dette
tdentita di Kahler.

1. [L,6] = d°;

2. [L,d] =0;

3. [A,d] = =%

4. [A, 0] =0.

Dimostrazione.

1.

2m
L,0] == [L,ej 1V, =
j=1
1 2m
=3 Z [eh NJey N(ej aVe, ) —ej 2V (en A Jep A ,)]
j,h=1

Essendo gli e; paralleli e sfruttando il Lemma [6.2.1]

2m

[L,0] = —% Z [eh/\ Jen N(ej aVe,) —ej aen A Jeh/\Vej,)] =

j,h=1

2m 2m
== [Le Ve, =) Jej AV, =d°
j=1 j=1
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2. [L,d=QANd —dQA)=QAd —dOA_—QAd =0

— 8¢ = wdx = *[L,0]x = #(QUA G %) — %6(Q A %) =
= (—D)F QA %)) — (=1)Fd(+(Q A %)) =

= (=) % Lx)d_—d((=1)"* Lx ) =

infatti, se « € QFM e 8 € QF2M:

h(La,B)dv = QANa A8 =aANQAx0 =

(A, d]

= (=DFa A*(xQ A %8) = h(a, (=1)F % L * B)

ovvero A : AMZM — A*M ¢ tale che A = (—1)% % Lx.

4. [A, 6] = (1)« Lxd— (—1)*6x L = —« Ldx+xdLx = —x[L,d]* = 0.

]

Siano ora §* : QPIM — QPLIM e 9% - QPIM — QP9TIM gli aggiunti
formali di O e O rispetto a (-, -) rispettivamente. Allora § = 9* 4 0* ed inoltre

O'=—x0x e O =—x%x0x.

Infatti se a € QPIM e B € QPIHIN

(Do, B) = /8aA*ﬁ /aa/\*ﬁ p+q/

:/mmw (- )Pﬂ/ a A (10 % B) =
:_/Ma/\*(m):(a,—*a*ﬂ).

Il caso O e analogo.
Posso definire quindi gli operatori di Laplace

A? = 90" + 00 e A2 =90 + 90

QM
Q|

Osservazione 6.2.3. Posso estendendo l'identificazione di T'M con T*M per

C-linearita tramite gli isomorfismi musicali definiti da

Z2W)=h(Z,W) e hw Z)=w(Z) YZ,W e TM" VYuec ALM
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in cui h ¢ l'estensione per C-linearita della metrica di Hermitiana. Allora
DN (DN (0 0
024 025)  \0zy 023)
b
V(DY (22,
024 0Zg 0zo 0%

b m
(;) = hazdzs € QV'M.
Ra
B=1

h ((dza)ﬂ, %) = (dz) ((%) =1#0

si deduce che (dz,)* ¢ T%'M. Quindi ottengo un isomorfismo tra T4 OM e
AT

quindi

Inoltre poiche

Teorema 6.2.4. Nelle varieta di Kahler vale ['uguaglianza
A =277 = 2A?

Dimostrazione. Dall’Osservazione ho che gli (1, 0)-vettori vengono iden-
tificati con le (0, 1)-forme, quindi posso esprimere

2m 2m
1 1
0= 3 jEZl (ej +iJe;) ANV, e =3 E: —iJe;) AV,

Allora d° = i(0 — 9) e quindi
0¢ = — * d = —i(*0 x — % 0%) = i(0" — 0%).
Dalle prime due uguaglianze del Lemma si deducono quindi
[L,0*] =i0, [L,0%]=—i0, |[L,0]=][L,0]=0
invece dalle ultime due
(A, 0] =i0*, [N, 0] =—i0*, [A O] =[N0 =
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Allora
(80" + 0°5) = BA, 8] + [A, 8]0 = NG — BA + AT — FAG = 0,
ovvero 00* + 0*0 = 0 e analogamente anche 90* 4+ 0*0 = 0. Quindi
A=0+0)(0"+0)+ (0" +0)(0+09) =
= (00" 4+ 0%0) + (00" + 0%0) + (00" + 0°0) + (00" + 0"0) =
NN
Infine si ha anche che A2 = A9, infatti:
—iA? = —i(0+0)(0* +0%) = 0[A, J] + [A, 0)0 =
= 0AO — 00N + AOO — ONO =
= [0, A] + 9]0, A] = —i0*d — i0d* = —iA?.
[

Osservazione 6.2.5. B possibile estendere .J alle k-forme definendo .J : A¥M —

A*M come
Z Je; N ej Jw)

Questa definizione e concorde alla precedente identificazione fatta tra T'M e
T*M, infatti

2m

J(eh) =D _(Jes) Alen(e;) = (Jen).

J=1

Vale la seguente proprieta per ogni a € QP M e per ogni 3 € QFM
J(anp)=Ja)ANB+aNnJ(P)

infatti:

J(aNp) = ZJGJ J(aAB)) =

:ZJej (e, 2 ) AB+Z L)' Jej Aa) A(ej 2 8) =
=1

7j=1

= J(@)AB+aAJ(B)
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6.3 Coomologia di De Rham

Sia (M", g) una varieta Riemanniana compatta e orientata e indichiamo con
QLM =T (A*M ® C) le k-forme lisce su M a valori complessi. Posto

ZEM = {w € Qf | dw =0}

ho che dQ('é_lM C ZEM e posso definire i gruppi di coomologia di De
Rham come il quoziente

ZEM
Hor(M,C) = 2ormir
C

Il Teorema di De Rham mette in relazione i gruppi di coomologia di De Rham
con i gruppi di coomologia singolare su M a coefficienti complessi.

Teorema 6.3.1 (Teorema di De Rham). Indicato con H*(M,C) il gruppo di
coomologia singolare su M, la sequente applicazione definisce un isomorfismo
di gruppi

I:HY(M,C) — H*(M,C)
[w] — [I(w)]

in cui per ogni k-simplesso singolare o : A¥ — M, definito sul simplesso AF,

I@)o) = [ o
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Capitolo 7

Classi di Chern

7.1 Teoria di Chern-Weil

Prendiamo come definizione la seguente proposizione di caratterizzazione
della prima classe di Chern.

Proposizione 7.1.1. Sia E un fibrato vettoriale complesso sulla varieta dif-
ferenziabile M. La prima classe di Chern di E ¢ c;(E) € H*(M,Z) che
soddisfa i sequenti assiomi:

e Naturalita: per ogni f : M — N liscia e per ogni fibrato vettoriale
complesso E su N, si ha f*(ci(E)) = ci(f*E) in cui (f*E)y = Ep)
per ogni x € M.

e Somma di Whitney: per ogni E, F fibrati complessi su M
Cl(E @D F) = Cl(E) D Cl(F)

in cui E®F ¢éla somma di Whitney definita da E®F = i*(E X F)
coni: M — M x M inclusione canonicdl

e Normalizzazione : la prima classe di Chern del fibrato tautologi-
co di CP' ¢ —1 in H*(CPY,Z) = Z, o equivalentemente, se w ¢ un
rappresentante della classe, allora

/ w=—1.
cp!

YE®F), = (EX F)ya) = By X Fy 2 B, & F,.

50



Sia £ — M un fibrato vettoriale complesso di rango k e sia V una
connessione su E. Scelta una base locale {o;} per le sezioni di E, ¢ possibile,
come fatto nella Sezione [4.1] definire la 2-forma di curvatura locale e le 1-
forme di connessione locali che soddisferanno le condizioni dell’Osservazione
4.1.6l Definita la traccia di RV come la traccia della matrice (R};) (ovvero

Tr(RY) = Zle RY e posto w = (wy;), poiche

k k k
g Wil/\wli:_g Wli/\wil:_g wi N\ Wy

Q=1 il=1 il=1
ho che .
Tr(RY) =d <Z wn-) =d(Tr(w)) .
i=1

Quindi Tr(RV) e un 2-forma localmente esatta, percio e chiusa ed ha senso
considerare la sua classe di coomologia di De Rham.

Osservazione 7.1.2. Nonostante i coefficienti RZ e w;; dipendano dalla scelta
della base {o;}, la traccia di RV ¢ indipendente da tale scelta. Infatti, se
{5,} ¢ un’altra base, esisteranno delle funzioni lisce g;; tali che 6; =, gi;0:.
Allora

Zgjhfiz & Op = ZRZ X 5'j = RV((}Z) = Zginv(Uj) = ZgZ]R]vh & Oh,
Ji:h J J Jih
ovvero ho la seguente uguaglianza matriciale

(%) (9) = (9) (RY).

Quindi le due matrici (RY) e (RY) sono simili e hanno la stessa traccia.

Lemma 7.1.3. La classe di coomologia [Tr(RY)] € H*(M,C) non dipende
da V.

Dimostrazione. Siano V e V due connessioni su E, allora A =V — V gode
della proprietd A(w ® o) = (—1)kw A A(o), per ogni w € Q¥M e per ogni
o € I'(E), infatti

Aw®o) =do®o+(—1)'wAVo—dov®o—(—1)*wAVe = (~1)fFwuA A(o).

Inoltre si ottiene Tr (R€> = Tr(RY) 4 d Tr(A), infatti:
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- A*o;) = A (Zj Aij ® Uj) =—2 ;A NA(oj) = =22 Au N Ay ® oy
= (AV)(0i) = = 22 wa AN Ay ® 0y
— (VA)(0:) = 32 [dAy @ 0 — 37, Au A wyj @ 0] 5

= ZRZ ®o; = Rﬁ(O’i) = @Q(Ui) = (V + A(0;) =
= RY(0;) + A*(0:) + (VA + AV)(0;) =

R

RZ + dAl] — Z (Azl VAN Alj + w A Alj + Ay A wlj)
l

K 0

= Tt (R@) =3 RY Z RY +d (Z Aii> = Tr(RY) + d(Tr(A)).
]

Osservazione 7.1.4. [Tr(RV)} puo essere rappresentata da una 2-forma pu-
ramente immaginaria. Infatti, scelte una struttura Hermitiana h su E, una
connessione V tale che Vi = 0 e una base {o;} ortonormale rispetto ad h,
si ha

0= VC;ZJ =V (h(O'i,O'j)) = ]’L(VO'Z‘,O'j> + h(O’i,VO'j) = Wij +w_jl

allora

k k
vV __ 2 —_ A — E _ \%
Rij = dw_w — W1 A\ le = —dwj,- — Wi AN Cdjl = _Rji
i—=1 j=1

e quindi
k
RY) =) Ry = ZRV — —Tr(RY).
=1

Teorema 7.1.5. Sia V una connessione sul fibrato complesso E su M. La
classe di coomologia ¢1(V) = [ﬁ Tr(RV)] € H*(M,R) ¢ uguale all’immagi-
ne di ¢,(E) tramite H*(M,7Z) — H?*(M,R).

Dimostrazione. Basta dimostrare che ¢;(V) soddisfa le proprieta della Pro-

posizione [7.1.1]
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Naturalita : sia f : M — N liscia e sia 7 : £ — N un fibrato di rango k,
allora

f'E=A{(z,v) e M x E| f(x) = 7(v)}

e se {0;} base locale per le sezioni di E allora le f*o; : M — f*E,
tali che z — (z,0;(f(x))), formano una base locale per le sezioni f*FE.
Definisco quindi la connessione f*V su f*E tramite (f*V)(f*o) =

f*(Vo). Rispetto alle basi {f*o;} e {0;}, allora

k
ZR{;V ® f*gi — Rf*v<f*0'i) _ (f*v)2<f*o_z) _

=1
Zf*Rv(Uz‘)Zf* < ®UJ)

ovvero R{;V = f*(RY}). Percio Tr(R""V) = f*(Tr(RY)) e quindi
a(fV) = fra(V).
Somma di Whitney : siano E e F' due fibrati complessi su M di rango k

e h, con connessioni V e V rispettivamente. Definisco la connessione
V@&VsuE®F come

(VB V) (0 @6) =V,0 V,0.

Se {o;} e {d;} sono delle basi locali per le sezioni di F e F rispettiva-
mente, allora {o; ® 0,0 @ g,;} forma una base di F @ F. Rispetto alle
precedenti basi allora

vev) _ (RZ) ‘ Ok _ v Y
Te (R )_Tr< o | () >—Tr(R )+ Te(RY).

Quindi ¢, (V@ V) = (V) + &1 (V).

Normalizzazione : sia 7 : L — CP! il fibrato in rette tautologico di CP?.
Siano o; : U; € CP! — C, con i = 1,2, le espressioni della sezione
o : CP' — L nelle trivializzazioni ¥f] 11 prodotto Hermitiano di C?
induce una struttura Hermitiana A su L e sia quindi V la connessione

20vvero o; == pro; oo in cui pr: U; x C — C & la proiezione sul secondo fattore.
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di Chern associata ad h. Se ¢ € una sezione olomorfa di L, indico con
u = h(o,0) > 0 e con w la forma di connesione di o rispetto a V (i.e.
Vo =w® o). Allora per ogni X € TCP!, ho che

du(X) = 0x(h(o,0)) = h(Vxo,0) + h(0,Vxo) = w(X)u+w(X)u
Quindi .
(w+w)(X) = adu(X) = d(logu)(X)

ed essendo B
w®o=Vo=V" +0do=V"s
deduco che w € QMM e percido w = d(logu). Allora

Tr(RY) = dw = d(dlogu) = ddlogu

e quindi dimostrare che ¢;(V) = —1 ¢ equivalente a dimostrare
i _
— d0logu = —1.
2 Cpl

Per dimostrarlo basta calcolare 'integrale su Uy = CP'\ {[(0, 1)]}. Sia
z = o([(20, 21)]) = £ la coordinata olomorfa su Uy e sia o la sezione
olomorfa su Uy tale che o9 = 1, ovvero o([(z0,21)]) = (1,2). Allora
u=h(o,0) =|(1,2)]> = 14|z|%. Espressa z in coordinate polari, ovvero
z = rcosf +irsiné, e scelta una applicazione f = f(z) = f(r,0), ho

che
- i ([ O*f 10*f Of
8@f—§ (TW+;W+E)dT/\d0
Scelta f =log(1 + r?) = log(u) allora
7 - i i [ 0*f Of
— d0logu = — —(r—+—) dr N\ df =
27 Cpt (s [0,4-00) % [0,27] 2 or? or
——1/+Ood ra—f ——1 limra—f—
2/, or)  2r-cc Or
.r 2r
= — lim — = —
r—oo 21 + 12

]

Definizione 7.1.6. Sia (M, J) una varieta quasi complessa, la prima clas-
se di Chern di M ¢ definita come c;(M) = c;(T'M), in cui TM é visto
come fibrato vettoriale complesso su M.
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7.2 Proprieta della Prima Classe di Chern

Osservazione 7.2.1.

e La prima classe di Chern dei fibrati banali (ovvero i fibrati vettoriale
in cui tutte le fibre sono date dallo stesso spazio vettoriale) e 0. Infatti
se E — M ¢ un fibrato banale complesso su M (i.e. E =M xV con V
C-spazio vettoriale) allora, data P = {p} una varieta 0-dimensionale,

P x V 2% P definisce un fibrato banale su P. Inoltre esiste un’unica

applicazione f : M — P esihache B, =V = (P xV)u = (f*(P x
V). Essendo H?(P,Z) = {0}, allora per 'assioma di naturalita

cl(E) = er(f(P x V) = F(e1(P x V) = 0.

e Siano F un fibrato in rette e £* il suo duale, allora F® E* = C, in cui
C ¢ visto come fibrato banale. Infatti £ ® E* = End(F), inoltre ogni
¢ € End(F) ¢ determinata da A € C tale che ¢(0) = Ao con {o} base
delle sezioni di E.

Proposizione 7.2.2. Sia M wuna varieta differenziabile e E, F due fibrat:
vettoriali complessi su M. Allora:

i) ci(E) = ci(AFE), in cui k = rk(E);

it) 1 (E® F) =rk(F)ci(E) 4+ rk(E)e (F);
iii) c1(E*) = —c1(E), in cui E* é il fibrato duale di E.
Dimostrazione.

i) Data V connessione su E, posso indurre una connessione V su A*E
definendo

k
V(O'l/\"'/\O'k> Z:ZO’l/\"'/\O'j_l/\VO'j/\O'j+1/\"'/\O'k.
j=1

Se {0;} € una base locale per le sezioni di E, allora o := o1 A+ - - Aoy, € una
sezione non nulla di A*E e quindi forma una base locale. Siano w = (w;;)
e @ le forme di connessione relative alle basi {o;} e {0} rispettivamente,
OVVero

k
Vai:Zwij®aj e Vo=w®o.
j=1
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ii)

Allora

k k
602201/\---/\0]-_1/\ (ijh®ah) Nojpr N Nog =
j=1

h=1
k
= E Wjj®(7.
Jj=1

Quindi
k
Tr(Rﬁ) =do=d (Z wjj> = dTr(w) = Tr(RY)

e di conseguenza ¢ (E) = ¢;(AFE).

Nel caso particolare in cui rk(E) = rk(F) = 1, scelte due connessioni
V¥ e VI sui rispettivi fibrati, posso indurre su £ ® F la connessione V
definita da

V(e ® o) = (VEoP) @ o +oF @ (VFel).

Allora le forme di connessione saranno legate dalla relazione w = w® +
wt', infatti:

wR (P ®c")=V(eF ®o") =
=w®d®) 0"+ ® (W ®c") =

= W +wH®d” 20"
Quindi
Te(RY) = dw = dw® + do” =T (B ) + Tr(RY").
Infine, se rk(E) = e e rk(F') = f, poiche
ANE® F = (A°E)® @ (M E)®,

sfruttando la (i) e sfruttando la discussione fatta nel caso con il rango
uguale a 1, si ottiene

(E@F)=c(AYE®F) = fc,(A°E) 4 ec; (N F) = fe(E) 4 ecy (F)
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iii) Poiche (AFE)* =2 A*E*, per 'Osservazione e per cid appena dimo-
strato, allora

0=c1(A*E)* @ A*E) = ¢;(A*E) 4 ¢, (A*E*) = ¢ (E) + 1 (EY).

o7



Capitolo 8

Il Teorema di Calabi-Yau

8.1 La Forma di Ricci come Forma di Curva-
tura

Sia (M?*™ h,J) una varieta di Kahler con forma di Ricci p. Per I'Osser-
vazione [3.3.2) TM ¢ un fibrato olomorfo, inoltre, definendo H = h — i, ¢
anche un fibrato Hermitiano. Abbiamo definito, a partire da una connessione
complessa (ad esempio come quella di Chern), la 2-forma di curvatura, e, a
partire dalla connessione di Levi-Civita su una varieta Riemanniana, il ten-
sore di curvatura. Il seguente Lemma dimostra che su una varieta di Kahler
questi due concetti, come conseguenza dell'uguaglianza tra la connessione di
Chern e di Levi-Civita, sono equivalenti.

Lemma 8.1.1. L’operatore di curvatura RV € T'(A’M @ End(T'M)) della
connessione di Chern e il tensore di curvatura R della connessione di Levi-
Civita sono legati dalla sequente relazione:

RYy(§) = R(X,Y),, VXY € X(M), V¢ € I(TM).

Dimostrazione. Sia {e;} una base locale per i campi vettoriali su M e {e}} la
sua duale locale delle 1-forme su M. Allora (usando la notazione degli indici
ripetuti)

RYE=V*=V(e; @V, =de; @V £ —ef Aej @V, Ve &
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Siano X = X;e; = ef(X)e; e Y = Yie; = ef(Y)e; due campi vettoriali locali.
Allora

e quindi

RXy(§) = dej (X, Y)Ve,& — (€] Aej)(X, V)V, Ve =
= (aXY; — Oy X; — e:([Xv Y])) Veif - (XlY} - Xj}/;)vejveif =
= Vv — (v Xi+ X;Vy)Ve, &+ (0xY: + YiVx)V € =
= —Vixyv)§ — VyVx{+ VxVyl =
— R(X,Y)t.

Osservazione 8.1.2.

e Sia V una connessione sul fibrato complesso E e V* la connessione su
E* definita nell’Osservazione [£.3.21 Allora

RV(X,Y)=— (RV(X,Y))"

in cui se un operatore A € End(FE), il suo operatore aggiunto A* €
End(E*) e definito da A*(¢*)(0) = 0*(A(0)).

Infatti
(V3 Vio')(0) = by ((Vio")(0)) = (Txo") (Vyo) =
= Oy (8X (a*(a))) — Oy (0*(VXU)> — Oy (J*(Vy0)> +0o* (VXVyU>
inoltre
<V’{X7Y]a*> (0) = Oix v (a*(a)) —o" (V[Xy]a)
allora
(B (X,7)(0"))(0) = (Vi V30" = Vi Vio" = Vixyio*) () =
=0"(VxVyo = VyVxo —Vixyo) =
= 0" (RY(X,Y)(0)) =
= (B(x,Y))" (")) (o).
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e Sia K = A™YM il fibrato canonico di una varieta di Kiahler M?™, allora
K* = A"m M. Infatti, per 'Osservazione [6.2.3] si ha che

K* = (/m\ A1’0M> = (7\(T1’0M)*> = 7\T1’0M =

i=1 =1 =1

= K AYTM = A" M.
=1

Proposizione 8.1.3. La curvatura della connessione di Chern del fibrato
canonico di una varieta di Kdahler € uguale a ip.

Dimostrazione. Siano r e r* le curvature della connessione di Chern del fi-
brato canonico K = A™°M e di K* = A»™M. Allora, per I’Osservazione
precedente, r = —r*. La struttura Hermitiana su 7'M induce una struttura
Hermitiana su A" (T'M) e la connessione indotta dalla connessione di Chern
di (TM, H) ¢ la connessione di Chern di (A™T'M, H).

Inoltre A™T M = A%™ M, infatti

A"TM 7\ TM = K AN = AY™ ).
=1 =1

Allora dalla dimostrazione della (7) della Proposizione e dalla Proposi-
zione .32 ho che

r*(X,Y) =Tr(r*) = Tr(RYy) = Tr(R(X,Y)).
Sfruttando la Proposizione allora [5.4.2
ip(X,Y) = iRic(JX,Y) = %TrR(R(X, Y)olJ) = % (20 Tt"(R(X,Y))) =
= —T%(R(X,Y)) = —r*(X,Y) = (X, Y).
In cui nella quarta uguaglianza e stato usato il fatto che che per ogni endo-

morfismo anti-Hermitiano si ha Tr*(AR o .J) = 2i TrC(A)
[l

1Se C' = A+iB & un endomorfismo anti Hermitiano di C™ (in particolare Tr'*(A) = 0),
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Osservazione 8.1.4. Dalla definizione di ¢;(M) e dalla Proposizione
ottengo che ¢;(M) = i (A"TM) = ¢, (K*). Per il Teorema allora in
H*(M,R), ¢;(M) = ¢;(V) in cui V & la connessione di Chern di K*. Infine
per la Proposizione [8.1.3| ottengo che

?

-] 24

allora, poiché gli endomorfismi C¥ e J di R?>™ sono rappresentati dalle matrici
A -B 0 -1
R _ _ m m
C(B A> eJ(Im 0m>’

si ottiene

2% TYC(C) = 2i(Tr*(A) + i T} (B)) = —2 Tr*(B) = Ti* ( - ) — T (CR o ).
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8.2 Il Teorema di Calabi-Yau

Teorema 8.2.1 (Teorema di Calabi-Yau). Sia M™ una varieta di Kdhler
compatta con forma di Kdhler Q e forma di Ricci p. Allora per ogni (1,1)-
forma reale e chiusa py € QY1 M, nella stessa classe di coomologia di 2mwe, (M),
esiste un’unica metrica di Kdahler, con forma di Kdhler Q1 nella stessa classe
di coomologia di ), tale che la sua forma di Ricci sia py. In particolare, se
la prima classe di Chern di una varieta di Kdhler ¢ nulla, M e dotata di una
metrica di Kdhler Ricci-piatta.

Per dimostrare questo Teorema si cerca di ricondursi all’ equazione di
Monge—Ampere B
eH(Q™ +i00u)™ = Q™ (8.1)

e di esprimere l'insieme delle metriche di Kéahler, le cui forme fondamenta-
li sono nella stessa classe di coomologia di €2, in funzione delle funzioni u

dell’equazione (8.1]).

Dal i00-Lemma Global sappiamo che 'insieme
K= {uGCOO(M) ’ Q +i00u > 0, / uQm:O}
M

e in biezione con l'insieme delle metriche di Kéhler le cui forme fondamentali
sono nella stessa classe di coomologia di §2. Con la prima condizione si intende
che una (1, 1)-forma ¢ & positiva se (-, J-) & un tensore positivo, la seconda
condizione permette di determinare univocamente u che, altrimenti, sarebbe
definita a meno di una costante. Infatti:

e se g; ¢ un’altra metrica di Kahler la cui forma fondamentale €2; ¢ nella
stessa classe di coomologia di €2, allora, per 1'id0-Lemma globale, ; =
Q+1i00u, per una certa funzione u liscia reale, la quale & univocamente
determinata dalla seconda condizione dell’insieme K. Allora g — u €
KC ¢ ben definita;

2

Lemma 8.2.2 (i09-Lemma Globale). Sia ¢ una (1,1)-forma reale esatta su una varieta
di Kdhler compatta. Allora esiste un’applicazione reale e liscia u tale che ¢ = i0du.
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e data u € K, definisco ) = Q —iddu e gi(-,-) = Qi (J-,-). Allora g; &
definita positiva e

gl(‘]'v J) = _Ql<'7 ']) = Q(‘]a ) = gl(.ﬂ )
ovvero ¢ una metrica Hermitiana. Inoltre
dQ)y = d) +id00u = 0

ovvero g; € una metrica di Kéhler la cui forma di Kéhler e nella stessa
classe di coomologia di §2;

e le due associazioni g; — u e u — ¢ appena descritte sono una l'inversa
dell’altra.

Siano ora g e ¢g; due metriche di Kahler con rispettive forme di Kéhler €2
e {); nella stessa classe di coomologia. Definisco quindi le forme di volume

su M ) ]
dv = —Q" e dv; = —=Q
m! m!

e definisco la fuzione liscia f : M — R ponendo

el dv = dv;.

Essendo [Q] = [] in H?(M,C), allora [Q™] = [Q™ = [Q]™ = [Q7] in
H?>™(M,C). Quindi, per il Teorema di Stokes|

/Mm!(ef—ndv:/M(an—Qm):/Mdn:o
/Mefdv:/Mdv. (8.2)

Teorema 8.2.3 (Teorema di Stokes). Sia M™ una varieta differenziabile con bordo, com-
patta e orientata. Siaw una (n—1)-forma differenziale su M e siat : OM — M Uinclusione
canonica del bordo di M in M. Allora

/dw:/ *w.
M oM
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Siano ora p e p; le forme di Ricci di g e gy rispettivamente, allora, per la
Proposizione [8.1.3] ip e ip; sono le curvature sul fibrato canonico Kj;. Per
quanto visto nella dimostrazione del Teorema|7.1.5, per ogni sezione olomorfa
di w di Ky, allora

ip=00logg(w,0) e ip = ddloggi(w,) (8.3)
Inoltre, per la definizione dell’operatore * di Hodge per forme complesse,
g(w,@)dv = w A *0 = g (w,@)dv, = e/ g (w,@)dv

quindi
el g (w,w) = g(w, ). (8.4)

Allora, sfruttando la (8.3), la (8.4) e il Lemma [3.1.2] ottengo
ip1 — ip = 00 [log(g1 (w, ®)) — log(efgl(w,a)))} = 90 log(e’f) = 00f.
Ottengo quindi che
- Q +i00u)™
pr=p—100f incui f=log (%) . (8.5)

Sia ora p; una generica (1,1)-forma reale e chiusa nella stessa classe di
coomologia di 2me; (M). Allora, per 1'i00-Lemma Globale, esiste una appli-
cazione liscia reale f tale che p; = p —i00f. f & determinata univocamente
imponendo la condizione (8.2). Pongo

IC’:{fGCOO(M) ’ p1 = p —i00f, /efdv:/dv}.

Allora il Teorema di Calabi-Yau ¢ equivalente al seguente Teorema.

Teorema 8.2.4. L’applicazione Cal : IC — K' tale che

(Q+ z'aau)m>

ur—>log( am

e un diffeomorfismo.

4Con il quoziente di due 2m-forme si intende la funzione liscia di cui differiscono essendo
sezioni non nulle di un fibrato vettoriale di rango 1.

64



Pongo, fissata u € K, Q; == Q +i00u, in cui Q ¢ la forma di Kéhler della
metrica di Kahler di partenza g.
Iniettivita. Sia u € K tale che Cal(u) = 0, allora Q7" = Q™, quindi

m—1
0=0Qp —Q" = (QlQ)/\ZQ’f/\kal

k=0

Poiche 2i00 = dd° e d) = dQy = 0, allora

m—1 m—1
0 = 2iuddu A Z QF A QMR = yddCu Z Qb A Qrkl =
k=0 k=0
m—1 m—1
=d (udcu > afA Qm—k—l) —du Aduy  QF AR
k=0 k=0

Per il Teorema di Stokes e per I’Osservazione |6.2.5| allora
m—1
0=">" / du A Jdu A QF A QTR (8.6)
k=0 /M

2 induce un’altra metrica di Kahler g; su M, inoltre T'"M ha una base

ortonormale (rispetto a g) locale {ey, Jei, ..., en, Je,} rispetto alla quale
(fatta I'identificazione tra TM e T*M)

m m
Q:Zej/\Jej [§ 91:ZajejAJej
j=1

j=1

in cui a; sono delle funzioni locali lisce strettamente positive. Allora per ogni

QF A QR = (Z bre; A Jej)
j=1

°In generale, su un anello commutativo (R, +,0), per n > 2, allora

n—1
a”fb":(afb)oZa"*jflobj Va,b € R.

j=1

Poiche le 2-forme commutano, la medesima dimostrazione continua a valere anche per le
2-forme.
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con b¥ funzioni locali lisce strettamente positive. Allora le funzioni integrande
in sono strettamente positive a meno che du = 0. Quindi u e costante
e poiche u € K, integrata su M si annulla, quindi necessariamente u = 0.
Quindi C'al e iniettiva.

Diffeomorfismo Locale. Al piu scegliendo un’opportuna metrica di Kéhler
su M, senza perdita di generalita, possiamo scegliere u = 0. Per dimostrare
che Clal e un diffeomorfismo locale, per il Teorema della Funzione Inversa, &
sufficiente dimostrare che il suo differenziale in 0 e identicamente nullo. Sia
quindi v € ToK = I, allora, poiche le 2-forme commutano,

d d (Q + i00tv)™
* - = — 1 _—_— =
Cal,(v) o tZOC’al(tv) 7|, 108 ( o )
m m—1 m m— P ARAY m—

B ( 0 Qaé—m) LY 4 <(k)t m;g(mv) k)] -
(Q + i00tv) — o
Ea¥A) m—1 _

= mz@@v@/\—mﬁ = A(i00v) = —0"0v = —A% = —%Av.

Poiche il Laplaciano definisce una biezione dell’insieme delle applicazioni ad
integrale nullo su M, ottengo che Cal, ¢ biettiva.
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