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Introduzione

La via piu breve fra due verita sulla
retta dei numeri reali passa attraverso
il piano complesso.

Hadamard

Lo scopo di questa tesi e presentare una dimostrazione del teorema dei nu-
meri primi. I numeri primi sono di centrale importanza in matematica, e la
prima domanda che ci si pone € quanti siano. E ben noto da Euclide che
sono infiniti, e quindi viene naturale chiedersi come siano distribuiti. Come
per molti interrogativi sui numeri primi la domanda e facile e comprensibile
anche ai profani, mentre la risposta richiede uno sforzo e una buona prepa-
razione matematica (o talvolta la risposta ancora non & stata trovata, per
esempio si pensi alla congettura dei numeri primi gemelli). La distribuzio-
ne dei numeri primi sulla retta reale sembra del tutto casuale, e si possono
trovare intervalli grandi a piacere in cui non se ne trovano. Il teorema che
dimostreremo, risponde alla domanda: fissato n, quanti numeri primi ci so-
no da uno a n? La risposta non & semplice, ne tantomeno ¢ esatta, infatti
il teorema dei numeri primi fornisce una formula che approssima la risposta
per ogni n. Molti dei grandi matematici del passato si sono occupati di
questo problema, in questa tesi infatti verranno utilizzati risultati di Gauss,
Abel, Eulero, Chebyshev, Riemann, ma la prima dimostrazione fu trovata
nel 1896, indipendentemente, da Jaques Hadamard e da Charles-Jean de la
Vallée Poussin. Tale dimostrazione si basa sull’analisi complessa (in parti-
colare sulla zeta di Riemann). In seguito sono state trovate delle varianti e,
nel 1949, e stata trovata da Erdos una dimostrazione elementare, ossia che
non fa uso dell’analisi complessa.

Enunciamo ora il teorema e diamo l'idea della dimostrazione che presente-
remo.

Teorema dei numeri primi Sia 7(z) la funzione che conta il numero di
numeri primi minori di z. Allora si ha che, per x — oo,

W(x)wli(a:):/j Lo ® "”

It "z nz-1



Per dimostrarlo si utilizzano le seguenti funzioni di Chebyshev:

0(x) = Z Inp e Y(z) = ZA(n),

peP|a] n<z

dove A ¢ detta funzione di Mangoldt ed ¢ definita da

A(n) =

Inp sen = p™ per qualche primo p e qualche intero n
0 altrimenti. '

Possiamo suddividere la dimostrazione nei passi seguenti:
(i) ¢¥(z)/x — 1 per z — oo,
(ii) se ¥(x)/x — 1 per x — oo, allora anche 6(x)/x — 1 per z — oo,

(iii) se O(x)/x — 1 per x — oo allora si ha che

(1 —2e)li(z) < m(z) < (1+¢)li(x), (cioe 7(x) ~ li(z))

(iv) li(z) ~z/Inz ~ x/(lnz — 1).

11 punto (iv) si puod dimostrare subito dopo aver introdotto la funzione li(x),
e 1 punti (i) e (4i7) possono essere dimostrati con tecniche base di analisi
reale. Mentre per dimostrare il primo punto, (i), ¢ necessaria ’analisi com-
plessa. Infatti si utilizza la funzione zeta di Riemann, altre funzioni ad essa
collegate, alcune sue stime e gli integrali complessi.

Questa tesi e suddivisa in tre capitoli. Nel primo si trovano i risultati fonda-
mentali scoperti prima dell’introduzione della zeta di Riemann. Nel secondo
capitolo si trova la parte relativa all’analisi complessa. Nel terzo capitolo si
dimostra il lemma fondamentale e il teorema dei numeri primi.

Si e cercato di mantenere la tesi autocontenuta e, a parte una base di analisi
reale e alcune dimostrazioni di analisi complessa che sono rimandate alla
bibliografia, si trova tutto cio che € necessario per arrivare alla dimostrazione
finale.




Capitolo 1

Fondamenti

1.1 I numeri primi

Definizione 1.1.1. Un intero positivo e detto primo se non ha divisori
(positivi) tranne 1 e il numero stesso.

Osservazione 1.1.2. In questa tesi il numero 1 non & considerato primo.

Teorema 1.1.3. (Teorema fondamentale dell’algebra) Ogni intero positivo
e esprimibile come prodotto di primi. Tale espressione € unica se poniamo
1 fattori primi in ordine crescente.

Teorema 1.1.4. Esistono infiniti numeri primi.

Osservazione 1.1.5. La dimostrazione del teorema precedente ¢ un classico,
si puo trovare negli Elementi di Euclide, libro I X, Proposizione 20.

1.2 Funzioni aritmetiche

Definizione 1.2.1. Una funzione aritmetica & una successione a(n) (a valori
complessi o reali), ciod una funzione sull’insieme N*.

Osservazione 1.2.2. Si preferisce usare il termine funzione aritmetica al posto
di successione se a(n) & definita usando qualche proprieta della teoria dei
numeri.

Esempio 1.2.3.
1. La funzione unitaria u(n) = 1 per ogni n € N*

2.

(n) 1 sen=
ei(n) =
! 0 senz#j



1.2. Funzioni aritmetiche

3. Sia £ C N un insieme, la funzione caratteristica up : N — {0,1}, &
definita come

up(n) =

1 sene F
0 sengF

4. (a) 7(n) : il numero di divisori (positivi) di n, inclusi 1 e n;
(b) w(n) il numero di divisori primi di n;

(¢) ©(n) il numero di fattori primi di n, contati con ripetizione.

Teorema 1.2.4. Sian > 1 esian = Z;nzl p?j la sua fattorizzazione. Allora
o 7(n) =l (k +1)
e w(n)=m
e Qn) = Zznzl k7

Dimostrazione. Per w e ) segue dalla definizione. Per 7 osserviamo che i
divisori di n sono della forma ZT:1 p;j dove per ogni j i possibili valori di
rj sono 0,1,2,...,k;. Quindi segue la formula 7(n) = H;”:l(kj +1).

O

Definizione 1.2.5. Sia a(n) una funzione aritmetica a valori in C, la sua
somma parziale su [1,00), & la funzione A : [1, +00) — C definita da

Notazione 1.2.6.

1. P e linsieme dei numeri primi.

2. Plz] & l'insieme dei numeri primi minori di z.

3. [z] & la parte intera di z, cioe¢ il pi grande intero non maggiore di x.
4. 11 simbolo j | n significa che j divide n (divisione intera).

Teorema 1.2.7. Siano S;(x) = >, 7(n) e Sy = >, ,w(n) le som-
me parziali delle funzioni aritmetiche definite nel punto (4) dell’Esempio
(1.2.3). Allora




1.3. Formula della somma di Abel

Dimostrazione. Possiamo considerare S, come 'insieme delle coppie ordina-
te (j,n) tali che j | n e n < z. Se fissiamo j (al posto di n), il numero di tali
coppie e dato dal numero di multipli di 7 non maggiori di x. Tale numero &

dato da [ﬂ . Per S, il ragionamento ¢ simile, ma si contano le coppie (p, q)

con p primo.

O

Definizione 1.2.8. Sia (m,n) il massimo comun divisore M.C.D. di m e n.
Una funzione aritmetica ¢ detta:

e moltiplicativa se a(m,n) = a(m)a(n) quando (m,n) = 1;
e completamente moltiplicativa se a(m,n) = a(m)a(n) per ogni m,n.
Osservazione 1.2.9.

e Se a(n) & moltiplicativa e non & identicamente nulla allora a(1) = 1,
inoltre & completamente determinata dai valori a(p*) con p primo.

e Se a(n) & completamente moltiplicativa & determinata completamente
dai valori a(p), al variare di p tra tutti i numero primi.

Esempio 1.2.10.
1. Sia a(n) = n®, per ogni s ¢ completamente moltiplicativa,

2. Ricordando I'Esempio 1.2.3,

(n,m) = 1 hanno differenti divisori primi). Ma non ¢ moltiplica-
tiva, infatti 7(2) =2 e 7(4) = 3 # 7(2)7(2).

1.3 Formula della somma di Abel

La formula della somma di Abel € uno strumento base che useremo in se-
guito. Fornisce un modo per esprimere una somma di prodotti > a(r)f(r)
in termini di somme parziali degli a(r) e differenza degli f(r). E un proce-
dimento simile all’integrazione per parti ed ¢ talvolta chiamato somma per

parti o somma parziale.




1.3. Formula della somma di Abel

Teorema 1.3.1. Siano a(r) e f(r) funzioni aritmetiche, per interin > m >
0 si ha

n n—1
D a(r)f(r) = > AM)f(r) = f(r+ D]+ A(n) f(n) — A(m) f (m)
r=m-+1 r=m

In particolare

n n—1
Yoa(r)f(r) =Y AW)f(r) = f(r+ D]+ A@n) f(n).
r=1 r=0

Dimostrazione. Per non appesantire la dimostrazione scriviamo A, e f, al
posto di A(r) e f(r) rispettivamente. Per ogni r > 1 si ha a, = A, — 4,1,
quindi

n

E , arfr = (Am+1 — Am) fmr1 + (Amse — A1) frng2 + -
—_— —
r=m-+1

Am+1 Am+2
| —
n—1
= _Amfm—H + Z Ar(fr - fr—l-l) + Anfn =
r=m-+1

n—1
= —Apfmir+ Y Ar(fr = fri1) = Am(fn = fni1) + Anfn =

n—1 -
- Z Ar(fr = fra1) + Anfrn — A fm

O

Teorema 1.3.2. Sia a(r) una funzione aritmetica, f(x) una funzione a
valori complessi o reali con derivata continua in [y,x] (mentre f(n) é la
funzione aritmetica ottenuta restringendo f a N*) e A(x) la somma parziale
associata ad a(x).

y<r<zx

Dimostrazione. Per n,m interi taliche n <z <n+lem<y<m+1,si
ha

y<r<zx r=m+1




1.3. Formula della somma di Abel

Poiché A(t) = A(r) per r <t <r+1, si ha

S AN - fr D =— S A [ rwa=

r=m+1 r=m-+1
n—1 r+1

= Z/ A(t) f'(t) dt =

m+1

Inoltre sia A(t) = A(n) per n <t < z, si ha

Allo stesso modo

m+1
A(m)f(m+1) = A(y)f(y) = A(m)[f(m +1) = f(y)] = / A(t)f'(t) dt
e quindi

m+1
fMMﬂm+D=—Mwﬂw—/ A(t) /() dt

Y

Ricordiamo dalla dimostrazione del Teorema 1.3.1 che

n

> a(r)f(r) = —A(m) f(m+1)+ Z Alr fr+1)+A(n)f(n)

r=m-1 r=m+1
e sostituendo i risultati appena trovati otteminamo I’enunciato del teorema.

O

Corollario 1.3.3. Se f ha derivata continua nell’intervallo [1, x|, allora:

(i)

(i)




1.4. Stime integrali

Dimostrazione. Ponendo y = 1 nel Teorema 1.3.2, si ha

1<r<z 2<r<x

e poiché A(1)f(1) = a(1)f(1) abbiamo la (7). La (ii) segue dalla (i) consi-
derando che A(x)f(x) = > ., a(r)f(x).

O

Corollario 1.3.4. Se f ha derivata continua nell’intervallo [2,x] e a(1) = 0,
allora .
> al)s(r) = A - [ A0r @ d
2<r<az 2

Dimostrazione. Prendiamo y = 2 nel Teorema 1.3.2, e sommiamoci a(2) f(2)

=M%ﬂ%+ﬂ@ﬂ@—A®ﬂ%—L%WM%Mt

L’enunciato segue considerando che a(1) = 0 e quindi A(2) = a(2).

1.4 Stime integrali

L’uso degli integrali per stimare una somma discreta € una tecnica utile che
useremo in seguito

Teorema 1.4.1. Supponiamo che f sia una funzione decrescente su [m,n]
con m,n € Z. Allora si ha

n

f(m+1)+...+f(n)§/ F(t)dt < f(m) + ...+ f(n—1).

m

Dimostrazione. Sia f(t) decrescente, allora per r —1 < ¢ < r si ha f(r) <
f(t) < f(r—1). Integrando su questo intervallo (osservare che ha lunghezza
1) si ha

T
") < / Fe)dt < f(r—1).
r—1
Sommando questa diseguaglianza per r = m+1,...n si ottiene ’enunciato.

O




1.5. Formula della somma di Eulero

Osservazione 1.4.2. Se la funzione f & crescente valgono la disuguaglianze
opposte

n

f(m—l—l)+...+f(n)2/ F(t)dt > f(m) + ...+ f(n—1).

m

Notazione 1.4.3. Sia x > 1 (non necessariamente intero) siano:

Sw= Y /0 e I [ s

1<r<lz

Osservazione 1.4.4. Sia m = 1 nel Teorema 1.4.1, allora si ottiene

f(2)+...+f(n)g/lnf(t)dtﬁf(l)Jr...Jrf(n—l)

S(n) = (1) < I(n) < S(n — 1)

0, equivalentemente,
I(n+1) < S(n) < I(n) + £(1) (L1)

Cio mostra come trovare dei limiti per S(n) usando I(n) quando n & un
intero.

Osservazione 1.4.5. Anche in questo caso quando f(t) & crescente si hanno
le diseguaglianze opposte.

Teorema 1.4.6. Sia f(t) decrescente e non negativa per ognit > 1. Allora
la serie Y o2, f(r) é convergente se e solo se lintegrale [ f(t)dt lo ¢. Sela
somma della serie ¢ S, e il valore dell’integrale é I, si ha I < S < T+ f(1).

Dimostrazione. La convergenza della serie (o del’integrale) significa che S(n)
(o I(n)) tende ad un limite per n — oco. Sia S(n) che I(n) crescono cono
n, quindi tendono ad un limite se e solo se sono limitati superiormente.
Utilizzando 1'Osservazione 1.4.4, se l'integrale converge a I allora I(n) < I
per ogni n, e quindi S(n) < I + f(1). Quindi S(n) — S < I+ f(1).
Viceversa se la serie converge ad S allora I(n) < S(n) < S per ogni n,
quindi I(n) — I < S.

O

1.5 Formula della somma di Eulero

Questa formula fornisce una espressione della differenza tra la sommatoria
e il corrispondente integrale.

10



1.6. Funzione /i di Gauss e funzione 6 di Chebyshev

Teorema 1.5.1. Siano m e n interi e f una funzione (a valori reali o
complessi) derivabile nell’intervallo [m,n]. Allora:

/ Ft) dt = / (t — ) £/(t) dt

Dimostrazione. Per r —1 <t < r si ha [t| = r — 1. Integriamo per parti
/ == [ (t=reDf)d-
(¢ =r+ ) - [ f@a=r- [ s

Sommando per r =m + 1,...n si ottiene ’enunciato.
O

Teorema 1.5.2. Supponiamo che f sia differenziabile su [1,00] e che Y >2 f(r)
e fl t) dt siano entrambe convergenti, allora:

;J”(T)—/1 f(t)dtzf(l)Jr/1 (t —[t])f'(t) dt
=1/2f(1) + /f(t —[t] = 1/2)f'(t) dt

Dimostrazione. Per la prima espressione si prende m = 1 nel Teorema 1.5.1
e si fa tendere n ad infinito. Si osservi che la sommatoria nel Teorema 1.5.1
inizia con f(2) e per questo abbiamo aggiunto f(1). La seconda espressione
deriva dalla prima.

O

1.6 Funzione [z di Gauss e funzione # di Chebyshev

Definizione 1.6.1. La funzione /i : R — R & detta integrale logartmico ed

¢ definita da
z 1
li(x) = Jy mrdt sex <2
0 sex <2

Osservazione 1.6.2. Sia

I,(z) = /: (lnlt)” dt.

Integrando per parti si trova

t 1" r n x
o) = ], + [ i 9= e i)

11



1.6. Funzione /i di Gauss e funzione 6 di Chebyshev

Lemma 1.6.3. S ha

I,(z) ~ *

(Inz)n

quando T — 00.

Dimostrazione. Per I’Osservazione 1.6.2 si ha che ’enunciato € equivalente

a dire che
(Inz)™

In—i—l(x)
Dividendo l'integrale in due parti e considerando che Int > 1 per e <t <
22 (quindi 1/Int < 1) e Int < In(z'/?) = 1/2Inz per 2'/2 <t < x (cioe
1/Int < 2/Inz), si ha

—0 quando T — 00.

1/2

z 1 z 1
I, = S ——_dt<
+1(2) / e @ /W (Inf)ntt =
9 n+1
<z’ 4y <>

Inx

dove la lunghezza degli intervalli di integrazione e stata stimata superior-
1/2 ¢ 2 rispettivamente. Quindi si ha

(Inz)*  (Inz)" 27+
<
xl/2 Inz

mente con

In+1(x)

che, come desiderato, converge a 0 per z — o0.
O

Teorema 1.6.4. Si ha che li(x) ~ z/Inx quando x — oo. Piu esattamente

li(z) = ﬁ + ()

dove .
r(x) ~ o) quando T — 00

Dimostrazione. La prima parte segue dal Lemma 1.6.3 con n = 1. Mentre

usando I’Osservazione 1.6.2 si ha li(z)! = I (z) = % + I2(x) — e, ed ancora

dal Lemma 1.6.3 si ottiene r(x) = I(z) — e ~ 2/(Inx)? che & la seconda

parte dell’enunciato

O

Teorema 1.6.5. .

li(z) = Ty +q(x)

dove
quando x — 00

q(x) ~ (o)

1Senza ledere la generalita, si pud integrare a partire da e invece che da 2, onde evitare
di portare dietro nei calcoli la costante 2/ 1In 2.

12



1.6. Funzione /i di Gauss e funzione 6 di Chebyshev

Dimostrazione. Dall’ Osservazione 1.6.2, sappiamo che I1(r) = =+ I2(z) —
eely(x) = ﬁ + 2I3(x) — e, mettendoli insieme si ha

T

I(z) % —2e+2I3(x).

" Iz (Inz)
Sia ora

x T

q(x)? = Ii(x) — nz—1 (Inz —1)(Inx)

5 — 2e + 213(z),

quindi
(Inz)3

X

q(z)

—-—-140+2=1 quando T — 00

Dove si & usato nuovamente il Lemma 1.6.3 per 1—3(1')@ — 1 per z — oc.
O

Osservazione 1.6.6. I teoremi 1.6.4 e 1.6.5 mostrano che ’approssimazione
di li(z) con x/(Inx — 1) & migliore di quella con z/Inx per un fattore Inz.

Osservazione 1.6.7. 1 teoremi 1.6.4 e 1.6.5 provano la seconda parte del

teorema dei numeri primi, cioe

1 x x
9 Int Inz In-—1

li(x) =

Definizione 1.6.8. La funzione

0(x) = Z Inp

pEP[a]
¢ detta funzione theta di Chebyshev.

Osservazione 1.6.9. Se pi,...py sono in primi non maggiori di x, si ha
O(z) =Inp; +...+1np, = In(pip2...pn).

Definizione 1.6.10. 7(x) = il numero dei numeri primi non maggiori di z.
Teorema 1.6.11. Per ogni x > 0 si ha 6(z) < 7(z)In(z) < zlnz.

Dimostrazione. E immediata, dall’Ossevazione 1.6.9 che n = m(x) e consi-
derando che Inp; <Inx per ogni j < n.

(]
2E stato omesso il seguente passaggio nel calcolo di g(z):
LT S S +Dy-1) -y
y oy oy—1 vy —1)

con y = lInz.

13



1.6. Funzione /i di Gauss e funzione 6 di Chebyshev

Teorema 1.6.12. Valgono le sequenti relazioni che esprimono 6 in funzione
di m (e viceversa):

(1)

(i4)

m(x) = ble) + /j t(?(t) 5 di

~ Inx nt)
Dimostrazione Sia up la funzione caratteristica, allora
X
t
O(x) = ZUP(TL) Inn=mn(z)lnz — / mdt
n<x 2 t

dove nell’ultimo passaggio si utilizza il Teorema 1.3.4 con a = up, A(x) =

2rgpa(r) =m(z) e f(z) = In(z).

Per dimostrare la (i7) poniamo

Inn sen & primo 1
a(n) = o e w@)= Y aln)—
0 altrimenti o Z Inn
<n<lz
questo posso farlo considerando che %’2 = 1 se n e primo. Ora uti-

lizzando nuovamente il Teorema 1.3.4 ponendo f = In e osservando che
0(z) = >,<,a(n) si ha

O

Concludiamo con un teorema fondamentale per la dimostrazione del
teorema dei numeri primi.

Teorema 1.6.13. Supponiamo che per qualche costante ¢y e Cy si abbia
che cox < 0(x) < Cox per tutti gli x > 2. Allora

colli(z) + o] < m(x) < Colli(z) + o

per ogni x > 2, con o = 2/In2. Inoltre se per qualche costante ¢ e C e
qualche xg si ha che cx < 0(x) < Cx per tutti gli x > xg. Allora esiste x;
tale che

(c—e)li(x) < 7(x) < (C+e)li(x) (1.2)

per ogni x > x1 con € > 0.

14



1.6. Funzione /i di Gauss e funzione 6 di Chebyshev

Dimostrazione. Integrando per parti (con 1 come fattore) si ottiene

. 1 x |
ll(.%')— ) hltdt_hlgj_a+/2 7(h’1t)2 dt,

dove a = 2/1n 2, quindi

) Cox T

Confrontando con la (1.6.12.(i7))e utilizzando l'ipotesi che cox < 6(x) pos-
siamo concludere che ¢y[li(z) + a] < 7(z). Il ragionamento ¢ simile (usando
0(z) < Coz) per dimostrare che 7(z) < Cy[li(z) + o]

Per la seconda parte dell’enunciato prendiamo x > xg, allora si ha

r(z) =2 /2 ’ t("(t) gt

Inz Int)?

) [0 [0

Inx t(Int)? p t(Int)?

o T
—9($)+C/ ! dt+K+/ OO gt
2

Clnz

[T o) C
K_/2 <t(lnt)2_(lnt)2

dove

IS —L_dt e si trova:

2 (Int)?
x0 T
7r($)<0x+0/ L gk CL g
2

“Inz (Int)2 2 A(Int)?
Cx o1
= +c/2 e dt + K =

—c (= +/x L)+ K=

- \Inz J, (Int)? B

=C(li(x) + a) + K = Cli(x) + K’
dove K" = Ca + K. Poiché li(z) — oo per x — oo, esiste z; tale che, per
x < 1 si abbia K’ < eli(x), e quindi

m < (C+¢e)li(x).
Per la disuguaglianza a sinistra si procede allo stesso modo usando la con-
dizione cx < 6(z).
O

Osservazione 1.6.14. Per dimostrare il teorema dei numeri primi dimostre-
remo che 6(z) soddisfa le ipotesi del Teorema 1.6.13 conc=1—-ceC = 1+¢
per ogni € > 0.
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1.7. Funzione A di von Mangoldt e funzione 1) di Chebyshev

1.7 Funzione A di von Mangoldt e funzione ¢ di
Chebyshev

Definizione 1.7.1. La funzione

A(n) Inp sen =p™ per qualche primo p e qualche intero m
n)=
0 altrimenti.

¢ detta funzione di von Mangoldt.

Definizione 1.7.2. La somma parziale
w(z) = An)
n<x

relativa alla A & detta psi di Chebyshev.

Osservazione 1.7.3. Siano p1, pa, ..., Py 1 primi non maggiori di x, per j < n
sia k; il pitt grande k tale che p;? < z. Allora per 1 < k < kj, ogni p;‘?
contribuisce con un termine Inp; a ¢ (z), e quindi si ha che (x) = ki Inp; +
coo+ kplnp,

Teorema 1.7.4. Per ogni x > 0, si ha ¢ < w(z)In(x).

Dimostrazione. Con la notazione dell’osservazione precedente si ha che n =
m(x) e che p?j <= lnpfj <Inz=kjlnp; <Inz = Y(z) <7n(r)lnzx

O

Lemma 1.7.5. Sia m il pit grande intero tale che 2™ < x. Allora
(@) = 0(x) +0("?) + 0 %) + -+ 0(x!™).

Dimostrazione. Per ogni k < m la differenza 1(z) —60(x) contiene un termine
In p per ogni p tale che p* < z, cioe p < 21k, Questi primi possono esistere
soltanto se k < m (perché 2 ¢ il primo pin piccolo), quindi &k = 1,2,...,m.
Fissato k, la somma di tali termini & 6(z'/*) (per come & definita 6(z).

O

Osservazione 1.7.6. Considerando che quando z < 27, cioe 2!/ < 2 si
ha 9(3;1/ ™) = 0, possiamo enunciare il lemma precedente anche nel modo
seguente:

Pla) =3 6(m),
n=1

16



1.7. Funzione A di von Mangoldt e funzione 1) di Chebyshev

Teorema 1.7.7. Si ha 1
—[¢(z) —0(x)] =0

xT

quando x — 0o0. Quindi se una tra Y(x)/x e (x)/z tende ad un limite I per
x — o0, anche laltro lo fa.

Dimostrazione. Per dimostrarlo usiamo il Teorema 1.6.11 e il Lemma 1.7.5,
b(x) = 0(x) =0(x"?) + 0(&'P) -+ 0(a"/™) <
<O0(z'/?) + mo(x 1/3) < 21:1/21na:—|— 3 Bz <

3ln

I 1z p1/3-1/2) 172
= 1 <
( HETYR TmTs

1 2 1
< + 22 Inx <
In2e

<2$1/2 Inz.

<23:1/21n T+ = Inx =

Nei passaggi precedenti m € stato maggiorato con Inx/1In 2 (poiché 2™ < x),
e la funzione 1/3Inz/x'/6 con il suo massimo. Quindi 0 < () — 6(z) <
2z'/2Inx e il teorema & dimostrato (considerando che il limite per z — oo
di (2z'21nz)/z & zero).

U
Osservazione 1.7.8. Dal Teorema 1.6.13 e dalla (1.2) del Teorema 1.7.7, se-
gue che per dimostrare il teorema dei numeri primi ¢ sufficiente che ¥ (x)/x —

1 per x — oo. Per dimostrare questo abbiamo bisogno di risultati di analisi
complessa trattati nel capitolo successivo.
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Capitolo 2

Analisi complessa e ( di
Riemann

2.1 Serie di Dirichlet e funzione zeta di Riemann

Notazione 2.1.1. Nel seguito della tesi indicheremo un numero complesso
con s = o + it.
Definizione 2.1.2. Una serie di Dirichlet ¢ una serie della forma

5o

n=1

Osservazione 2.1.3. Ad ogni funzione aritmetica possiamo associare una
funzione di Dirichlet definita in questo modo.

Definizione 2.1.4. La funzione zeta di Riemann ¢ la serie di Dirichlet nel
caso a(n) = 1, ovvero
1
C(s) = s
n=1
Teorema 2.1.5. (proprieta della funzione zeta a variabile reale) (o) con-
verge per ogni o > 1. Per tali o si ha che ((0) é maggiore di 1 ed é

decrescente. Inoltre )

oc—1

<((o) <

1.
c—17— +

Dimostrazione. Innanzitutto ((o) ¢ decrescente perché lo ¢ ogni termine
1/n?. Sia f(t) = 1/t?, allora

1 1
/ La=1
1 to o—1

Applicando il Teorema 1.4.6 si ottiene ’enunciato.

18



2.1. Serie di Dirichlet e funzione zeta di Riemann

Teorema 2.1.6. Sia a(n) una funzione aritmetica, e sia A(x) =3, .. a(n)
la somma parziale associata. Allora per ogni X > 1 si ha:

> A YA,

ns Xs xs—l—l
n<X

Supponiamo che s # 0 e A(x)/x® — 0 per x — oo. Allora se una tra

= aln * Az
Zq(zs) e 8/1 x5(+1)dm

n=1

converge, allora anche ’altra converge allo stesso valore. Inoltre per X > 1,

st ha
Z a(n)  A(X) . © A(x) .
a - /x !

ns Xs rstl )
n>X

Dimostrazione. Per la dimostrazione si usa il Corollario 1.3.3.(7)) applicata
alla funzione f(x) = 1/x°.

O

Teorema 2.1.7. Supponiamo f sia continua tranne in valori interi, e che
abbia limite destro e sinistro in ogni intero (questa condizione é soddisfatta
da somme parziali di funzioni aritmetiche). Supponiamo inoltre che per
qualche « reale positivo si abbia |f(x)| < Mz® per ogni x > 1. Allora

[P,

xs+1

1(s)

1
e convergente per ogni s = o + 1t con 0 > «. Inoltre, per o > «, si ha

M

o —«

[(s)] <

Dimostrazione. La prima condizione assicura che la funzione sia integrabile
secondo Riemann. Ricordando che |z®| = 27, si ha

f(z) M
xs—i—l — xa—a-l—l
inoltre si ha che floo M_la T dr = Jia. La dimostrazione e conclusa una vol-

ta considerata la seguente proprieta degli integrali: | fab g(x)dx| < ff lg(z)| dz

O

Osservazione 2.1.8. I(s) = [° gj;(ﬁ dx ¢ detto talvolta integrale di Dirichlet.
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2.2. Differenziabilita

Lemma 2.1.9. Sia a(n) una funzione aritmetica e sia A(x) =Y, .. a(n)
la somma parziale associata. Supponiamo che |A(z)| < Mx® per ognix > 1,
per qualche o > 0. Allora la serie di Dirichlet > 2 | a(n)/n® é convergente
per ogni s = o + it con o > a. Chiamiamo F(s) tale somma, e sia Fx(s) =

anx a(n)/ns. Allora

relsv e R - meels o (G )

o —« X7 \ g —q«

Dimostrazione. Segue dai teoremi 2.1.7 e 2.1.6.

2.2 Differenziabilita

Lemma 2.2.1. Se (f,) é una successione di funzioni olomorfe che conver-
ge uniformemente ad una funzione f in qualche rettangolo E, allora [ é
olomorfa su int(E) e f'(s) = limy, oo f} (s) per ogni s € int(E).

Teorema 2.2.2. Supponiamo che Y -~ a(n)/n® converga a F(s) per Res >
oc. Allora F(s) é olomorfa per tali s con derivata data da

2 a(n)lnn
F’(S) = — Z T
n=1
Dimostrazione. Sia a > oc,b(n) = a(n)/n® e B(z) = >, ., b(n). Allora
> ne 1 b(n) converge, quindi eisiste M tale che |B(x)| < M, per ogni z > 1.

Sia inoltre F(s) = G(s — ), dove G(s) = > > | b(n)/n®. Dimostreremo che
G(s) & olomorfa e ha derivata come enunciato, per Res > 0. Quindi segue

che
> n)lnn n)lnn
F/ :G, —_— = — 7:_
(5)=G'(s ~ a) ;1: e }j

per ogni s tale che Res > a > .. Per la dimostrazione si usa il Lemma
2.2.1. Sia Gn(s) = 25:1 b(n)/n®, poiché ¢ una somma finita si ha

g:b lnn

n=1

Presi 6 > 0,R > 0, sia E5r € C l'insieme constituito dagli s = o + it con
o >4 e |t| < R. Vedremo che Gy — G(s) uniformemente su Ej g e da cio
segue il teorema. Usando il Lemma 2.1.9 con o = 0, si ha

G(s) ~ Onls)] < o ('a' n 1)
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2.3. Prodotto di Eulero

e, poiché s € Ejs g,

i R

sl <142
o

Isl o + |t _q4
o o o
e quindi
M (R
6) - GnGe)l < 5 (2 +2)
che tende a zero per N — oo e prova la uniforme convergenza.

O

Teorema 2.2.3. Supponiamo f(x) continua tranne in valori interi, e che
abbia limite destro e sinistro in ogni intero. Supponiamo inoltre che |f(x)| <
Max® per ogni x > 1. Sia

[P

s+l &z

I(s)

1

Allora 1(s) € olomorfa per s =0 + it con o > a, e

I’(s)——/loof(x)lnxdx.

.Z'S+1

Dimostrazione. Per poter derivare sotto il segno di integrale dobbiamo avere
(oltre alla prima condizione) l'uniforme convergenza. Sia Es = {s : 0 >
a+ d}. Usando il Teorema 2.1.7, per s € E5 e per N € N, si ha

M < M
(0 —a)No—> = §NO’

Quindi In(s) — I(s) per N — oo uniformemente in Fj.

[1(s) = In(s)] <

2.3 Prodotto di Eulero

Notazione 2.3.1. Nel seguito considerando serie della forma »_ p f(p) ¢
implicito che i numeri primi sono presi in ordine crescente.

. - o0 (o9}
Teorema 2.3.2. Supponiamo cheoia somma mpetuta(;ozj:(l)ozk:l laj k| con-
verga. Allora le somme ripetute Zj:1 D1 Gk €Y ey ijl aji convergo-
no alla stessa somma S. Inoltre se Y > | ¢, € una qualungue serie ottenuta
disponendo i termini aj i, in una singola serie, y > | ¢, converge a S.

Dimostrazione. Una dimostrazione puo essere trovata nell’appendice B di

[Jam].
(]
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2.4. Funzione di Mobius

Teorema 2.3.3. (prodotto semplice di Eulero) Per Res > 1, si ha

o =T]—+ (2.1)
peEP p®
Dimostrazione.La ¢ di Riemann
o0
1 1 1 1

¢ convergente per Re s > 1. Moltiplicando ambo i membri di (2.2) per 5 L osi
ha

1 1 1 1 1
S 2.
e poi sottraendo (2.3) da (2.2)
1 1 1 1 1
1— — S I T 4
< 28)((3) totetoty (2.4)

Ripetiamo il procedimento moltiplicando per 3% e poi sottraendo da (2.4)

1 1 1 C(s) = 1 n 1 + 1 n 1 n 1
— S g — 4= .
32 28 35 95 158 215 278

1 1 1 1 1

Alla fine si avra

(5208

e quindi

Osservazione 2.3.4. ((s) # 0 per Res > 1.

2.4 Funzione di Mobius

Definizione 2.4.1. La funzione

1 sen =1
pu(n) =< (=1)¥ se n & prodotto di k primi distinti (n = pips ... px)

0 se p? | n per qualche primo p

¢ detta funzione di Mobius.
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2.4. Funzione di Mobius

Teorema 2.4.2. Per Res > 1, si ha

1 & pln)
ORI

n=1

Dimostrazione. Usando il prodotto di Eulero (2.1), si ha

do L0

Fissato un numero N, sia

!

pEP[N]

se n = pip2--- Pk, con p; < N, allora (sfruttando il fatto che a(n) =1/n° &
completamente moltiplicativa)

1 11 1

ns  pipy  p}

quindi (—1)*a(n) & un termine di Qu, anche a(1) = 1 & un termine di Q.
Ma se un certo p? ¢ un fattore di n, allora in @y non c¢’¢ un termine a(n).
Quindi se En e 'insieme degli interi esprimibile come prodotto di primi in

P[N] si ha
Q=Y nlmam = 3 A0

nEEN TZEEN

Rimane da dimostrare che la serie converge, ma questo e vero perché |u(n)| <
1 per ogni n.

O

Lemma 2.4.3. Per s =oc + it con o > 1 si ha

< ((o)

‘ 1
¢(s)
Dimostrazione. Deriva dal Teorema 2.4.2 e dal fatto che |u(n)| < 1 per ogni

n.

0
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2.5. In¢(s) e ¢'(s)/¢(s)

2.5  In¢(s) e ¢'(s)/¢(s)

Sia w il logaritmo di un numero complesso z, allora ¢ = z ed esso non
¢ unico. Siano z; € C, con j € N, dei numeri complessi e siano w; i loro
logaritmi. Se questi ultimi possono essere scelti in modo tale che la somma
Z?; wj sia convergente a un certo w, allora

[e.e]

oo .
eV = =1 Wi = | | 2.

j=1
E quindi w € un logaritmo di Hjo';l zj. Dunque utilizzando il prodotto di
Eulero (2.1) si puo osservare che otteniamo un logaritmo della funzione ((s)
se per ogni p possiamo scegliere un logaritmo w,, di (ﬁ) in modo tale
che Zpe p wp converga. Ora vederemo come ottenere questo risultato.
Lemma 2.5.1. Sia h(z) = Y 0 2"/m per |z| < 1. Allora h(z) é un
logaritmo di 1/(1 — z). Inoltre |h(z)| < 2|z| quando |z| < 1/2.
Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che se h(z) € un logaritmo di 1/(1—
z) si ha e?®) =1/(1 = 2) = (1 — 2)e*) = 1. Inoltre la serie h(z) converge
per |z| < 1. Derivando si ottiene

1
/ _ m—1 __
h(z)fE z =1

m=1

e quindi
d h (1 — Z)
1 (=) h(z) h(z)
—Z( —z)e" = —e +(1 Z)e =0

percio (1 — z)eh(z) = ¢, con c costante. Se prendiamo z = 0 si trova ¢ = 1
che & cio che volevamo dimostrare. Inoltre per |z| < 1/2 si ha

o0

[h(2) = > _ (2™ /m) = <

m=1

12 < 2|z|.

=2l
O

Teorema 2.5.2. Per Res > 1, una funzione olomorfa che e logaritmo di
C(s) é definita da

H(s)=)_ . m;ms = C,(;L)

peEP m=1 n=1

con

(n) {1/m sen =p"™ per qualche primo p e qualche intero n
c(n) =

0 altrimenti.

entrambe le serie sono assolutamente convergenti.
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2.5. In¢(s) e ¢'(s)/¢(s)

Dimostrazione. Con h definita come nel Lemma 2.5.1 se > ph(1/p°®) &
convergente allora ¢ un logaritmo di ((s).

USED S SETCIRED DS

peP peP m=1 peP m=1

1
mpms :

Quest’ultima sara convergente se, ricordando il Teorema 2.3.2, & convergente

3

peEP m=1

1
mpmcr :

ms‘ — o

in quanto |p p™?. Ma questo e vero, in quanto, utilizzando la seconda
parte del Lemma 2.5.1,si ha

o)

1 1 2
> —nl=)<=
mpmcr pU p(f

m=1

n=1 ns

e ,ep(2/p7) & convergente. Inoltre dal Teorema 2.2.2 sappiamo che > e(n)
& olomorfa.

O

Abbiamo trovato quindi un logaritmo di ¢ che possiede derivata, consi-
deriamo tale derivata.

Teorema 2.5.3. Per Res > 1 si ha

() _ N~ Am)
C(s) 2w

dove A ¢ la funzione di von Mangoldt della Definizione 1.7.1.

)
n=1

Dimostrazione.Si ricordi che, se g(s) differenziabile e e?(s) = f(s) si ha che
g (5)e9) = f'(s) = ¢'(s) = f'(s)/f(s). Nel nostro caso sia H(s) definita
come nel Teorema 2.5.2, si ha

)= o) = - e

5)

n—1

dove nell’ultimo passaggio si & usato il Teorema 2.2.2. Ora, sia n = p™, si
ha

1
c¢(n)lnn=—mlnp=1Inp
m

il che conclude la dimostrazione.
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2.6. Estensione della funzione zeta a Res > 0

2.6 Estensione della funzione zeta a Res > 0

Definizione 2.6.1. Per Res > 0 sia

((s):8i1+1—3/1003ﬁdx (2.5)

Teorema 2.6.2. La funzione ((s) (2.5), é definita e olomorfa per tutti gli
s# 1 con Res > 0, e soddisfa

((s) = 5 +1+7(5)

dove |r1(s)| < |s|/o. La derivata é data da

, 1 Cr—[z ®(x—[z])Inx
C(S):—(S_l)Q—/1 str[l]dx+S/1 (m[sjzd:z.

Inoltre ((s) — S% ¢ olomorfa in s = 1, quindi ((s) ha un polo semplice in

1
s=1

Dimostrazione. Prendiamo f(z) = 1/x%, si ha [[° f(z)dz = 1/(s — 1) per
Res > 1. Usando il Teorema 1.5.2 si ha la (2.5).

Ora, poiché 0 < z — [z] < 1 per ogni x possiamo applicare il Teorema
2.1.7 con M =1,a = 0 e quindi l'integrale

oz — 7]
/1 poeEE| dx
¢ convergente a I(s) per ogni s = o + it con 0 > 0 e |I(s)] < 1/o. Inoltre
dal Teorema 2.2.3 sappiamo che, per tali s, I(s) ¢ olomorfa e che

I,(S):_/loox—[:c]—lnxdx

xs—f—l

e quindi Pespressione per ('(s) si ottiene utilizzando I'(s) e le usuali regole
di derivazione.

O

Teorema 2.6.3. Per ogni s # 1 con Re > 0 e tutti gli interi N <1, si ha

1 les

((s) = _IE—F p— +rn(s)

dove
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2.6. Estensione della funzione zeta a Res > 0

Inoltre si ha

quindi

N
) 1 Nl—s

n=1
Dimostrazione. Applichiamo la formula per la somma di Eulero del Teorema
1.5.1 alla funzione f(z) = 1/x® (con s # 1) e aggiungiamo il termine f(1) =
1, si trova

N
1 1 Ni=s N g —[x]
- - - Sl
;ns +s—1 s—1 5/1 gl

Sottraiamo quest’ultima dalla (2.5) e troviamo l’enunciato. Per concludere

si osservi che (poiché x — [:B] < 1)
< 1 1
——dr =
N o+l oN°

‘/ $s+1 dm

2.6.1 Serie di potenze

Lemma 2.6.4. S ha

C(s) =

dove vy =1 — [~ xx[ft} dx e detta costante di Eulero. In qualche disco con

centro in s =1, C( ) & esprimibile in serie di potenze

— quando s—1
s—1

C(s) = ﬁ—k’y—l—ch(s—l)".
1

Dimostrazione. Per s # 1 dalla (2.5) e dal Teorema 2.6.2, sappiamo che

C(s) = 11+1—sl(s) dove I(s):/looxﬁl]d:v

s —

e sappiamo che I(s) ¢ definita e olomorfa in s = 1. Quindi

lim (C(s) - 511> —41-I(1)=1- /loo $x:+[f] dz = 7.

S—)l

Ne segue che ((s) ¢ esprimibile nella serie di potenze richiesta e converge
almeno in |s — 1| < 1.

O
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2.6. Estensione della funzione zeta a Res > 0

Osservazione 2.6.5. La costante di Eulero v & circa 0.577216. . ..

Osservazione 2.6.6. Si ha
1
¢'(s) =—m+c1+2c2(s—1)+--- :

Lemma 2.6.7. In qualche disco con centro in s = 1, st ha l’espressione in
serie di potenze

dls) _ 1

(s)  s—1

Dimostrazione. Si noti che ((s) e della forma g¢(s)/(s — 1), dove g(s) e
differenziabile e e non nulla in 1. Segue che

1 1 ! ! 1
R B R O
¢(s) 9(s) C(s)  g(s) s—1
(in cui 1/g(s) & ben definita e differenziabile in 1). Allora ¢'(s)/{(s) &
esprimibile in serie di potenze (in qualche disco con centro 1), cioe

¢(s) _ 1

OIS RACRAC I R

I prodotto di questa serie per ((s) deve essere uguale a (’(s)

+y+ta(s—1)+--

2.6.2 Stime

Concluderemo questa sezione con delle stime di |¢’| e di 1/|¢] in funzione di
t (piu precisamente di Int) che ci serviranno nel teorema dei numeri primi.

Lemma 2.6.8. Quando o >1et > 2, si ha
|C(o+it) <Int+4
Dimostrazione. Dal Teorema 2.6.3 sappiamo che

1 Nl—s

¢(s) = E_{—sfl—l_rN(s)

con

|s] t\ 1
Stanoo >1et>2,e N =[t] (quindi N <t <N +1). Allora
Yo
>

n=1

N
1
gZ—glnN+1glnt+1,
n:ln
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2.6. Estensione della funzione zeta a Res > 0

Nl—s 1
< - poiché |s — 1| > t,
s—1 t
1+t 2+ N
Irn(s)] < % < JJFV <2  poiché N > 2.

. e 3
Sommando questi termini si trova |((s)| < Int + 3.

Lemma 2.6.9. Per N > 2, si ha

Dimostrazione. Sia f(z) = (Inz)/x, allora f'(z) = (1 — Inz)/z? < 0 per
x > e. Quindi f(x) & decrescente per = > e, e quindi utilizzando il Teorema
1.4.1 si trova

N N
Inn Inx 1 1
§j7< —dr==(InN)? - =(In3)2.
- _/3 . T 2(n ) 2(n)

n=4

Aggiungendo i termini mancanti e considerando che In1 = 0, e che (facendo
il calcolo esplicitamente) (In2)/2 + (In3)/3 — (In3)%?/3 < 1/8, si ottiene
I’enunciato.

O

Lemma 2.6.10. Peroc > 1,t > 2, si ha
1
I (o +it)| < 5 (It + 3)?

Dimostrazione. Differenziando ( e rn nel Teorema 2.6.3 si trova

N
Inn NMSInN N1-s
/ _ _ _
Cls) = Z:nS s—1 (s —1)2

— I1(s) + sla(s),

n=1

dove
B ®© x — [z] B ®(x—[z])Inx
Il(S) = /]V de € IQ(S) —[V Tdm

Stimiamo ora queste quantita, per farlo ricordiamo che ¢ > 1 e t > 2, sia
N = [t], utilizziamo il Lemma 2.6.9 e consideriamo che Inz/x ha massimo
1/e<1/2ine.
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2.6. Estensione della funzione zeta a Res > 0

NI=sInN InN Int 1
< < — < =
s—1 -t Tt 2
N1=s - 1 - 1
(s—1)2| — 2~ 4
> 1 1
|I1|§/ =<3
Il < * Inz _lnN 1
|2’ xo’+1 N O-QNU

quindi

t\ InN+1 1+t
|312]§<1+> P < N 1) <20t +1)
g g

dove si € considerato che t +1 < N + 2 < 2N. Sommando tutti questi
termini si ha

1
(Int)* +2Int +4 < 5(1nt+3)2.

M\P—‘

IC(s)l <
O

Osservazzone 2.6.11. Nel teorema finale useremo come maggiorazione 3 Lint+
5)% > 5 Lnt +3)2.

Con il prodotto di Eulero (2.1) abbiamo visto che si ha ((s) # 0 quando
Res > 1, ora vogliamo dimostrare che ((s) # 0 quando Res = 1 in modo
che la funzione (’(s)/{(s) esista. Inoltre vogliamo anche dare una stima di
1/]¢(s)| in funzione di t, che ci servira nel teorema finale (i primi due sono
dei lemmi tecnici che servono per dimostrare il quarto che e la stima che ci
servira).

Lemma 2.6.12. Supponiamo che a(n) > 0 per ogni n e che la serie di
Dirichlet Y2 a(n)/n® converga a f(s) quando Res > 0. Allora per o > og
st ha

3f(c) +4Re f(o +it) + Re f(o + 2it) > 0
Dimostrazione. Si ha

3f(o) +4f(c+it) + f(o + 2it) :Za(n 3+4—it_|_n—2it).

n=1

nO’

Ma Re(3 + 47 4 n_%t) =3+ 4cosb, + cos26,, dove cosf, = tlnn. Per
concludere si osservi che, per ogni 6,

3+4cosf+cos20 =2 +4cosf+2cos?0 = 2(1 4 cosh) >0
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2.6. Estensione della funzione zeta a Res > 0

Lemma 2.6.13. Per ogni o > 1 e per ogni t, si ha

C(@)°1¢(o +at)[*|¢(o + 2it)| = 1.

Dimostrazione. Si osservi che, dal Teorema 2.5.2, sappiamo che per Res >
1 possiamo scrivere In¢ nella forma Y 7, a(n)/n®, con a(n) < 0, inoltre
Relnz = In|z|. Allora applicando il Lemma 2.6.12 a In((s), si ottiene

I’enunciato.

Lemma 2.6.14. Supponiamo che, per ogni o > 1 et > tg, si abbia
|C(o + 2it)| < My(t) = M, e | (o +it)] < Ma(t) = Mo

dove My,Ms > 1. Allora, per tali o e t, si ha

1

Tl < 2° My (t) Mo (t)3.

In particolare, per o > 1,t > 2, si ha

1
< A4(Int+5)T
o) < it
Dimostrazione. Dal Teorema 2.1.5 e dal Lemma 2.4.3

1 o

ROl <((o) <

oc—1

O

si ha 1/|¢(s)] < 5 per ¢ > 5/4, quindi 'enunciato & valido per ogni ¢t > 1.
Dunque prendiamo o < 5/4, si osservi che 5/4 < 2Y/2 e quindi ((0) <

21/3 /(0 —1). Da questa stima e dal Lemma 2.6.13 si ha,

oo+ i) > 1
cioe 3/4
o+l = 1(0)  dove  fl) = /;;11/4 -

Definiamo ora 1 come
f(n) =2Mz(n—1),

quindin —1= Supponiamo che 1 < ¢ < n e consideriamo che

L
25 M1 My -

n
C(n+it) — (o +it) = / C(x +it) dx,
allora si ha

¢ +it) — C(o +it)| = Ma(n — o) < Ma(n—1).
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2.7. Alcuni integrali complessi

Da quest’ultima, poiché |((n + it)| > f(n) = 2Ma(n — 1), segue che

1
)| > M- —1)= ———.
Se invece n < o < 5/4, si ha
. 1
IC(o +it)| > f(o) > f(n) = SOTAYER

Utilizzando i lemmi 2.6.8 e 2.6.10, possiamo prendere M; = In2t+4 < Int+5
e My = %(lnt + 3)? e si dimostra la seconda parte del teorema

O

2.7 Alcuni integrali complessi

Teorema 2.7.1. (teorema integrale di Cauchy) Sia U un sottoinsieme aper-
to e semplicemente connesso di C, sia inoltre f : U — C una funzione
olomorfa, e sia v un cammino chiuso in U. Allora si ha

/7 £(z)dz = 0.

Teorema 2.7.2. (formula integrale di Cauchy) Sia U un sottoinsieme aper-
to e semplicemente connesso di C, sia inoltre f : U — C una funzione olo-
morfa, e il disco chiuso D sia completamente contenuto in U. Allora se vy é
il bordo del disco, per ogni a contenuto nell’interno del disco si ha:

a :L &dz
f(a) L

211 z—a
" n! f(z
fa) = 2m[¥ (2 —(a))n-‘rl dz

Le dimostrazioni dei teoremi (2.7.1) e (2.7.2) possono essere trovate in [Ahlf]
(capitolo IV).

Notazione 2.7.3.

(i) BE(z) = {

1 sex>1
0 sexr<1

(ii) fccjigo f(s)ds = ch f(s)ds
Lemma 2.7.4. Sex >0 e c> 0, allora

1 S
— :E—dS:E(:L")ln:c.
2mi Jp, s?
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2.7. Alcuni integrali complessi

Dimostrazione.Sia C' il cerchio di centro l'origine e raggio R > c¢. Prendiamo
la retta Re s = ¢, che incontra il cerchio in ¢ + itp, e sia Ly il segmento da
c—tp a c+itr. Chiamiamo inoltre C4 la parte del cerchio a destra della retta
e (5 quella a sinistra. Per ogni percorso I' nel piano complesso scriviamo

1 x®
I(T)=— ——ds.
(L) 27 Jp, s(s —1) s
Ora prendiamo z® = e® = ¢ si ha
s e 1 1

e questa serie € uniformemente convergente per gni insieme della forma r; <
|s| < ro. Quindi la serie puo essere integrata termine a termine su vy =
Lr UC(CY, che & un percorso chiuso intorno al punto 0. Usando la formula di

Cauchy del Teorema 2.7.2, troviamo che
1 1 1 1 1 1
—— *QdS:O, ,/d8217 /ndSZ
21 48 21 ~ S 2T 5 S

quindi si ha
I(LR U Ol) =\

Consideriamo ora che |z°| = 2. Se x <1 e s € C}, si ha che |z°] < 2 e
quindi |2%/s%| < 2¢/R? (poiché |s| = R), allora si ha

c

1 =€ z
< - .
I1(C)) < o T2 27R 7
che tende a 0 se R — oo. Quindi si ha
I(Lg) = A=Inx quando T — 00

Quindi abbiamo dimostrato 'enunciato per x < 1, ora per dimostrarlo per
0 < z < 1 usiamo I(Cy U Lg). In questo caso non ci sono poli all’interno
del percorso, quindi per il Teorema 2.7.1 I'integrale € nullo. Questa volta
si ha che se s € (9, ¢ < ¢ ma poiché 0 < & < 1 troviamo nuovamente che
|x¥| = 2% < ¢ e ripetendo il ragionamento di prima si trova che I(Cy) — 0
per R — oo e quindi anche I(Lg) — 0 (per R — 00).

O

Lemma 2.7.5. Sex >0 ec> 1, allora

1 s

9 . mds = E(z)(z —1).

33



2.7. Alcuni integrali complessi

Dimostrazione. E simile alla dimostrazione del Lemma 2.7.4. La differenza &
che per dimostrare che l'integrale lungo C7 e Cs tende a 0 si usa la condizione
|s(s —1)| < R(R —1). Per calcolare I(Cy U Lp) si osservi che

S S

x oz
s(s—1) s—1

e
B

e utilizzando la formula di Cauchy del Teorema 2.7.2 si trova che I(Cy U
Lr)=2'—20=2-1.

O

Lemma 2.7.6. Supponiamo che la serie di Dirichlet Y 7, a(n)/n® sia
assolutamente convergente per Res > 1, con somma f(s). Sia A(x) =
> <z @(n). Allora, per ¢ >1 ex > 1, si ha

1 zo ! 11
I . sG=1) 1)f(s) ds = né;a(n) <n — x> .
Dimostrazione. Sia x°f(s) = G(s) + H(s), dove
G(s) =3 aln) (%) e H(s)=Y (%)

Allora, usando il Lemma 2.7.5, si ha

1 G(s) B 1 1 AN
27i L. S(s—=1) ds = Za(n)% . S(s—1) (ﬁ) ds

n<x
x
=3 atn) (7 -1)
n<x
poiché per n <z, E (%) =1. Siaora Y, . |a(n)|(z/n)® convergente ad un

certo M. Pern >z eRes > ¢, siha|(x/n)*| < (z/n)¢, e quindi |H(s)| < M.
Ripetiamo ora il ragionamento fatto nella dimostrazione del Lemma 2.7.4,

Sla I
/ (5) o
CQULR S(S - ]‘)

Poiché H(s) ¢ differenziabile per Res > 1, questo integrale ¢ uguale a zero
per il Teorema 2.7.1. E vediamo che il contributo di Cs tende a zero quando
R — oo. Quindi

1 H(s)

— [ ——=ds=0.
2mi Jp, s(s —1) s=0

Per concludere la dimostrazione bisogna dividere tutto per x.

34



2.7. Alcuni integrali complessi

Osservazione 2.7.7. Usando la formula di Abel del Corollario 1.3.3 possiamo
riscrivere la formula trovata nel Lemma 2.7.6 come

" Aly)
/1 " dy.

Lemma 2.7.8. (Lemma di Riemann-Lebesgue) Sia ¢ una funzione a valori
complessi suR con derivata continua e tale che ffooo |p(t)| dt sia convergente.
Sia F(\) = [*°_ eMg(t)dt (con A € R). Allora si ha che F(\) — 0 quando

e
— 00
A — 00.

Dimostrazione. Prendiamo ¢ > 0, allora esiste T' tale che [ [¢(z)|dt < e
(e anche per (—oo, —T1). Per ogni A si ha

/00 eMo(t) dt‘ <e.

T

Ora, |¢(z)| & limitata su [T, T] (per la continuita della derivata), diciamo
da M. Sia

T
P = [ Mo

=T

integrando per parti troviamo

_ 1 i 1 T ! 2N
Pr) = 5™ = o)y [ Moo a
e quindi si ha
1 2MT
FrO)] < 16D +[o(-T)] + 255

Quindi FrA — 0 quando A — oo, e per A sufficientemente grande si ha
|Fr(A)| < e. Se aggiungiamo i contributi per gli intervalli [T, 00) e (—o0, —T]
troviamo che |F'(\)| < 3¢ per tali .

O
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Capitolo 3

Il teorema dei numeri primi

Sia 7(x) la funzione che conta il numero di numeri primi minori di z. Allora
si ha che, per z — oo,

1 T x

m(w) ~ liz) 5 Int Inz lnzx-—-1

3.1 Lemma fondamentale

Teorema 3.1.1. Supponiamo che f sia una funzione complessa, differen-
ziabile su una regione che comprende Res > 1, eccetto al pit nel punto 1.
Supponiamo inoltre che:

(I) la serie > o7, % converga assolutamente a f(s) quando Res > 1;
(1) f(s) = 27 +ao+ (s — 1)h(s), dove h ¢ differenziabile in 1;
(III) esista una funzione P(t) tale che |f(o £ it)| < P(t) quando o > 1 e

o0

t>tg (dovety>1), e [ % dt & convergente. Allora

*© A(x) — ax 4
————dz converge a ap — a.
1 x

Dimostrazione. Scriviamo ¢(s) = h(s)/s, sia h(s) che ¢(s) sono differenzia-

bili in tutti i punti con Res > 1. Usando l'identita ﬁ = o1 1, si
ha ’ Y

(s = Dh(s) = f(s) = == — a0 = f(s) a5 —d
dove o = ap — .. Quindi si ha
_fls e
¢(s) = s(s—1) (s—1)2 s(s—1) (3-1)
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3.1. Lemma fondamentale

Per ogni s = o + it con o > 1 e [t| > 1o, si ha |s(s — 1)¢(s)| < Pi(t), dove
Pyi(t) = P(t) + |a| + |ag|. Per tali s si ha che |s(s — 1)| > t? e quindi
Pi(t)

t2

#(s)] <

Inoltre [°[P(t)/t*]dt & convergente.
Ora definiamo, per z > 1 e ¢ < 1,

(3.2)

I(z,c) =

1 s—1
— d
Per ogni ¢ > 1 usando prima (3.1) e poi il Lemma 2.7.6 nel primo addendo,
il Lemma 2.7.4 nel secondo e il Lemma 2.7.5 nel terzo, si trova:

1 51 a 51
1 =— —_— ds — — —_d
(z,¢) 270 /Lc s(s — 1)f(s) * 7 o /Lc (s —1)2 °

O/ l.sfl

Yt as=
omi J, s(s—1) "

TA 1
:/ (g)dy—alnx—o/<1—>:
1Y z

1 Yy €x

Dimostriamo ora che questo ¢ indipendente da ¢ > 1, cioe I(z,c) = I(x,1)
per ¢ > 1. Sia

I(z,c) = /00 g(c,t)dt

—o0
dove g(c,t) = 2" 1T%p(c + it). Prendiamo ora € > 0, allora esiste T < tg
tale che o p (1
/ 15 Vit <.
T t

Quindi dalla (3.2) e dal fatto che se 1 < ¢ < 2 si ha |2¢7 1| = 271 <z, si
ha

/ lg(e,t)]dt < ze.
T

Una simile stima si puo fare per 'integrale tra (—oo,—T'). Infine conside-
riamo che g(c,t) & continua nel rettangolo chiuso 1 < ¢ <2, -T <t < T,
allora ¢ uniformemente continua. Quindi se ¢ ¢ abbastaza vicino a 1 si ha
che |g(c,t) — g(1,t)| < e/2T per ogni t € [T, T). Per tale c si trova

T T
’/ gle,t)dt —/ g(1,t) dt‘ <e.
-7 -7

Insieme alle precedenti stime ottenute per (—oo, —T] e [T, 00) troviamo che

[I(z,c) — I(x,1)] <e(l+2x).
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3.1. Lemma fondamentale

Poiché I(z,c) ¢ indipendente da ¢ > 1 questo mostra che I(x,c) = I(x,1)
allora sia s = 1 4 it, si ha

T[> I
I(x,l):/ x”qﬁ(l—kit)dt:%/ M1+ it) dt

27 J_

dove A = Inz. Dalla (3.2) sappiamo inoltre che [*_[¢(1 + it)| dt & conver-
gente. Allora dal (2.7.8) segue che I(z,1) — 0 quando x — oo e quindi,
dalla (3.3), che

x A _
/ M dy — o quando T — 00.
1 )

O

Lemma 3.1.2. Supponiamo che A sia una funzione a valori reali su [1,00)
tale che .
T)—x
/ ( )2 s
1 x
sia convergente. Inoltre supponiamo che A sia crescente e non negativa.
allora:

Alz)

X

—1 quando T — 00.

Dimostrazione. Si osservi che vogliamo dimostrare che z(6 — 1) < A(z) <
x(6 + 1) per z sufficientemente grande. Sia 0 < 6 < 1/2. La convergenza
dell'integrale [;° A("Ez; % dx implica che, per ogni §; > 0 esiste R tale che,

quando R < xg < x1 si abbia

T A(z) —x
/x T @

0

< 47.

Supponiamo (per assurdo) che per qualche oy > R si abbia A(x¢) > (140)xo,
poiché A(x) ¢ crescente A(x) > (149)xo per ogni x > x. Sia x1 = (149)xo.

Allora
/ (x)2$da:>(1+5)xo/ 2da;—/ = do =
. x T x

0 ) o
( 1 1 ) T
=z ———)-In= =
o X1 o
=6 — In(1+9).

Prendiamo ora 6; = 0 — In(1 + §). Allora 6; > 0, si ottiene dalla serie
per In(1 + z) che 6; > %52 . Quindi, se R corrisponde a d1, questo € in
contraddizione con quanto detto precedentemente e percio A(x) < (14 d)z
per x > R.
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3.2. Dimostrazione del teorema dei numeri primi

Allo stesso modo, se supponiamo (sempre per assurdo) che per qualche xg >
2R si abbia A(zg) < (1 —0)xg, e prendiamo zo = (1 —d)xg < xo (si noti che
x2 > R e che A(z) < A(zo) < (1 — 6)xg per ogni x < xg), si ha

/ (33)2$da;<(1—5)x0/ 2da:—/ —dzr =
To z z9 L To

( 1 1 ) Zo
=xy| —— — In— =
T2 i) X9
=4+ In(1 —9).

Poniamo dy = —9 — In(1 — 9) (si osservi che d3 > 0 (si ottiene dalla serie per
In(1—z) che 6; > %52) se R corrisponde a J5 si ha fx; A(z)z L dr < —dy che
¢ in contraddizione con quanto detto inizialmente e percio A(z) > (1 — d)x

per x > R.
(]

Osservazione 3.1.3. Le serie logaritmiche usate nella dimostrazione del Lem-
ma 3.1.2 sono

n+1 n

n(l+ ) i e In(1 — ) Z—

n=1

per || <1

3.2 Dimostrazione del teorema dei numeri primi

Ricordiamo ancora che lo scopo di questa tesi € dimostrare che:

m(x) ~ li(z) ~

x x
e~ Il quando T — 0.

Sappiamo che, se ¥(z)/xz — 1 per x — oo, usando il Teorema 1.7.7 si trova
che O(z)/x — 1 quando x — oco. Con questo, applicando il Teorema 1.6.13,
m(x) ~ li(x) & dimostrato. Mentre & stato precedentemente dimostrato
(Osservazione 1.6.7) che li(z) ~ z/Inx ~ x/In — 1. Quindi ora non resta
che dimostrare che

()

X

—1 quando T — 00,

Per farlo prendiamo

¢'(s)

6 =~5

a(n) =A(n) e Ax)=)» Aln)=

n<x

mostreremo che sono rispettate le condizioni (I),(II) e (I1I) del Teorema
3.1.1, questo, con il fatto che ¥ (x) & crescente e non negativa, soddisfa le
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3.2. Dimostrazione del teorema dei numeri primi

ipotesi del Lemma 3.1.2 e quindi la dimostrazione & conclusa. Per il Teorema
2.5.3, sappiamo che

) &AW
f(S) - C(S) nzzjl ns

Mentre per il Lemma 2.6.7

1

Fls) = —= =7+ (s = Dh(s),

quindi condizioni (I) e (IT) sono soddisfatte. Per quel che riguarda la (I17),
considerando i lemmi 2.6.14 e 2.6.10, si ha che | f (o £it)| < 2(Int+5)° = P(t)
quando o > 1 e ¢t < 2. L’integrale floo P(t)/t? & convergente come richiesto.

O
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