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Introduzione

Questa tesi si propone di presentare le definizioni e i risultati principali
della teoria degli spazi di coomologia di de Rham per le varieta differenziabili,
e di dare la dimostrazione del Teorema di decomposizione di Hodge.

Nel caso particolare in cui U sia un sottoinsieme aperto di R", si dice p-esimo
gruppo di coomologia di de Rham di U lo spazio vettoriale quoziente

oo Ker(d:QPU) — QPrL(U)
H'U) = Fta o 10) = o)

Numerosi sono gli strumenti necessari alla comprensione di questa definizione,
e fondamentali sono anche le sue applicazioni nello studio delle varieta. In
particolare infatti abbiamo che i gruppi di coomologia sono degli invarianti

topologici.

La tesi & suddivisa in due parti.
Nella prima parte, costituita dai primi 6 capitoli, viene studiata la coomolo-
gia di de Rham per generici aperti dello spazio Euclideo R™.
Nei primi due capitoli si parlera quindi di forme differenziali e del prodot-
to esterno, sino ad arrivare allo studio della struttura algebrica dell’insieme
delle forme, alle forme chiuse e a quelle esatte.
Dopo aver dato la definizione degli spazi di coomologia nel caso di aperti di
R"™, si passera, nei capitoli 3 e 4, alla definizione e alle proprieta dei complessi
di catene, delle sequenze e delle applicazioni tra complessi, e alla sequenza di
Mayer-Vietoris, tecnica quest’ultima che ci permettera di esprimere i gruppi
di coomologia dell’'unione di aperti in funzione di spazi pitu semplici, fonda-
mentale per la semplificazione dei calcoli.
Nella seconda parte della tesi la definizione di coomologia di de Rham viene

estesa al caso delle varietd differenziabili.



Nel capitolo 7 quindi, dopo un’introduzione su concetti noti quali lo spazio
tangente, l'applicazione tangente e i campi vettoriali, saranno definite le
forme differenziali su varieta, 'orientazione, la metrica Riemanniana, e verra
in particolare enunciato il Teorema degli intorni tubolari (teorema 22), utile
per la dimostrazione di alcune importanti proprieta per gli spazi di coomolo-
gia su varieta.

Nel capitolo 8 verranno introdotti gli strumenti principali dell’integrazione
su varietd: sara definito l'operatore integrale sullo spazio vettoriale delle
forme differenziali su una data varieta, o su un qualunque suo sottoinsieme,
e seguira l’enunciato del Teorema di Stokes (teorema 23), presentato assieme
ad alcune applicazioni al calcolo degli spazi di coomologia.

L’ultimo capitolo é dedicato alla dimostrazione del Teorema di decompo-

sizione di Hodge:

Teorema. Per ogni intero p, 0 < p < n , HP é uno spazio a dimensione
finita. Inoltre per lo spazio QP(M) delle p—forme lisce su M wvalgono le

seguenti decomposizioni in somma diretta:

QP(M) = AQP)a@ HP
= d§(P) @ §d(OP) & HP
= d@ Hesrth) e HP.

Di conseguenza, l’equazione Aw = o ammette soluzione w € QP (M) se e solo

se la p—forma o € ortogonale allo spazio delle p—forme armoniche.

Per la comprensione di tale teorema e della sua dimostrazione sara nec-
essario introdurre la definizione dell’operatore di Laplace-Beltrami e alcune
sue proprietd, la definizione di forma armonica, e alcuni risultati che si in-
scrivono in un pit ampio studio sulle condizioni necessarie e sufficienti per
Iesistenza di soluzioni di equazioni della forma Aw = «, quali ad esempio la
definizione di soluzione debole, e il Teorema di regolarita.

Chiuderemo 1'ultimo capitolo con alcune importanti proprieta degli spazi di

coomologia, conseguenza diretta del teorema di Hodge.
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Capitolo 1

L’algebra Alternante

Sia V uno spazio vettoriale su R. Un’applicazione

f:VxVx...xV—=>R
k volte

¢ detta k-lineare (o multilineare) se f ¢ lineare in ogni fattore.

Definizione 1. Un’applicazione k-lineare w: V¥ — R ¢ detta alternante se
w(éi,...,&) = 0 ogni volta che & = &; per una qualche coppia (i,7), con
1 # j. Lo spazio vettoriale delle applicazioni k-lineari alternanti ¢ indicato

con AltF(V).

Si nota immediatamente che Alt*(V) = 0 se k > dimV. Infatti, data
e1,...,en base di V, e data w € AltF(V), utilizzando la multilinearita abbiamo

che:

w(fla v 7§n) = (/J(Z )\i,leiy SER) Z Ai,k’&l) = Z )\JOJ(ejl, SRR ejk)

con \j = Aj; 1+ Aj, k- Dato che k > n, deve necessariamente esserci una

ripetizione tra gli elementi e;,...,e;. Quindi w(ej,,... e ) =0

Lemma 1. Se w € Alth(V) e o € S(k), allora

w(50(1)7 s aga(k)) = sign(a)w(fl, s agk’)

dove S(k) denota il gruppo simmetrico di permutazions dell’insieme {1,... k}



Dimostrazione. E sufficiente provare il risultato nel caso in cui ¢ sia una
trasposizione, cioé o = (i,j), il caso generale segue dal fatto che il gruppo

simmetrico & generato dalle trasposizioni. Sia

Wi,j(g’gl) :W(Ela"'aga"wg,w"afk’)a

con £ e ¢ rispettivamente in corrispondenza degli indici 7 e j, e i rimanenti
¢, arbitrari ma fissati. Dalla definizione segue che w; ; € Alt?(V). Possiamo
quindi scrivere w; (& + &5,& + &) = 0 e, per la bilinearita, w; ;(&,&5) =
—wi (&5, &i)-

O

Esempio 1. Sia V = RF ¢ & = (&1,...,&1). La funzione w(&y,..., &) =
det((&i5)) é un’applicazione alternante, per le regole del calcolo del determi-

nante di matrici.

Vogliamo ora definire un’applicazione

Az AltP(V) x AltY(V) — ALt (v),

che chiameremo prodotto esterno, tale che nel caso particolare in cui p = q =

1 valga 'uguaglianza

(w1 Awa)(&1,&2) = wi(&1)wa(&2) — wa(&1)wi(62)

Definizione 2. Un (p, q)-shuffle o é una permutazione di {1,...,p+q} tale
che

cl)<...<o(p) e op+1l)<...<o(p+q).

L’insieme di tali permutazioni ¢ denotato con S(p,q). Notiamo che ciascuna
di queste permutazioni é univocamente determinata dall’insieme {o(1)...0(p)},

e quindi che la cardinalita di S(p,q) é esattamente (p;q),

Definizione 3 (Prodotto esterno). Date wy € AltP(V) e wy € Alt4(V),

defintamo

(w1 Aw2)(§1,- -5 Eptq)

= Z sign(a)wl (50(1)7 s >§U(p)) : wQ(&U(p+1)v s 7€U(p+q))'

o€S(p,q)



Segue dalla definizione che w1 Awsy € un’applicazione (p + q)-lineare, e si

hanno inoltre 1 sequent: risultati:
Lemma 2. Se wy € AltP(V) e wy € AltY(V) allora wy Awy € AltPT(V).

Dimostrazione. Dimostriamo che (w1 A wg) (&1, ..., E&p+q) = 0 nel caso in cui

& = &. Poniamo

(i) Si2={0€S(p,q) | oc(1)=10(p+1) =2}
(ii)) So1={0 € S(p,q) | o(1) =2,0(p+1) =1}

(iii) So = S(p,q) — (S12U Sa1).

Se o € Sp allora uno tra wi1(§s(1), -+ &a(p)) € W2(Eo(pri)s - - s Ea(prq)) €
nullo in quanto o capita che §,(1) = {5(2), Oppure necessariamente &,(, 1) =
§o(pt2)- La composizione a sinistra con la trasposizione 7 = (1,2) & una
bigezione S19 — So;.

Abbiamo quindi, eliminando tutti i termini che risultano essere nulli, che

(wl A w2)(€17 521 s 7£p+q)

= > sign(o)wi (o) - o)) w2 Eoprt)s - - Eolpra))

0€S12
= sign(o)wi (o), - s Ero)w2Eropi)s - - Erotpra))-
0€S12
Dato che (1) =1 e o(p+ 1) = 2, mentre 70(1) =2 e 7o(p+1) =1,
notiamo che 70(i) = o (i) ogni volta che i ¢ {1,p+1}. Ma per ipotesi & = &2
e i due termini presenti nella somma coincidono, annullandosi a vicenda. Il
caso & = &1 € simile. La tesi € quindi dimostrata grazie al lemma che

segue. O

Lemma 3. Un’applicazione k—lineare w ¢ alternante se w(&y,...,&) = 0

per ogni k—upla con & = &1 per qualche 1 < i <k — 1.

Dimostrazione. S(k) ¢ generata dall’insieme delle trasposizioni del tipo

(i,1+ 1) e, grazie al lemma 1, possiamo scrivere

W(fla s 7§i7£i+17 e 75/6) = 7(")(51’ e 7£’i+1a€i; ... agk‘)

Quindi il lemma 1 vale per ogni possibile o0 € S(k), e w ¢ alternante. [J



Alcune semplici proprieta del prodotto esterno derivano direttamente dal-

la definizione, come ad esempio:

(wl ‘l—Wi)/\WQ = w1 N\ wa +wi/\w2
()\wl) N wy = )\(wl /\(.L)z) = w1 A Aws

wi A (wa +wh) = wi Aws + wy A wh
per wi,w) € AltP(V) e wa,w) € Alt4(V).
Lemma 4. Sew; € AltP(V) ewy € Alt1(V), allora wi Away = (—1)Plwy Aws.
Dimostrazione. Sia 7 € S(p + ¢) l’elemento con

1) = p+1, 72)=p+2,...,7(q) = p+q
m(q+1) = 1, 7(¢+2)=2,..., 7(p+q) = p.

Il segno di 7 & (—1)9). La composizione con 7 definisce una bigezione

Lie

S(p,q) S(q,p); o—ocoT.

Notiamo che

w2 (607(1)7 s )gaT(q)) = w2 (ga(p—&—l)a s 7£U(p+q))
W1 (50‘7‘((]-‘1—1)? s 7‘507'(p+q)) = w2(§a(1)7 s 750(1)))

e quindi

w9 /\wl(&, cee ,§p+q)

= Z Sign(U)WZ(é-a(l)a R aga(q))wl (fa(q—i—l)a R véa(p—s—q))

a€S(q,p)

= Z Sign(O-T)WQ(EUT(l)a s 7507’(q))w1 (gm'(q—f—l)a s 7£UT(p+q))
o€S(p.q)

= (_1)pq Z Sign(a—)wl (50(1)7 s 7&0(p))w2(£(7(p+1)7 s 7§U(p+q))

o€S(p.q)

= (—1)Pwi Awa(&r, .- Eptq)-



Lemma 5. Se wy € AltP(V), wy € Alt?(V), e wg € Alt"(V) allora
w1 A (UJQ VAN (,Ug) = (w1 AN UJQ) N w3.

Dimostrazione. Chiamiamo S(p, q,r) il sottoinsieme di S(p+¢q-+r) costituito
da tutte le permutazioni o tali che

o(l) < <a(p),
olp+1) < <oa(p+q),
olp+qg+1)< <olp+q+r).

Definiamo inoltre i sottoinsiemi S(p, q,7) e S(p,q,7) di S(p, q,r) dati da

o€ S(pq,r)
o€ S(p,q,7)

< o eélidentitasu {1,...,p} eo € S(p,q,7)
< oelidentitasu {p+qg+1,...,p+q+r}eoceSpq,r).

Sono definite le seguenti bigezioni

(p,q,7); (o,7) =007

(p,q,7);

LR e
»n O

Sp,q+1) xS, q,7)
S(p+gq,7) x S(p,q,T) (0,7) > 0ooT.

e con queste notazioni abbiamo

[wi A (w2 Aw3)] (€15 Eptgtr)

= Z sign(o)wi (&1, - - - 7§U(p)>(w2 A w3)(§o‘(p+l)7 e 7£o(p+q+r)>
o€S(p.qg+r)
= Z sign(a) Z Sign(T)wl (50(1)7 ce 7§U(p))
o€S(p,g+r) res(p,q,r)
w2 (§m(p+1), s 7€O'T(p+1)7 S 7§O'T(p+q))w3 (€07(p+q+1)7 s 750’7’(p+q+7‘))]
= Z [Sign(u)wl (‘Su(l)a s 7§u(p))w2(§u(p+1)a s 7€u(p+q))
u€S(p,q,r)
w3 (gu(p—i—q—&—l)a s agu(p-l—q—‘r’r))]

Allo stesso modo si puo calcolare [(w1 Aw2) Aws](&1, .-, Eprger)- O
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Una R-algebra A consiste in uno spazio vettoriale su R e una mappa
bilineare p: A x A — A associativa, p(a,p(b,c)) = p(p(a,db),c) per ogni
a,b,c € A. L’algebra ¢ detta unitaria se esiste un elemento neutro per u,

ovvero tale per cui u(1,a) = p(a, 1) = a per qualunque a € A.

Definizione 4. 1. Una R-algebra graduata A, é una sequenza di spazi
vettoriali Ag, k = 0,1, ... e applicazioni bilineari e associative
pe Ag X Ay — Ag

2. L’algebra A, ¢ detta connessa se esiste un elemento neutro 1 € Ag e

se € : R — Ay, data da e(7) =7 -1, & un isomorfismo.

3. L’algebra A, ¢ della anticommutativa se p(a,b) = (—1)(b,a) per
ac€ A, ebe A

Gli elementi in Ay, si dicono di grado k. L’insieme Alt*(V) ¢ uno spazio

vettoriale su R con le operazioni

(w1+w2)(§15'-~a£/€) = wl(glv'-wgk})+w2(61""7£k)
(Aw)(€r, -3 8k) = M€, &), AER

1l prodotto esterno che abbiamo definito ¢ un’applicazione bilineare da
AltP(V) x Alt4(V) a AltPT4(V). Poniamo AltY = R ed estendiamo la
definizione di prodotto anche ad insiemi del tipo Alt°(V) x AltP(V) uti-
lizzando lao struttura di spazio vettoriale. Le proprieta formali delle forme

alternanti possono quindi essere riassunte nel sequente teorema:
Teorema 1. Alt*(V') é un’algebra anticommutativa e connessa.
Alt*(V') é chiamata algebra esterna o alternante associata a V.

Lemma 6. Date le 1-forme wy ...,w, € Alt'(V),

wi(é1) wi(§2) ... wi(ép)
wa(81) wa(&2) ... wal&p)

(Wi Ao Awp) (&, .o, &p) = det

wp(81) wp(§2) - wp(&p)

Dimostrazione. 1l caso p = 2 & immediato. Per il caso generale procediamo

per induzione su p. Dalla definizione di prodotto esterno possiamo scrivere

p
w1 A ((")2 /\wp)(fb cee agp) = Z (_1)j+1w1(§j)(w2 /\Wp)(gl, cee aéj’ s ;gp)

J=1
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dove (&1, ... ,Ej, ...,&p) indica la (p — 1)-upla in cui &; & stato omesso.
L’uguaglianza voluta segue sviluppando il determinante rispetto alla prima

riga. O

Lemma 7. Date le 1-forme wy,...,wp suV, w1 A... Aw, # 0 se e solo se

sono linearmente indipendends.

Dimostrazione. Nel caso in cui le forme siano linearmente indipendenti, il
fatto che w1 A ... Awp, # 0 discende direttamente dal lemma 6. Notiamo
inoltre che in questo caso possiamo scegliere degli elementi & € V, tali che
wi(&5) = 51‘7, in modo tale che det(w;(§;)) = 1.

Viceversa, se w1, . ..,wp sono linearmente dipendenti, possiamo scrivere una
di queste, poniamo wy,, come combinazione lineare delle altre.

-1
Se wp, = Y P~ riw;, allora

p—1
w1 AL ANwp /\wp:ZriwlA.../\wp_1/\w¢:0.
i=1

in quanto il determinante del lemma 6 ha due righe uguali.

O
Teorema 2. Siaey,...,e, unabase diV, €1,..., ¢, la base duale in Alt' (V).
Allora
{60(1) VANPIAN 6U(P)}U€S(p,nfp)
¢ una base di AltP(V'). In particolare dim AltP(V) = (di’;lv).

Dimostrazione. Dato che €;.;) = 0 per i # j, e €i(e;) = 1, il lemma 6 ci da

0 se {i1,...,ip} # {j1,. ... Jp}

e N...N€ (e ey €4 ) =
1 Zp( J1 Jp) {szgn(U) se {il,...,ip}:{jla---vjp}

dove con ¢ indichiamo la permutazione o (ig) = ji.

Ogni p—forma alternante puo quindi essere scritta come
w = Z w(ea(l), RN €U(p))60(1) N Neg(p)
Ues(pvnfp)

Allora €,(1) A ... A €5(p) genera lo spazio vettoriale AltP(V'). L'indipendenza

lineare segue dal fatto che la relazione

Z )\060(1) VAN €o(p) = 0, \d €R
c€S(p,n—p)
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valutata in (€,(1),- - -, € (p)) da Ao = 0.
O

Notiamo che Alt"(V) =2 R se n = dimV e ricordiamo che AltP(V) =
0 se p > n. Una base di Alt"(V) ¢ data da €1 A ... A €,. In particolare
ogni n—forma alternante su R™ é proporzionale alla forma w(&,...,&) =
det((&i5)) definita nell’esempio 1.

Una mappa lineare f:V — W induce una mappa lineare
AltP(f) « AltP(W) — AltP(V)

definita attraverso la relazione AltP(f)(w)(&1,...,&) = w(f(&), .., f(&)).
Per la composizione di applicazioni si ottiene AltP(go f) = AltP(f)o AltP(g),

e AltP(id) = id. Queste due proprieta sono riassunte dicendo che AltP(—) ¢
un funtore controvariante. Se dimV =n e f: V — V ¢é una mappa lineare,

allora

AU (f) : AU™(V) — AU™(V)

¢ un endomorfismo lineare dello spazio vettoriale unidimensionale Alt™(V),

e quindi non € altro che una moltiplicazione per un numero d.



Capitolo 2
Coomologia di de Rham

In questo capitolo indicheremo con U un sottoinsieme aperto di R",
{e1,...,en} la base canonica di R™ e {e1,...,e,} la base duale Alt'(R™).

Definizione 5. Una p-forma differenziale su U é un’applicazione liscia
w:U — AltP(R™). Lo spazio vettoriale di tutte le applicazioni cosi definite

¢ indicato con QP(U).

Se p = 0 allora Alt°(R") = R, e QO(U) coincide con lo spazio vettoriale
delle funzioni lisce su U a valori reali, Q°(U) = C>°(U,R).
La derivata usuale di una mappa liscia w: U — AltP(R™) é indicata con

il simbolo Dw, e il suo valore in x con Dyw. E la mappa lineare
D,w : R" — AltP(R"),

con

(Das)er) = Sl +tei)imo = 5(0)

In AltP(R™) abbiamo la base e; = €;, A ... A€, dove I varia all’interno
dellinsieme delle p—uple del tipo 1 <11 <119 < ... <1ip <M.
Ogni w € QP(U) pud quindi essere scritta nella forma w = > wr(x)er, con
wr(x) funzioni di x € U, lisce e a valori reali.

1l differenziale Dyw é Uapplicazione lineare

Oowr

Dyw(ej) = —
I T 833j

(x)er, j=1,...,n.

La funzione © — Dyw é una mappa liscia da U allo spazio vettoriale delle
applicazioni lineari da R™ ad AltP(R™).

13



Definizione 6. Il differenziale esterno d: QP(U) — QPTY(U) ¢ l'operatore
lineare
pt

dow(&ry. - &pp1) = > (DT Dew(&)(&rr - & i)

=1
dove (€1, &ty Eprn) = (€1 6oty Gty - Epr).

Notiamo che dyw € AItPYL(R™). Infatti, ponendo & = &4 1, si ha

p+1

S (D)D) (s & i)

=1
= (_1)i_1DIw(£i)(£l7 e aéi? o a£p+1)
+(_1)tiw(£i+l)(§la'"7éi+17'"a£p+1) =0.
imn quanto (517 s )éiv s )€p+1) = (515 HE 7g’i+la o a€p+1)-

Esempio 2. Sia z;: U — R la proiezione sulla i—esima coordinata. Allora
dx; € QY(U) ¢ Uapplicazione costante dx;: x — ;.
In generale, per f € QO(U), si vede facilmente che

df = Zaxz Z_Zaasz

e quindi che

0 0
416 = gL @ + .+ e

Lemma 8. Se w(z) = f(z)er allora dgw = dz f Ner.

Dimostrazione. Sappiamo che

Dzw(§> = (sz)(§>61 = <af£1 + ...+ 88;05”> €] = dmf(g)el

e la definizione 6 ci da:
p+1

dxw(gla"wngrl) = Z k ld f gk)el(é.la"'yéka"-7£p+1)

k=1

= [duf Ner](&1, -5 Epta)-

Notiamo inoltre che per e; € AltP(R") si ha

0 sekel
€L Ner =
(—=1)"ey sek¢l

con r determinato dalla condizione i, < k < iyy1 e J = (i1,... 0k, ..., 0p).
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Proposizione 1. Per p > 0 la composizione QP(U) — QPTL(U) — QPF2(U)

é identicamente nulla.
Dimostrazione. Sia w = fer. Allora

0 0
dw:df/\q:—fel/\q—k...—i——fen/\q.

ox1 Oxy,
Dalle proprieta €; A e; = 0 e €; A €j = —¢; A € otteniamo
n
0% f
d*w € N(e; Ne
axiaxj ! ( J I)

0% f 0% f
N Z (altzaxj B 83338331 )el A 6] A o=

O
Il prodotto esterno definito in Alt*(R™) induce un prodotto esterno su
O*(U) attraverso la relazione
(w1 Aw2)(z) = wi(x) Awa(z)
1l prodotto esterno di una p—forma differenziale e una g—forma differenziale
¢ una (p + ¢)-forma differenziale, e quindi rimane definita un’applicazione
bilineare
A QP(U) x QIUU) — QPTUU)
Per una funzione liscia f € C*°(U,R), abbiamo che
(fwl) N wo = f(w1 A UJQ) = w1 A fwo.
Notiamo inoltre che f Aw = fw quando f € Q°(U) e w € QP(U).
Lemma 9. Per w; € QP(U) e wy € QI(U) vale la formula
d(w1 N wg) =dwy Nway + (*1)1)(,01 A dws.

Dimostrazione. K sufficiente dimostrare la formula nel caso in cui wy = fe;

e wo = gey. In questo caso abbiamo che wi A wo = fger A €5, e quindi
dlwi Awa) = d(fg) NerNes
= (d(f)g+ fd(g)) Ner Aes
= d(f)gherNes+ fd(g) Ner Ney
= df NegANgeg+ (=1)Pfer Adg Ney
= dwi; ANwy + (—1)Pwy A dws.
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Riassumendo, abbiamo definito un’algebra anti-commutativa Q*(U) dota-

ta di un differenziale
d: Q- Q. dod=0

di cui abbiamo dimostrato le proprieta principali.

Teorema 3. Esiste uno e un solo operatore lineare d: QP(U) — QPHL(U),
p=20,1,... tale che

() feQU), df = FLer+...+ LLe,
(ii) dod =0,
(lli) d(w1 A wg) = dwyi A\ wy + (—1)pw1 A dws.

Dimostrazione. Sappiamo che esiste un operatore lineare che soddisfa le pro-
prieta elencate, in quanto abbiamo gid definito 'operatore d. Supponiamo
ora per assurdo che d’ sia un altro operatore lineare che soddisfa le proprieta,
(i), (ii) e (iii). La prima proprieta ci dice che d = d’ in Q°(U), e in particolare
che d'x; = dz; per la i—esima proiezione x;: U — R. Segue che d'x; = ¢;, la
funzione costante. Dato che d' o d’ = 0, abbiamo d'¢; = 0. Dalla (iii) segue
quindi che d'e; = 0. Data w = fe; = f Aeg, f € C°(U,R), da (iii) abbiamo
che
dw=dfNe+fANder=dfANe =dw.

Dato che ogni p—forma puo essere scritta come somma di p—forme di questo

tipo, d coincide con d’ sull’intero spazio QP(U), e la tesi ¢ dimostrata. O

Definizione 7. Il p-esimo gruppo di coomologia di de Rham dell’in-

steme U ¢ lo spazio vettoriale quoziente
. 1
HY(U) = Ker(d: Q’:(U) — QP (U))
Im(d: Qr—1(U) — Qr(U))
In particolare HP(U) = 0 per p < 0, e HY(U) ¢ il nucleo di

d: C>®(U,R) — QY(U),

e quindi lo spazio vettoriale delle mappe f € C°°(U,R) con derivate nulle.
Questo ¢ esattamente lo spazio delle funzioni localmente costanti.

Sia ~ la relazione di equivalenza sull’aperto U tale che g1 ~ ¢o se esiste una
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curva continua «: [a,b] — U con a(a) = q1, e a(b) = g2. La partizione di U
costituita dalle sue classi di equivalenza suddivide U in aperti disgiunti detti
componenti connesse di U. Una componente connessa di U € un sottoinsieme
massimale W di U che non puo essere scritto come unione disgiunta di due
sottoinsiemi non vuoti di W (nella topologia indotta di R™).

Un aperto U C R™ ha un insieme di componenti connesse al piti numerabile.

Lemma 10. H°(U) ¢ lo spazio vettoriale delle applicazioni U — R che sono

costanti in ogni componente connessa di U.

Dimostrazione. Una funzione localmente costante f: U — R induce su U una
partizione costituita dagli insiemi disgiunti f='(c), ¢ € R. Di conseguenza
f: U — R & localmente costante esattamente quando & costante in ogni

componente connessa di U. ]

Una conseguenza importante & che dim HY(U) rappresenta precisamente
il numero delle componenti connesse di U.
Gli elementi in QP(U) tali che dw = 0 sono detti p-forme chiuse. Gli elementi
appartenenti allimmagine d(QP~1(U)) C QP(U) sono dette p-forme esatte.
11 p-esimo gruppo di coomologia misura quindi se ogni p-forma chiusa & anche

esatta, e questa condizione ¢ soddisfatta precisamente quando HP(U) = 0.

Una p—forma chiusa w € QP(U) determina una p—classe di coomologia,

che indichiamo con la scrittura
[w] = w + dP~YU) € HP(U)

e [w1] = [wa] se e solo se w; —wy & esatta. In generale lo spazio vettoriale
delle p—forme chiuse e quello delle p—forme esatte sono spazi a dimensione
infinita. Al contrario, HP(U) ha il piu delle volte dimensione finita. Possiamo

definire un prodotto bilineare, associativo e anti-commutativo
HP(U) x HI(U) — HPT(U)

ponendo [wi][ws] = [w1 A wa].
Vogliamo rendere 1’applicazione che ad ogni U associa HP(U) un funtore
controvariante. Data dunque una mappa liscia ¢: Uy — Us tra aperti Uy C

R"™ e Uy C R™, vogliamo definire una mappa lineare

HP(¢) : HP(Uz) — H"(Uh),
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che verifichi le relazioni

HP(¢2 0 ¢1) = HP(¢1) 0 HP(¢2) e HP(id) = id.

Definizione 8. Siano Uy C R" e Us C R™ insiemi aperti, e ¢: Uy —
Us un’applicazione liscia. Il morfismo indotto QP (¢p): QP(Us) — QP(Uy) ¢

definito come:

0P (¢)(w)a = AltP(Dy9) 0 w(9(2)), Q%) W)z = We(a)-

Spesso QP (¢)(w) & anche indicato con la scrittura ¢*. Possiamo scrivere

¢ (W) (€15 -+, &p) = Wo(a) (D2d(&1), - -, D2d(&p),

e, utilizzando la regola della catena D, (¢ 0 ¢) = Dy, (¥) o Dy(¢) per
¢: Uy — Us, ¢: Uy — Us, ¢ facile vedere che

WY og) =)o W(¢), DP(idy) = idorw).-
Inoltre notiamo che QP(i)(w) = w o4, se i: Uy — Uy ¢ l'inclusione, in
quanto Dt = d.

Esempio 3. Per la 1-forma costante ¢; € QY (Us), € € R" e ¢; i—esima

funzione coordinata, abbiamo che:

6 (e)(©) = ei(Du(€)) = & (Z (Z Zﬁ’;gl) k>
k

=1

89251 _ = 8(151
8%[ —1 8xl

€(§) = doi(§).

Posstamo quindi scrivere

n

=35

k=1

Teorema 4. Dalla definizione 8 discendono le relazioni
(i) ¢"(wAT)=9¢"(w) Ad*(T),
(i) ¢*(f) =fo¢ per ogni f € Q(Us),

(iii) do*(w) = ¢"(dw).
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Viceversa se ¢': Q*(Uz) — Q*(Uy) é un operatore lineare che soddisfa le tre

condizioni date, allora necessariamente ¢' = ¢*.

Dimostrazione. Sia x € Uy e siano &1, ..., &p4q vettori di R™. Allora

P (WAT)2(€1, - €prg) = (WA 7') ( 2 P(61)s s Da(9(Eptq)))

- Z sign((f) [wqb(x) (D£¢<fa(1))v e (¢(£a ))ch x)( $¢(£a(p+1))7 R DI¢(§U(p+q)))]

= Z SZgn(U)¢* (w)w(fa(1)7 <. 7§U(p))d)* (T)x(éa(p—i-l)a s 7£J(p+q))
= (" (W)e A D™ (T)2) (€15 - - -5 Eptg)-
Questo dimostra (i) nel caso in cui p > 0 e ¢ > 0. Nel caso in cui
p = 00 ¢ = 0 il procedimento & analogo. La proprieta (ii) consegue in
maniera immediata dalla definizione di ¢* per p = 0. Per la dimostrazione

del punto (iii) iniziamo con il dimostrare che do*(f) = ¢*(df) nel caso in cui
f € Q°(Us). Abbiamo che

con ¢, considerato come I’elemento di Q!'(Us) con valore costante €. Dai

punti (i) e (ii) otteniamo quindi

o) = kigz»* (gfk)w<ek>—i(§£o¢>A<i§Zq>

b
Il
—

Nel caso piu generale w = fe; = f Aeg, e dato che de;y = 0, il lemma 9 ci

da dw = df A €, e otteniamo
¢"(dw) = ¢"(df ) A " (er) = d(¢" f) N ¢" ()
= d(¢*(f) N 9" (1)) = d(d*w).
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In genere per indicare le p—forme costanti e; = €;; A ... A €;,. si utilizza

la notazione

dry =dxy N ... Ndzy,

Una p—forma arbitraria potra quindi essere scritta come
w(z) = ij(:n)dxj.
Esempio 4. Data 7y: (a,b) — U curva liscia su U, v = (y1,...,7), € sia
w = fidz1 + ...+ fpdx,

una 1—forma su U. Allora si ha che

V(W) = 7 (f) Ay (der) + .+ () A (dn)

= 7 (M)A (@) + ..+ (fn)d(v ()
= (fiendn+...+ (fuoy)dym
= [(fion+.. + (faoNmldt = (f(7(1), 7' (1)) dt,

con ( , ) prodotto scalare usuale.

Data ¢: Uy — Us applicazione liscia tra aperti di R™, si ha che

O (dxy N .. Ndxy) = ¢ (dzy) A...o"(dxy) = do™(x1) A ... Add™(xn)
— di A ... Ndén = det(Dyd)dzi A ... A diy,.
Esempio 5. Data ¢ : R" x R — R", ¢(x,t) = ¥(t)z, con ¥(t) funzione

liscia a valori reali, abbiamo che
¢*(dw;) = 2! (t)dt + P(t)da;.

Possiamo ora associare ad una mappa liscia ¢: Uy — U una mappa
lineare
HP(¢) : H?(Uz) — H?(Uh)
ponendo HP(¢)w] = [¢*(w)]. La definizione ¢ indipendente dalla scelta
del rappresentante, in quanto ¢*(w+dv) = ¢*(w) + ¢* (dv) = ¢* (w) +dd™(v).
Inoltre,

HP(¢) ([wn]wa]) = (HP () [wr]) (H () [w2])

ed é tale che
H*(¢) : H*(U2) — H*(Uy)

¢ un omomorfismo di algebre graduate.
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Definizione 9. Un sottoinsieme X € R™ é detto stellato rispetto al punto
xo € X se il segmento di retta txg + (1 —t)x con t € [0,1] & contenuto in X
per ogni x € X.

Teorema 5 (Lemma di Poincaré). Se U é un insieme aperto e stellato

allora HP(U) =0 per p >0, e HY(U) = R.

Dimostrazione. Possiamo assumere, senza ledere la generalita, che U sia

stellato rispetto all’origine 0 € R™. Vogliamo costruire un operatore lineare
S, QP(U) — QF~H(U)

tale che dS,+Sp1d = id per p > 0, ¢ S1d = id—e, dove e(w) = w(0) per
w € QO(U). Lesistenza di un tale operatore implicherebbe immediatamente
il teorema da dimostrare, in quanto per una qualunque p—forma chiusa w,
con p > 0, varrebbe che dS,(w) = w, e quindi che [w] = 0. Per p = 0 invece
avremmo che w — w(0) = Sidw = 0, e w dovrebbe necessariamente essere
costante.

Innanzitutto costruiamo
S, : QP(U x R) — Q- L(U).
Ogni w € QP(U x R) puo essere scritto nella forma

W= Zfl(fﬁ,t)ditl + ZgJ(:U,t)dt Adx g
dove I = (i1,...,%p) € J = (j1,...,Jp—1). Definiamo

Spw) =Y </Olg,](x,t)dt) dz;.

Abbiamo quindi che

1
dS,(w) + Spp1d(w) = / Wdt) dx; A dzy
0

alL‘i

Jyi

1 Of[(x, t)

fi(x, 1)day — fo(x,O)dxl.

+
- =]

(
</Ola'fféf’t)dt)dz12(/ol gi‘jdt> da; A g
(
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Applichiamo il risultato a ¢*(w), con

p:UxR—-U, ox,t)=1¢)x

e ¥ (t) ¢ una funzione liscia per la quale

() =0 set <0
P(t)=1 set>1
0<y(t)<1 altrimenti.

Definiamo Sp,(w) = §p(¢*(w)). Supponiamo che w =Y hr(z)dz;.

Dall’esempio 5 abbiamo che
¢*(w) = > hr(()2)(d()ai, +D()dwi) Ao A (d(t)zs, + (t)das, ).
Otteniamo quindi

> Jila,der =3 hi((t)a)p (1) dar.

Questo implica che

Yorhi(x)drr =w p>0

dSp(w) + Spr1d(w) = { w(x) —w(0) p=0.



Capitolo 3

Complessi di catene

Una sequenza di spazi vettoriali e applicazioni lineari

¢ detta esatta quando Imf = Kerg.
Notiamo che A i> B — 0 ¢ esatta se f & suriettiva, e 0 — B 5 O ¢ esatta
se g & iniettiva. Una sequenza A* = {A* d'},
o AT g T i
di spazi vettoriali e applicazioni lineari & detta complesso di catene se é
vero che d"! o d’ = 0 per ogni i. Si dice inoltre esatta se Kerd’ = Imd~!

per ogni i. Una sequenza esatta della forma
T g
0+A=>B—=>C—=0

é detta esatta corta. QQuesto é equivalente a richiedere che f sia iniettiva,
g suriettiva e che Imf = Kerg. Il conucleo di una mappa lineare f : A —» B

& definito come
B

Imf

Per una sequenza esatta, g induce un isomorfismo

Cok(f) =

g:Cok(f) > C.

Ogni sequenza esatta induce una sequenza esatta corta che pud essere uti-

lizzata per il calcolo dello spazio A%:

0— Imd~ — A" = Imd* — 0.

23
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Spesso inoltre si utilizzano nei calcoli 1 seguenti isomorfismi:

Al N A1 N -
Tmd—2 = Kerd1 = 1M

Lemma 11. Sia 0 — A i> B % C = 0 una sequenza di spazi vettoriali
corta ed esatta. Se A e C sono entrambi finito-dimensionali allora anche B

e uno spazio a dimensione finita, e si ha che B= A® C.

Dimostrazione. Siano {a;} e {c;} basi rispettivamente di A e C. Per la
suriettivita di g possiamo scegliere b; € B tali che g(b;) = ¢;. Si puo di-
mostrare che {f(a;),b;} ¢ una base di B; vediamo che i suoi elementi sono
generatori dello spazio. Per b € B abbiamo che g(b) = ) Ajcj, e quindi che
b— > \jbj € Kerg. Dato che Kerg =Imf, b— > \;jb; = f(a), e quindi

b= Nbj = O piai) =Y pif(ai).

Posso dunque scrivere ogni elemento di B come combinazione lineare di
bj e f(aj). Si conclude facilmente con la dimostrazione dell’indipendenza
lineare. u

-1
Definizione 10. Per un complesso di catene A* = {... — AP~! Tyoar &

APl — Y definiamo il p-esimo spazio vettoriale di coomologia come
iy — e
Imdr—1
Gli elementi di KerdP sono chiamati p-cicli (o sono detti chiusi) e gli
elementi di ImdP~! sono detti p-bordi (o sono detti esatti). Gli elementi di
HP(A*) sono chiamati classi di coomologia. Un’applicazione f: A* — B*
tra complessi di catene consiste in una famiglia fP: AP — BP di applicazioni
lineari che soddisfano la relazione df, o f7 = fP™1 o d. Un’applicazione
tra complessi puo essere illustrata attraverso un diagramma commutativo di

questo tipo:

-1
APt ar AP dz AP 5
J/fp—l J/fp J/fzﬂrl
dr—1 P
Brt BP Bt > .

Lemma 12. Un’applicazione tra complessi f: A* — B* induce per ogni p

un’applicazione lineare

J* = H'(f) : HY(A") - HP(B").
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Dimostrazione. Sia a € AP un ciclo (cioe tale che dPa = 0) e [a] = a +
ImdP~! sia la sua corrispondente classe di coomologia in HP(A*). Definiamo
f*(Ja]) = [fP(a)]. Notiamo che dpfF(a) = fPHd5(a) = fPT1(0) = 0, e
quindi che fP(a) ¢ un ciclo. Inoltre [fP(a)] & indipendente dalla scelta del
rappresentante della classe [a]. Se [a1] = [ag], allora a1 — a2 € Imdg_l, e
fP(a1 — ag) = fPd5 N (x) = d% ' fP~1 (). Siha quindi che fP(ay) — fP(as) €

Imd%_l, e fP(a1) e fP(az) definiscono la stessa classe di coomologia. O
Una sequenza corta ed esatta di complessi di catene
x [ * 9, *
0—-A">B"=C"—=0

P P
consiste in due applicazioni tra complessi f e g tali che 0 — AP f—) Br %

CP — 0 sia esatta per ogni p.

Lemma 13. Per una sequenza corta ed esatta di complessi di catene, la

Sequenza

*

ar(A*y L me () & gr(cr)
¢ esatta.

Dimostrazione. Dato che gP o fP = 0 abbiamo

g* o [ (la]) = g*([f*(a)]) = [¢"(f*(a))] = 0

per ogni classe di coomologia [a] € HP(A*). Dato [b] € HP(B) tale
che [b] € Kerg*, vale che gP(b) = d%_l(c). Dato che gP~! & suriettiva, esiste
by € BP~! tale che g?~1(b1) = c. Segue che gp(b—d%_l(bl)) = 0. Esiste quindi
a € AP tale che fP(a) =b— d’gl(bl). Vogliamo ora dimostrare che a & un
p—ciclo. Dato che fP*! & iniettiva, ¢ sufficiente notare che fP*1(d" (a)) = 0.
Infatti

JrH (@) = dip(£7(@) = dy(b = djy™ (b)) = 0
dato che b & un p—ciclo e d? o d?~! = 0.
Abbiamo quindi trovato una classe di coomologia [a] € HP(a), e f*[a] =
[b—d " (br)] = [b):
O

Ci si potrebbe aspettare che la sequenza 24 possa essere estesa ad una
sequenza esatta corta, ma questo non é sempre possibile. Riusciamo a capire
quando & possibile costruire una tale estensione attraverso l'introduzione di

un nuovo strumento:
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Definizione 11. Per una sequenza esatta corta di complessi di catene 0 —
A Lg% or Lo defintamo

0" : HP(C™") — HPH(A*)
come la mappa lineare data da

0" (e)) = (/") " dB((a") 7 ()],

La definizione esprime che per ogni b € (g*)~!(c) abbiamo che d5(c) €
ImfPT1 e che 'elemento a € APT! tale che fP™1(a) = df, & un p + 1-ciclo.
Inoltre si utilizza il fatto che I'elemento a € HPT1(A*) ¢ indipendente dalla
scelta di b.

Vogliamo dimostrare separatamente ognuna di queste affermazioni, dimostran-

do cosi che 'applicazione data ¢ ben definita.

(i) Se gP(b) = c e d’(c) = 0 allora di(b) € Im fPT1.

Si dimostra facilmente notando che g?*1db,(b) = d¥.(c) = 0, per definizione

di mappa tra complessi, e ricordando che KergPt! = ImfPt!,

(i) Se fP1(a) = d%(b), allora d ' (a) = 0.

Si dimostra attraverso la relazione
1 1 1
PR (a) = diy” P (a) = dy () = 0.
L'uguaglianza segue dall’iniettivita di fP*2.

(iii) Se gP(b1) = gP(b2) = c e fPTl(a;) = db(b;) per i € {1,2}, allora
[al] = [ag] € Hp+1<A*).
L’elemento by — by ¢ della forma fP(a) per un qualche a; possiamo
scrivere diy(by) — d'y(b2) = d% fP(a) = fP1d% (a), da cui segue che

()T dR(00)) = (F77H) 7 dp (b2)) + A (a).

I due elementi differiscono per un elemento dell'immagine di dP, e quin-
di inducono la stessa classe di equivalenza nel passaggio al quoziente:

la definizione non dipende dal rappresentante scelto.
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Esempio 6. Un esempio semplice di sequenza esatta corta di complessi di

catene con 0* # 0 ¢ il sequente:

id
0 0 R SR 0
id
id
0 R R 0 0

mn cus ¢ punti indicano che 1 gruppi sono tutti nulls.
Lemma 14. La sequenza HP(B¥) 7, HP(C™*) EN HPFL(A*) ¢ esatta.
Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che
8*g*([b]) = 8*[g"(®)] = [(f**1) " (dB((¢") (")) = [(f71) " (d(b)] = O

(infatti [b] € HP(B), e in particolare b € Kerdy). Supponiamo ora che
0*[c] = 0. Scegliamo b € BP con gP(b) = c e a € AP, in modo tale che

dp(b) = [P (da).

Valgono le uguaglianze d'; (b — fP(a)) =0 e g?(b — fP(a)) = c. Abbiamo
quindi che g*[b — fP(a)] = [c]. O

Lemma 15. La sequenza HP(C*) 9 HPHL(A¥) TN HPT(B*) ¢ esatta.
Dimostrazione. Abbiamo che
Fo([e) = FIUPH T Hdp((9P) 7 e)] = [d(b)] = 0,

dove gP(b) = c. Poniamo ora f*[a] = 0, ovvero fPl(a) = d5(b).
Allora (g (b)) = g7 f7+(a) = 0, ¢ 8*[g?(3)] = [a]. a

In virta dei risultati dimostrati vale quindi il seguente teorema:
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Teorema 6 (Sequenza di omologia lunga esatta). Sia 0 — A* ER A

C* — 0 una sequenza esatta corta di complessi di catene. Allora la sequenza
o= HP (AN D gr(B & mre) & gl (an) D gy >

e esalta.

Definizione 12. Due mappe tra complessi f, g: A* — B* sono dette omotope

se esiste una mappa lineare s: AP — BP che soddisfa la relazione

A% ls +sdh = f —g: AP — BP
per ogni p.

In forma di diagramma, un’omotopia di mappe tra complessi & rappre-

sentata dalle frecce oblique

e > AP S AP s AP s prt2

rareard

..—>pBrl _spr_ s prtl s pr2 o

Lemma 16. Date due applicazioni tra complessi omotope f,g: A* — B*

abbiamo che
ff=g": HP(A") — HP(B").

Dimostrazione. Se [a] € HP(A*), allora

(f* = g")lal = [fP(a) — g*(a)] = [df 's(a) + sdy (a)] = [df 's(a)] = 0.

Notiamo che se A* e B* sono complessi di catene, allora
HP(A* ® B*) = HP(A™) @ HP(B").
Questo segue in maniera ovvia dalle uguaglianze
Ker(d),p) = Kerd) ® Kerdy,

Im(dy ) = Imd'y " @ Imdy; .



Capitolo 4

La sequenza di Mayer-Vietoris

Il capitolo introduce una tecnica di calcolo fondamentale per la coomolo-
gia di de Rham, detta sequenza di Mayer-Vietoris attraverso la quale si
esprime H*(U; UUs) in funzione di H*(Uy), H*(Uz2) e H*(U;NUs), con Uy e
Us aperti di R™. Per iterazione si riesce quindi ad ottenere H* (U1 U...UU,)
scritta in funzione di H*(U,), dove « varia all'interno di tutti i possibili sot-
toinsiemi di {1,...,n} e dove Uy, = {U;; N...NU;, }, con a = {i1,...,in}.
Combinato con il lemma di Poincaré, questo porta ad un calcolo di H* per
generici aperti in R™. Se, per esempio, U pud essere ricoperto da un numero
finito di aperti convessi U;, allora ogni U, sara a sua volta convesso e quindi

H*(U,) sara noto grazie al lemma di Poincaré.

Teorema 7. Siano Uy e Uy aperti di R™, U = Uy UUy. Perv = 1,2,
siano i,: U, = U e j,: U NUy — U, le corrispondenti inclusioni. Allora la

Sequenza
0— QU) 5 Qr () @ QP(Us) 5 QP (UL N U2) — 0
¢ esatta, dove IP(w) = (if(w), i3(w)), JP (w1, w2) = 47 (w1) — j3(w2)-

Dimostrazione. Data un’applicazione liscia ¢: V — W e una p-forma w =
> frdzr € QP (W),

D (P)(w) = ¢*(w) = D _(fr09)ddiy A-.. Ndgi,.

In particolare, se ¢ & I'inclusione di aperti in R”, cioé della forma ¢;(z) = z;,
si ha che
d¢i1 /\.../\dgf)ip :dl‘il /\.../\de‘Z'p.

29
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Quindi
¢"(w) = (fro¢)dur.

Utilizziamo il risultato ottenuto nel caso in cui ¢ = iy,j,, v € {1,2}.
Dall’espressione ottenuta per ¢* otteniamo innanzitutto l'iniettivita di IP.
Infatti se IP(w) = 0 allora ij(w) = 0 = i3 (w), e

(@) = S (frod,)das =0

se e solo se froi, = 0 per ogni I. 1l fatto che froi; = 0e frois = 0 implica
fr = 0 su tutto U, in quanto U; e Us ne costituiscono un ricoprimento, e
quindi che w = 0.

In maniera simile dimostriamo l'uguaglianza KerJ? = ImIP. Innanzitutto

notiamo che
JP o IP(w) = JP(i*(w),i3(w)) = jii1(w) — jaiz(w) = j*(w) — j*(w) =0,

dove j: Uy NUs — U & 'inclusione. Abbiamo quindi che ImIP C KerJP Per

dimostrare U'inclusione inversa partiamo da due p—forme w, € QP(U,)

wy = Zfldu”ﬁ], wy = ZgldSU]-

Imponendo JP(wy,w2) = 0, abbiamo j;(w1) = j3(w2) che tradotto in com-
ponenti significa fr o j1 = gr o j2 0, equivalentemente, fr(x) = gr(z) per
xz € Uy NUs.

Definiamo una funzione liscia Ay : U — R"™ come

7 = f](l‘), Q:GU;[
hu ){ gr(x), € Us.

Allora IP (Y hrdxy) = (w1,ws), e inclusione inversa ¢ dimostrata. Infine
dimostriamo la suriettivita di J?. A questo scopo utilizziamo una partizione

dell’unita {p1,p2} con supporto in {U;, Us}, ovvero una funzione liscia

py:U—10,1], ve1,2

per la quale suppy (p,) C U,, e tale che p1(x)+pa(z) = 1 per ogni x € U.
Sia f : Uy NU; — R una funzione liscia. Utilizziamo {p1, p2} per estendere f
a Uy e Uy. Dato che suppy(p1) NUs C U; NUs possiamo definire la seguente

funzione liscia
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o)< 1 ~T@n@)  sexrelinty
2 0 sex €U\ suppy(p1).

e, analogamente

fi(@) = f(x)p2(z) sexelUNUs;
1 0 sex €U\ suppy(p2).

Notiamo che fi(x)— fo(x) = f(z)(p1(x) —p2(x)) = f(x) per x € Uy NUs.
Data una forma differenziale w € QP(U; NUs), w = Y _ frdx, possiamo ap-
plicare ciascuna delle due funzioni definite alle f;: Uy N Uy — R. Questo
porta alle funzioni f;,: U, — R e quindi alle forme differenziali w, =
Y. frodzr € QP(U,). Con questa scelta abbiamo che JP(wi,w2) = w, e

quindi la suriettivita di JP. O
Si puo facilmente notare che
I1:Q9°(U)— Q" (Up) ® Q" (Us)

J: Q*(Ul) D Q*(Ug) — Q*(Ul N UQ)

sono applicazioni tra complessi, e quindi che il teorema 7 porta alla definizione
di una sequenza corta ed esatta di complessi di catene. Dal teorema 6
si ottiene in particolare una sequenza lunga ed esatta di spazi vettoriali
di coomologia. Infine, dalle proprieta viste sugli spazi di coomologia della

somma diretta di complessi di catene, segue che
HP(Q(Uh) & 0 (Uz)) = HP(Q(U1)) & HP (" (U2)).

Abbiamo quindi provato il seguente:

Teorema 8 (Teorema di Mayer-Vietoris). Siano U; e Us aperti in R”

e U =U; UU,. Esiste una sequenza esatta di spazi vettoriali di coomologia
o HPU) S HY(U) @ HP(Us) D HP (UL N Us) S HPPYU) — ..

Qui I*([w]) = (i [w], i5[w]) e J*([wi], [wa]) = gilwn] — 75 [wa].

Corollario 1. Se Uy e Uy sono aperti disgiunti in R™, allora
I : Hp(Ul U U2) — Hp(Ul) ©® HP(UZ)

e un isomorfismo.
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Dimostrazione. Sappiamo dal teorema 7 che
1P . Qp(Ul U UQ) — Qp(Ul) ) Qp(UQ)

¢ iniettiva. In questo caso particolare & quindi un isomorfismo. Dal fatto che
QP(Uyp U Usz) = QP(Uy) @ QP(Us) segue quindi che anche la corrispondente

applicazione sugli spazi di coomologia & un isomorfismo. ]

Esempio 7. Utilizziamo i risultati ottenuti per calcolare gli spazi di coomolo-

gia del piano privato di un punto: R%\ {0}. Siano

U= R*\{(z1,22) | 21 >0, zp =0}
UQ = RQ\{(:rl,xg) ‘ il SO, i) :0}

Entrambi gli insiemi definiti sono aperti e stellati, e quindi tali che HP(Uy) =
HP(Us) =0 perp >0 e H'(Uy) = H°(Us) = R. La loro intersezione

UiNU; =R?\R=R? UR?

¢ Vunione disgiunta dei semipiani aperti xo > 0 e xo < 0. Seque quindi dal

lemma di Poincaré e dal corollario 1 che

0 sep>0

HP(U1ﬁU2):{ ROR sep0

Utilizzando il Teorema di Mayer-Vietoris possiamo scrivere:

o HY(UY) @ HY(U,) 5 HP (U N U &
HPPY R\ {0}) & BHP (U @ HP P (Uy) — ..

Nel caso in cui p > 0
0— HP(U, NU) & HPPY(R2\ {0}) — 0

¢ esatta. In particolare abbiamo che O* é un isomorfismo, e che
HY(R2\ {0}) = 0 per ¢ > 2. Nel caso in cui invece p = 0, ottieniamo la

sequenza esatia

HY U, N Uz) — HOR2\ {0})) 5 H(U)) & HO(U) &

HUL N U) & BHY(R?\ {0)) &5 HY(U) @ HY(Us).
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Dato che H=Y(U) = 0 per ogni aperto, e in particolare H=1(U,) = 0,
I° ¢ iniettiva. Dato che HY(U,) = 0, 9% ¢ suriettiva, compiendo le dovute

sostituziont la sequenza in esame si riduce alla sequenza esatta

0 H'®\ {0) BRoR L ReR S HI(R2\ {0}) 0.

Essendo R%\ {0} uno spazio connesso, H*(R?\ {0}) 2 R e, dal fatto che
IV ¢ iniettiva e dall’esattezza della sequenza, deduciamo che ImI® = R =2
KerJ®, e che J° ha rango 1. Quindi ImJy = R e, ancora una volta per

lesattezza

o+ H(Uy N Us)/ImJ® S H'(R?\ {0}).

Dato che HO(Uy NUy)/ImJ® = R, abbiamo dimostrato che

0 sep>2
HP(R2\{0}) =S R sep=1
R sep=0.

Teorema 9. Se U ¢ un aperto di R™ ricopribile con un insieme di aperti

convessi Uy, ..., Uy, allora HP(U) ¢ finitamente generato.

Dimostrazione. Utilizziamo l'induzione sul numero di aperti convessi che ri-
coprono U. Se r =1 il teorema segue direttamente dal lemma di Poincaré.
Supponiamo la tesi vera per r — 1 e lo dimostriamo per r.

Posto V=U;U...UU,_q tale che U = V UU,, dal teorema 8 otteniamo la
sequenza esatta

o \wvnu,) S e ) S HY(V) @ HP(U,)

che, per il lemma 11, implica che
HP(U) =2 Imd* @ ImI*.

Sia Vche VNU, = (U;NU,)U...U(U,—1 NU,) sono quindi unioni di
(r — 1) aperti convessi. Il teorema vale per gli spazi H*(V NUy), H*(V) e
H*(U,), e quindi necessariamente anche per H*(U). O



Capitolo 5
Omotopia

Definizione 13. Due applicazioni continue tra spazi topologici f,: X =Y,

v € {0,1}, sono dette omotope se esiste una mappa continua
F:Xx[0,1] =Y
tale che F(x,v) = f,(x) per v € {0,1} e per qualunque z € X.
F' ¢ detta omotopia da fp ed f; e si scrive fy = fi.
Lemma 17. L’omotopia é una relazione di equivalenza.

Dimostrazione. Se F' & un’omotopia da fy ad fi, un’omotopia da fi a fg &
definita da
G(z,t) = F(z,1—1t).

Se fo = f1 attraverso F', e fi1 = fo attraverso G, allora fy = fy attraverso

I’omotopia H definita nel modo seguente:

F(z,2t) per0<t<i
H(z,t) = L
G(z,2t —1) per5<t<l1

Infine abbiamo che f(z) = f(x) attraverso l'applicazione F(z,t) = f(x).

O
Lemma 18. Dati X,Y e Z spazi topologici e f,: X - Y e g, Y — Z
applicazioni continue per v € {0,1}, se fo = f1 e go = g1 allora go o fo =
gro fi.

Dimostrazione. Se F' & 'omotopia da fy a f1, e G 'omotopia da gg a g1,
Pomotopia H da ggo fo a g1 o f1 & definita come H(x,t) = G(F(x,t),t). O

34
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Definizione 14. Un’applicazione continua f: X — Y ¢é detta equivalenza
omotopica se esiste g: Y — X continua tale che go f = idx e fog = idy.

Tale applicazione ¢ detta tnversa omotopica di f.

Due spazi topologici X e Y si dicono omotopicamente equivalenti se
esiste un’equivalenza omotopica tra i due. Diciamo che X & contraibile se X &
equivalente ad uno spazio costituito da un singolo punto o, equivalentemente,
se idx & omotopa ad una mappa costante.

Le classi di equivalenza definite da questa relazione sull’insieme di tutti gli

spazi topologici sono dette ¢ipi omotopici.

Esempio 8. Sia Y C R™ con la topologia indotta da R™. Se, per le ap-
plicazioni continue f,: X — Y, v = 0,1, il segmento di retta in R™ che
unisce fo(x) ad fi(x) é contenuto in'Y per ogni x € X, possiamo definire

un’omotopia f: X x [0,1] =Y da fo ad fi nel sequente modo:

F(z,t) = (1 =1t) fo(z) + tfi(z)
In particolare questo dimostra che un insieme stellato in R™ & contraibile.

Lemma 19. Se U eV sono aperti di spazi Fuclidei, allora valgono le sequenti

proprieta:

(i) Ogni applicazione continua h: U — V ¢ omotopa ad un’applicazione

liscia.

(ii) Se due applicazioni lisce f,: U — V, v € {0,1} sono omotope, allora
esiste un’applicazione liscia F: X x R — V con F(z,v) = f,(x) per
v e {0,1} e per ogni x € U. F ¢ detta omotopia liscia tra fy e fi.

Per la dimostrazione di questo lemma abbiamo bisogno del seguente

risultato preliminare che riportiamo senza dimostrazione:

Lemma 20. Supponiamo che A C Uy C U CR", dove Uy ed U sono aperti
di R™ e A ¢ chiuso in U (rispetto alla topologia indotta da R™). Sia h: U —
W un’applicazione continua da U ad un aperto W € R™ con restrizione ad
Uy liscia. Per ogni funzione continua e: U — (0, 00) esiste una mappa liscia
f: U — W che soddisfa le proprieta:

(i) 1£() = h(2)]| < e(x) per ogniz € U.

(ii) f(xz) = h(x) per ogni x € A.
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Dimostrazione lemma 19. Possiamo utilizzare il lemma 20 per approssi-
mare h attraverso un’applicazione liscia f: U — V. In particolare possiamo
scegliere f tale che V' contenga il segmento di retta che congiunge h(zx) e
f(x) per ogni x € U. In questo modo, per I'esempio 8, abbiamo che h = f,
e con questo la dimostrazione del punto (i) & conclusa.

Sia ora G un’omotopia da fo a f1, e ¢¥: R — [0, 1] una funzione continua tale
che (t) =0 pert < % ewp(t)=1pert> % Utilizziamo 1 per costruire

H:UxR=V; Hzt) =Gzt

Dato che H(z,t) = fo(z) per t < + e H(z,t) = fi(z) per t > 2, He

liscia sull’insieme U x (—o0, £)UU x (3, 00). I lemma 20 ci permette un’altra
volta di approssimare H attraverso un’applicazione liscia F: U xR — V tale
che F' ed H abbiano la stessa restrizione su U x {0,1}. Per v € {0,1} ed
x € U abbiamo che F(z,v) = H(z,v) = f,(x). O

Teorema 10. Date due applicazioni lisce f,g: U — V, se f = g allora le

applicaziont indotte tra i complessi
gt (V) —» Q(U)
sono omotope.

Dimostrazione. Ogni p—forma w su U X R pud essere scritta come

w= Z fr(z,t)dxr + Zgj(x, t)dt A dx .

con I = (i1,...,1p) e J = (ji,...,Jp—1). Se ¢: U — U x R & la mappa
inclusione ¢(z) = ¢o(x) = (x,0), allora

¢*(w) = fr(z,0)dpr =Y _ fi(x,0)dz;.

Infatti ¢*(dt A dxy) = 0, dato che 'ultima componente di ¢ & costante.
Analogamente, per ¢1(z) = (x, 1), abbiamo che

$1(w) = fr(x, Vdar.

Nella dimostrazione del lemma di Poincaré (lemma 5), abbiamo costruito
I'operatore
S, : QP(U x R) — QP~1(U)
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in modo tale che
(dSp + Spr1d)(w) = ¢f(w) — dh(w).

Consideriamo la composizione U (ﬂ? UxRE V', dove F' & un’omotopia
liscia tra f e g. Abbiamo che F o ¢y = f e F o ¢1 = g. Definiamo

Sy QP(V) — QP HU)
come |’applicazione S, = §p o F*, e notiamo che vale la relazione
Sy + Sprid=g" — f*.
Infatti, applicando (d§p + §p+1d) a F*(w), otteniamo

AS,(F* () + Sp1dF* () = $1F"(w) — 6F" ()

= (Fo¢1)'(w) = (Fodo)'(w) =g"(w) — f*(w)-

Inoltre vale I'uguaglianza
Spr1dF* (W) = Spp1 Frd(w) = Spy1d(w),
in quanto F™* & un’applicazione tra complessi. ]

Nella situazione del teorema precedente abbiamo che f* = g*: HP(V) —
HP(U). Per un’applicazione continua ¢: U — V possiamo trovare un’ap-
plicazione liscia f: U — V tale che ¢ = f per la (i) del lemma 19. La
transitivita della relazione di omotopia e i risultati dimostrati ci permettono
di concludere che f*: HP(V) — HP(U) ¢ indipendente dalla scelta di f.

Possiamo quindi definire
¢" = H"(¢) : H*(V) — HP(U)

ponendo ¢* = f*, dove f: U — V ¢é una qualunque applicazione liscia

omotopa a ¢.

Teorema 11. Perp e Z e U, V e W aperti di spazi Euclider abbiamo che:

(i) Se o, P1: U — V sono applicazioni continue e omotope, allora
¢o = o1 : HP(V) — HP(U)

(ii) Se ¢: U - V e yp: V.= W sono continue, allora (1) o ¢)* = ¢* o ¢p*:
HP(W) — HP(U).
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(iii) Se l’applicazione continua ¢: U — V' & un’equivalenza omotopica, allora
¢* : HP(V) — HP(U)
e un isomorfismo.

Dimostrazione. Scegliamo un’applicazione liscia f: U — V con ¢g = f. Da
questo segue che ¢1 = f e la (i) & immediata. Il punto (ii) nel caso in cui ¢

e 1Y siano mappe lisce, segue direttamente dalla formula
P(p o) = Q") 0o (1))

Nel caso generale invece, scegliamo le applicazioni lisce f: U — V e
g:V — W tali che ¢ = f e ¢ = g. Sappiamo che 1y o p = g o f, e otteniamo

(pog)" =(gof) =fog =0 0y

che dimostra completamente il punto (ii). Notiamo ora che se ¢): V — U

¢ 'inversa omotopica di ¢, ovvero se valgono
poyp=idy e poyp =idy,

allora segue dal punto (ii) che ¢*: HP(U) — HP(V') ¢ I'inversa di ¢* e quindi

che ¢* €& un isomorfismo. O

Il risultato mostra che HP(U) dipende esclusivamente dal tipo di omo-

topia di U. In particolare abbiamo:

Corollario 2 (Invarianza topologica). Un omeomorfismo h: U — V ira
aperti di spazi Euclidei induce un isomorfismo h*: HP(V') — HP(U) per ogni
p.

Dimostrazione. 11 corollario segue direttamente dal punto (iii) del teorema
11, in quanto linversa h™': V' — V & in particolare I'inversa omotopica di

h, e quindi h & un’equivalenza omotopica. ]

Corollario 3. Se U C R"™ ¢ un aperto contraibile, allora HP(U) = 0 per
p>0eHY(U)=R.

Dimostrazione. Per la contraibilita possiamo prendere in considerazione un’e-
quivalenza omotopica F: U x [0,1] — U da fy = idy ad una mappa costante

f1 con valore xy € U. Per x € U, F(x,t) definisce una curva continua in U,
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che connette x ad zg. Quindi U & connesso e, per il lemma 10, HO(U) = R.
Nel caso in cui p > 0, QP(f1): QP(U) — QP(U) & Papplicazione nulla.

Dal teorema 11 (i) sappiamo che
fo = =1idgr)=0
e quindi che HP(U) = 0. O

Proposizione 2. Per un arbitrario sottoinsieme chiuso A di R™, con

A # R", abbiamo 1 sequenti isomorfismi:

HPPYR™I\A) = HP(R"\ A) perp>1
HYR"\ A) = HYR"\ A)/R-1
HYR"\ A) = R

dove R™ ¢ identificato con il sottospazio R™ x 0 di R"*1, e R-1 indica il

sottospazio di dimensione 1 costituito dall’insieme delle funzioni costanti.
Dimostrazione. Definiamo i seguenti sottoinsiemi aperti di R = R” x R.

Uy = R"x (0,00)U(R"\ A) x (—1,0)
Us = R"x (—00,0)U(R"\ A) x (—o0,1)

Allora Uy UUs = R\ Ae U NU; = (R*\ 4) x (—1,1).

Sia ¢: Uy — U; lapplicazione che agisce aggiungendo 1 alla (n + 1)esima
coordinata. Per un qualunque x € Uy, U contiene il segmento di retta che
congiunge x a ¢(x), e ¢(x) ad un punto fissato in R™\ (0, 00). Possiamo quindi
costruire due omotopie, una tra idy, e ¢, e la seconda tra ¢ e un’applicazione
costante. Segue che U; é contraibile. Analogamente si puo concludere che
Us ¢é contraibile, e HP(U,) & descritto dai risultati precedentemente ottenuti
per gli spazi contraibili. Sia 7 la proiezione di Uy N Uy = (R™\ A) x (—1,1)
su R™ \ A. Definiamo i: R® \ A — Uj N Us come applicazione tale che
i(y) = (y,0). Abbiamo che 70 = idgn\ 4 € i o 7™ = idy,ny,. Dal teorema 11
concludiamo che

FI Hp(Rn\A) — Hp(Ul N UQ)
& un isomorfismo per ogni p. Il teorema 8§ ci da, per p > 1, "isomorfismo
O : HP(Uy N Uy) — HPTY (U, UU,) = HPFHR™ L\ A)

La composizione 0* o™ & il primo dei tre isomorfismi postulati dal teorema.
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Consideriamo ora la sequenza esatta

0 — HOR™I\A) 5 HOU)® HU,)

L HUNU) S HYRWI\ A o

Un elemento di HO(U;)@®H(Uy) ¢ dato da una coppia di funzioni costanti
su Uy e Us con valori a1 e as. La loro immagine attraverso J* ¢, dal teorema
8, la funzione costante su U; N Us con il valore a1 — as.

Questo mostra che
Kero*=ImJ* =R-1

e otteniamo cosl 'isomorfismo

HY R\ A) = HY (U, NU,)/R-1= HOR™\ A)/R - 1.
Abbiamo inoltre che dim Im(I*) = dim Ker(J*) =1, e quindi
HOR"™ M\ A) =R.
O

Teorema 12. Per un arbitrario sottoinsieme chiuso A di R™, con A # R"

possiamo definire un diffeomorfismo
R:R"™\ AR\ A

dato da R(x1,...,Tn, Tnt1) = (T1,. .oy Tny —Tpt1)-

L’applicazione lineare indotta
R* - Hp—i—l(Rn—H \A) N Hp+1(Rn+1\A)
¢ la moltiplicazione per —1, nel caso in cui p > 0.

Dimostrazione. Nelle notazioni del teorema precedente, e indicando con R; e

R le opportune restrizioni di R, sono dati i seguenti diagrammi commutativi:

R R
RnJrl \ A S Rn+1 \ A Rn+1 \A = RnJrl \A
o I o I
R R
U, % U, U, % U

b T e

R
UlmU2$UlmU2 UlﬂUQ$U1ﬂU2
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Nella dimostrazione della proposizione 2 abbiamo visto che "applicazione
O : HP(U; NUy) — HPPH(R™T\ A)

¢ suriettiva.
E quindi ora sufficiente dimostrare che R* o 0*([w]) = —9*([w]) per una
generica p-forma chiusa definita su UyNU,. Utilizzando il teorema 7 possiamo
trovare w, € QP(U,), v € {1,2}, con w = jf(w1) — j3(w2). La definizione di
0* mostra che 0*([w]) = [7], dove 7 € QPFL(R"1\ A) ¢ determinato da

sk
Ly

(1) = dw,, per v = 1,2. Otteniamo inoltre che
R = Rj o j3(wn) — By fi(w1) = ji (Rjws) — 3 (Rien)
i (R'1) = Ry (i37) = Ri(dws) = d(Rjws)
i5(R*1) = R5(ij7) = R5(dw1) = d(R5w1).

Queste equazioni e la definizione di 0* danno 0*(—[R{w]) = [R*7], da
cui segue che
9" o Ry([w]) = —Rg 0 0%([w])-

Per la proiezione m: Uy N Uy — R™ \ A abbiamo che m o Ry = 7 e quindi

che la composizione
T* Rj
HP(R"\ A) & HP(U; NUs) = HP(Uy N Us)

coincide con 7*. Dato che 7* & un isomorfismo, R € necessariamente

Papplicazione identica su HP(Uy N Uy), e
0" [w] = =Ry 0 9" ([w]).
e quest’uguaglianza completa la dimostrazione. O

Teorema 13. Per n > 2 abbiamo ['isomorfismo

sep = 0, n—1

altrimenti.

fmwwmng{f

Dimostrazione. 1l cason = 2 & dimostrato nell’esempio 7. Per il caso generale

si procede per induzione su n, utilizzando la proposizione 2 O
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Ci sara utile, nella dimostrazione del teorema che segue, notare che una
generica matrice A di dimensione n x n che sia reale ed invertibile definisce

un isomorfismo R” — R™ e un diffeomorfismo
fa:RU\{0} — R\ {0}.
Lemma 21. Per ogni n > 2, la mappa indotta
fa:H"H R\ {0}) — H"H(R™\ {0})
opera attraverso la moltiplicazione per detA/|detA| € {£1}.
Dimostrazione. Sia B la matrice ottenuta a partire da A attraverso la sosti-
tuzione della riga r con la somma della riga r e ¢ volte la riga s, con r # s e

c eR.
B = (I+cE\ )A,
dove I ¢ la matrice identita e FE,.¢ ¢ la matrice con entrate unitarie

nella sua r-esima riga e s-esima colonna, e tutti gli altri elementi nulli.

Un’omotopia tra fa e fp & definita dalla matrice
(I +tcEr5)A, 0<t<1

Dal teorema 11 segue che f} = f5. Inoltre detA = detB.
Attraverso una successione di operazioni simili, A puo essere trasformata
nella matrice diag(1,...,1,d) in cui d = detA. E sufficiente quindi provare

il teorema nel caso particolare di matrici diagonali. Le matrici

d|td
diag(1,...,1, |c’l| ), 0<t<1
definiscono un’omotopia che riduce il problema ai due casi A = diag(1,...,1,+1),

e quindi necessariamente f4 coincide con l'identitd o coincide con la mappa
R del teorema 12. O

Proposizione 3. Se n # m allora gli spazi R™ ¢ R™ non possono essere

omeomorfi.

Dimostrazione. Si pud assumere che un eventuale omeomorfismo R” — R™
porti 0 in 0, e che quindi induca a sua volta un omeomorfismo tra R™\ {0}

ed R™\ {0}. Ma in tal caso avremmo che
HP(R™\ {0}) = HP(R™ \ {0})

per ogni p, in contraddizione con i risultati precedenti. O



Capitolo 6
Alcune applicazioni

All’'interno di questo capitolo utilizzeremo le notazioni standard:

D" = {z e R" | ||z|| < 1} n-palla
Sl = {z eR" | ||z|| =1} (n-1)-sfera
Un per una mappa f: X — X ¢ un punto x € X tale per cui f(z) = z.

Teorema 14 (Teorema del punto fisso di Brower, 1912). Ogni mappa con-
tinua f: D™ — D™ ha un punto fisso.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che f(x) # x per ogni = € D™,
Per ogni € D" possiamo quindi definire il punto g(x) € S"~! come il punto
di intersezione tra S"~! e la semiretta passante per i due punti distinti = e
f(z). Si ha quindi che g(x) =z + tu, dove u =z — f(z)/||lz — f(x)|], e

t=—z-u+ /1= [zl + ()2,

in cui x - u denota il prodotto scalare usuale.
L’espressione per g(x) & ottenuta imponendo 'appartenenza del punto ad
S™=1 ovvero risolvendo 1'equazione (x + tu)(z + tu) = 1. Esistono due
soluzioni, in quanto due sono i punti di intersezione tra la retta e S"~1,
e tra le due scegliamo l'intersezione ottenuta per i valori non negativi di
t. Dato che g ¢ continua, e tale per cui g|5,,—1 = idgn-1, il teorema segue

direttamente dal lemma successivo. O

43
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Lemma 22. Non esistono mappe continue g: D™ — S™~1 tali che gisn—1 = tdgn-1,

Dimostrazione. Supponiamo che n > 2 e consideriamo la mappa
raRUA{0} = R\ {0}, r(z) = a/[].

Notiamo che idgn\ {0y = 7, in quanto R" \ {0} contiene sempre il segmento
di retta congiungente = ed r(z). Se g é tale per cui gisn—1 = idgn-1, allora
g(t-r(x)), 0 <t < 1 definisce un’omotopia da una mappa costante a 7.
Questo mostra che l'insieme R™\ {0} & contraibile. Dal corollario 3 abbiamo
che H" 1(R™\ {0}) = 0, in contraddizione con i risultati del teorema 13.

O

Lo spazio tangente ad S™ nel punto z € S™ & il complemento ortogonale
in R™*! del vettore posizione, ed ¢é indicato come T,5™ = {:L‘}L
Un campo vettoriale tangente su S™ & una mappa continua v: S? — R?t!
tale che v(z) € T,,S™ per ogni z € S™.

Teorema 15. La sfera S™ ammette un campo vettoriale tangente v tale che

v(z) # 0 per ogni x € S™ se e solo se n ¢ dispari.

Dimostrazione. Supponiamo che tale campo vettoriale esista e sia ben defini-

to su S™. Tale campo v pud essere esteso ad un campo vettoriale w su
R™ \ {0} ponendo
x
w(z) =wv <) :
|||

Abbiamo che w(x) # 0 e w(x) - x = 0. L’espressione
F(z,t) = (cosm t)x + (senm t)w(x)

definisce un’omotopia da fo = id(gn+1\ fo}) alla mappa antipodale fi,
fi(x) = —z. Per il punto (i) del teorema 11 sappiamo che f; & I'identita su
H™(R™™1\ {0}) che, per il teorema 13, ¢ uno spazio unidimensionale.
D’altra parte il lemma 21 dimostra che f] ¢ esattamente la moltiplicazione
per (—=1)"*1. Quindi n é pari. Viceversa, per n = 2m — 1, possiamo definire

un campo vettoriale v nel modo seguente:

v(x1, T2, ..., Tom) = (=2, T1, —T4, T3, . . ., —T2m, T2m—1)-
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Diciamo che i campi vettoriali tangenti vy,...,vq su S™ sono linear-
mente indipendenti se, per ogni z € S™, i vettori vi(x),...,vg(z) sono

linearmente indipendenti.

Teorema 16 (Teorema di Adams). Poniamo n = 2m — 1, e sia 2m =
(2¢ + 1)2%* dove 0 < b < 3. Il massimo numero di campi vettoriali

linearmente indipendenti su S™ ¢ dato da 2° 4+ 8a — 1.

Lemma 23 (Urysohn-Tietze). Se A C R"™ ¢ un sottoinsieme chiuso, ed
fi A — R™ ¢ continua, allora esiste un’applicazione continua g: R™ — R™

tale che g4 = f.

Dimostrazione. Denotiamo la distanza euclidea in R™ con d(z,y) e, per ogni
x € R", definiamo
d(w, A) = infyead(z,y).
Per p € R™\ A possiamo definire I'intorno aperto U, C R™\ A di p dato
da
U, — {x eR | d(z,p) < % d(p,A)}.

Questa famiglia di insiemi costituisce un ricoprimento di R™ \ A, e pos-
siamo quindi trovare una partizione dell’unita ¢, associata alla famiglia.

Definiamo ora la mappa g come

g(a:):{ f(zx) sex €A
2op e rmaPp()f(alp)) sexeR™\ A

dove per p € R™\ A, a(p) € A & scelto in modo tale che

d(p,a(p)) < 2d(p, A).

Dato che la somma ¢ localmente finita su R™ \ A, g ¢ liscia su R™ \ A.
L’unico punto che rimane da dimostrare & la continuita di g nei punti del
bordo di A. Dati 9 € A e x € U, abbiamo:

1 1
d(.ﬁﬂo,p) < d(fﬁo,l‘) + d(l’,p) < d(an:E) + 5 d(p> A) < d(l‘o,l‘) + 5 d(p> xO)'

Quindi d(xo, p) < 2d(zo,x) per x € Up,. Dato che d(p, a(p)) < 2d(p, A)
2d(zo,p) otteniamo che, per z € Up, d(zo,a(p)) < d(xo,p) + d(p,a(p))
3d(xo,p) < 6d(zo,x). Per x € R™\ A abbiamo che

g9(@) —g(zo) = Y p(@)(f(a(p) — f(x0))

pER™\ A

<
<
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lg(2) = g(zo)|l < Z% ) f(ap)) = f(xo)ll,

dove sommiamo sui punti p tali che x € U,
Per un arbitrario e > 0 scegliamo ¢ > 0 in modo tale che || f(y) — f(xo)| < €
per ogni y € A, con d(xg,y) < 66. Se x € R"\ A e d(z,z¢) < J allora, per
p tale che x € Up, abbiamo che d(xo,a(p)) < 6d e ||f(a(p)) — f(zo)| < e.
Allora

lg(z) — g(zo H<Z¢p e=e
La continuita di g in xg, e quindi su tutto il bordo, & cosi dimostrata. [

Lemma 24. Siano A C R™ ¢ B C R™ due insiemi chiusi, e sia ¢: A — B un
omeomorfismo. E possibile definire attraverso ¢ un secondo omeomorfismo

h: Rvtm s R tale da verificare la relazione

h(‘rvom) = (Ona ¢($))
per ogni x € A.

Dimostrazione. Per il lemma 23 possiamo estendere ¢ ad una mappa con-
tinua f1: R® — R™. Possiamo definire un omeomorfismo h1: R™ x R™ —

R™ x R™ nel modo seguente:

hi(z,y) = (z,y + fi(x)).

[’omeomorfismo inverso puo essere ottenuto semplicemente aggiungendo
—fi1(x) al posto di fi(x) . Analogamente possiamo estendere ¢! ad una
mappa continua fo: R™ — R", e definire un omeomorfismo hs: R™ x R™ —
R™ x R™ come

ho(z,y) = (z + f2(y), y)-

Ponendo h = h;l o hy, per ogni x € A vale 'uguaglianza

h(,0m) = hy' o hi(z,0m) = hy' (2, fi(2)) = hy ' (2, ¢())
= (z = fa(6(2)), ¢(x)) = (On, ¢())-
O

Identifichiamo R™ con il sottospazio di R"™™ che costituito dall’insieme

dei vettori della forma (x1,...,2,,0,...,0).
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Corollario 4. Dato un omeomorfismo ¢: A — B tra sottoinsiemi chiusi A

e B di R™, allora ¢ puo essere esteso ad un omeomorfismo ¢: R?™ — R?™,

Dimostrazione. Per costruirlo basta comporre ’'omeomorfismo del lemma 24

con 'omeomorfismo di R2" = R™ x R™ che scambia i due fattori tra loro. [

Notiamo che restringendo 5 otteniamo un omeomorfismo tra gli spazi
R2"\ A e R?"\ B. Al contrario puo capitare che R \ A e R"\ B non siano
omeomorfi. Un celebre esempio ¢ la sfera cornuta di Alexander ¥ in R3.

¥ ¢ omeomorfa ad S%, ma R3\ ¥ non & omeomorfa ad R3\ S2.

Teorema 17. Siano A # R"™ e¢ B # R" due sottoinsiemi chiusi di R™.

Se A e B sono omeomorfi, allora
HP(R"\ A) = HP(R"\ B).

Dimostrazione. Per induzione su m, dalla proposizione 2 si ottengono i

seguenti isomorfismi:

HPF™(RMT™\ A) = HP(R™\ A) perp > 0
H™(R™™\ A) = HY(R"\ A)/R -1

per ogni m > 1. Analogamente per B. Dal corollario 4 sappiamo che
R?"\ A e R?"\ B sono omeomorfi, e quindi che, dall’invarianza topologica,
anche le rispettive coomologie di de Rham sono tra loro isomorfe.

Abbiamo dunque che
HP(R™\ A) = HPTY(R*™\ A) = HPT™(R?"\ B) = HP(R"\ B)
per p >0, e
HO(R™\ A)/R-1= H"(R*™\ A) = H"(R*"\ B) = H*(R"\ B)/R - 1.
O

Per un insieme chiuso A C R™ il complemento aperto U = R™\ A é sempre
costituito dall’unione disgiunta di un insieme di componenti connesse al pitl
numerabili, ciascuna di esse aperta. Nel caso in cui queste siano infinite,
H(U) sara uno spazio a dimensione infinita. In caso contrario il numero di

componenti connesse sard esattamente dim H°(U).
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Corollario 5. Se A e B sono due sottoinsiemi di R™ chiusi e omeomorfi,

allora R\ A e R™\ B hanno la stesso numero di componenti connesse.

Dimostrazione. Se A # R" e B # R" l'affermazione segue direttamente dal
teorema 17 e dalle osservazioni fatte. Se A = R™ e B # R" allora R"*1 \ A
ha esattamente 2 componenti connesse (i semispazi aperti), mentre R**1\ B
¢ connesso. Se A = R" e B # R" allora R"*! \ A ha esattamente due
componenti connesse, mentre R"*! \ B ¢ connesso. Quindi la situazione

considerata non si pud presentare. [

Teorema 18 (Teorema di separazione di Jordan-Brouwer). Se ¥ C

R™ (n > 2) ¢ omeomorfo a S, allora

(i) R™\X ha esattamente 2 componenti connesse Uy e Us, di cui Uy ¢ limitata

e Us illimitata.
(ii) X é linsieme dei punti di bordo di Uy e Us.
Diciamo che Uy ¢ il dominio interno di 3, e Us il dominio esterno di X.

Dimostrazione. Dato che X & omeomorfo ad uno spazio compatto, &€ compat-
to, e quindi chiuso in R™. Per dimostrare (i) ¢ sufficiente, per il corollario 5,

verificarlo per S~ ! C R™. Le due componenti connesse di R\ S"~! sono:

Dl={zeR" ||z <1} ¢ W={zeR"||z|>1}

Scegliendo 7 = mazex| x|, 'insieme connesso
rW ={x e R" | ||z|| > r}

sara contenuto in una delle due componenti di R™ \ ¥, e ’altra componente
dovra essere limitata. Questo completa la dimostrazione di (i).

Sia dato ora p € X e consideriamo un intorno aperto V di p in R”™.
L’insieme A =X\ (XN V) & chiuso e omeomorfo ad un corrispondente sot-
toinsieme B di S"~!. E ovvio che R™\ B ¢ connesso, e quindi dal corollario
5 anche R™\ A lo é. Per p; € Uy e ps € Us possiamo trovare una curva
continua v: [a,b] — R™\ A, tale che vy(a) = p1 e y(b) = p2. Per (i) la curva
deve necessariamente intersecare 3, e quindi v~ *(X) & non vuoto.
L’insieme chiuso v71(X) C [a,b] avra un primo elemento ¢; e un ultimo

elemento co, entrambi appartenenti ad (a,b). Quindi v(c;) € XNV e
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v(c2) € ¥ NV sono punti di contatto per vy([a,c1)) € U e y((c2,b]) C Uz
rispettivamente. Possiamo quindi trovare t; € [a,c1) e ta € (c2,b], tale che
v(t1) € U1 NV e ~y(t2) € UyNV. Questo dimostra che p é punto di bordo
per U; e Uy, e la dimostrazione di (ii) é conclusa.

L]

Teorema 19. Se A C R™ ¢ omeomorfo a D¥, con k < n, allora R\ A ¢

connesso.

Teorema 20 (Teorema di Brouwer). Sia U C R™ un aperto arbitrario,
e f: U — R™ una mappa continua e iniettiva. L’immagine f(U) é un

sottoinsieme aperto di R™, ed f: U — f(U) é un omeomomorfismo.

Dimostrazione. E sufficiente dimostrare che f(U) & aperto; lo stesso varra poi
per un qualunque W C U aperto, e dimostrera la continuita della funzione

inversa da f(U) ad f. Consideriamo la sfera chiusa
D={zeR" | |z— ol <5}

che sia contenuta in U con bordo S e interno D = D\ S. E sufficiente
dimostrare che f(D) & aperto.
Il caso n = 1 segue direttamente da risultati elementari sulle funzioni con-
tinue ad una variabile. Supponiamo quindi n > 2.
Sia S che X = f(S) sono omeomorfi a S"~ . Siano Uj e Us le due componenti
connesse di R™\ ¥. Entrambe le componenti sono aperte; U; sia la compo-
nente limitata e Us la componente illimitata. Dal teorema 19 sappiamo che
R™\ f(D) é connesso. Inoltre, essendo disgiunto da ¥, deve necessariamente
essere contenuto o in Uy o in Us. Dato che f(D) ¢ compatto, R" \ f(D) &
illimitato. Dobbiamo avere necessariamente che R™ \ f(D) C Us.
Segue che X UU; =R\ Uy C f(D).
Vale quindi 'inclusione:
Ui C f(D).

Dato che D ¢ connesso, anche f(D) sara connesso.

Dall’inclusione f(D) C U; U Us, dobbiamo avere che Uy = f(D), e questo

completa la dimostrazione.

O
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Corollario 6 (Invarianza del dominio). Se VC R" ¢é dotato della topologia
indotta da R™ ed ¢ omeomorfo ad un sottoinsieme aperto di R™, allora V ¢

aperto in R™.

Corollario 7 (Invarianza della dimensione). Siano U C R® ¢ V. C R™
aperti non vuoti. Se U eV sono omeomorfi allora si ha necessariamente che

n=m.

Dimostrazione. Supponiamo che m < m. Dal corollario 6 applicato a V,
considerato come un sottoinsieme di R™ attraverso l'inclusione R™ C R"”,
segue che V' & aperto un R”. Questo contraddice il fatto che V sia contenuto

in un sottospazio proprio.

O]

Esempio 9. Un nodo in R3 ¢ un sottoinsieme ¥ C R® omeomorfo ad S*.
I corrispondende complementare ¢ linsieme aperto U = R3\ X. Vogliamo

dimostrare che:

HP(U) =

0 altriment:

{R se0<p<2

Per ¢ risultati del teorema 17 é sufficiente dimostrarlo per il nodo banale
St C R2 C R3. Innanzitutto calcoliamo

HP(R%\ S1) = HP(D?) & HP(R?\ D?).

D? ¢ un insieme stellato, mentre R?\ D? ¢ diffeomorfo a R?\ {0}. Uti-
lizzando il teorema 5 e 'esempio 7 seque che HP(R?\ S') ha dimensione 2
per p =0, dimensione 1 per p =1, e dimensione 0 per p > 2.

Applicando la proposizione 2 possiamo facilmente concludere.

Proposizione 4. Sia ¥ C R™ omeomorfo a S*~ ! (con n > 2) e siano Uy e

U, rispettivamente il dominio interno ed esterno di . Allora

R sep=0

0 altrimenti

R sep=0n—1

HP(U7) = { e HP(Up) = {

0 altriment:

Dimostrazione. 1l caso p = 0 segue direttamente dal teorema 18.

Poniamo W = R™\ D". Per p > 0 sono veri i seguenti isomorfismi:
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HP(Uy) ® HP(U) = HP(R™\ %) P(R™\ S™71)
~ HP(D")@® HP(W) = HP(W).

IR
T

Si vede facilmente che la mappa inclusione i: W — R™ \ {0} & un’equiv-

alenza omotopica con inversa omotopica definita da

Dal teorema 11 abbiamo che HP(7) ¢ un isomorfismo, e possiamo scrivere:

Hp(W)%{ R sep.:0,T1—1
0 altrimenti

Dalla decomposizione dello spazio in somma diretta deduciamo che
HP(U;) = 0 e HP(Uz) = 0 per p ¢ {0,n — 1}. Inoltre le dimensioni di
H"Y(U;) e H" 1 (Us,) possono essere esclusivamente 0 o 1. Dunque, per
concludere, ¢ sufficiente dimostrare che H"~1(Us) # 0.
Senza ledere la generalitd possiamo assumere che 0 € U; e che l'insieme
limitato U; U sia contenuto in D™. Otteniamo quindi il seguente diagramma

commutativo:

R™\ {0}

el

e, applicando H™ !, otteniamo

o 1Hn an\{O}
Hnl /[{"1

a sua volta commutativo, in cui H"1(i) é un isomorfismo.

Segue che H"~1(Us) # 0. O
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Esempio 10. Vogliamo calcolare gli spazi di comologia di “R™ con m buchi”,

ovvero dell’insieme definito come

v=r"\(JK))

1Cs

I buchi K; in R™ sono insiemi compatti disgiunti con bordi X; omeomorfi
ad S"Y. Gli interni Kj = K; \ X, sono esattamente i domini interni dei

Y. Vogliamo dimostrare che

R sep=0
HP(V)=<{¢ R™ sep=n—1
0 altrimenti

Lo facciamo per induzione sul numero di buchi m. Il caso m = 1 discende

direttamente dalla proposizione 4. Supponiamo che il risultato sia vero per

m—1
i=R"\(J K)).
j=1

Sia Vo = R"\ K,,. Notiamo che ViNVoa=R" e V1UVa=V. Perp >0

abbiamo la sequenza di Mayer-Vietoris esatta
HP(R™) 5 HP (W) @ HP(Va) L HP (V) — 0.

Se p = 0 allora H'(R") = R e I* ¢ iniettiva. Per Uipotesi induttiva
H°(V1) 2 R, e H(V2) = R per la proposizione 4. Il fatto che la sequenza
sia esatta implica che H°(V) = R. Se p > 0 allora HP(R") = 0 e si ha
lisomorfismo

HP (V) @ HP(V3) =2 HP(V).

Per induzione otteniamo cio che volevamo dimostrare.



Capitolo 7

Forme differenziali su varieta

In questo capitolo definiremo lo spazio delle forme differenziali Q*(M)
su una varieta liscia M™, e generalizzeremo tutti i concetti definiti nei capi-
toli precedenti al caso di varieta differenziabili. Per un punto dato p € M
richiameremo la definizione di spazio vettoriale m-dimensionale T), M, spazio
tangente ad M in p. Inoltre, a partire da un’applicazione differenziabile
f M — N tra le varieta M ed N, definiremo la ben nota applicazione
tangente indotta da f, Dy f: TyM — Ty, N.

Prima di iniziare sono necessarie alcune osservazioni:

(i) Nel caso in cui p € U C R™, con U aperto, si identifica lo spazio tan-
gente ad U in p con tutto R™. Pil in generale abbiamo la seguente de-
scrizione: consideriamo l'insieme delle curve parametrizzate v: I — U
con v(0) = p, definite su intervalli aperti contenenti lo 0. Una relazione
di equivalenza su quest’insieme ¢ data dalla condizione 1 (0) = ~4(0).
Esiste una corrispondenza biunivoca tra le classi di equivalenza indotte
da questa relazione e i vettori di R, che associa alla classe [v] di v il
vettore velocita +/(0) € R™.

(ii) Considerando un secondo aperto V' C R"™ e un’applicazione differenzia-
bile F: U — V, la matrice Jacobiana di F' valutata in p € U definisce
un’applicazione lineare D, F': R™ — R™. Per v: I — U, v(0) = p curva
liscia, la regola della catenta implica che D,F(7/(0)) = (F o ~v)'(0).
Abbiamo che

DyF([]) = [F o]

e, in particolare, la classe di equivalenza di F o+ dipende solo da [7].

23
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Data M™ varieta differenziabile, e dato p € M™, consideriamo la carta
(U, h) con U intorno aperto di p. Sull’insieme delle curve lisce a: I — M tali
che a(0) = p su un intervallo aperto di 0, possiamo definire una relazione di
equivalenza

a1 = ag & (hoay)'(0) = (hoa)(0).

Notiamo che questa relazione ¢ indipendente dalla scelta di (U, h). Infatti,

se ((7,%) & un’altra carta liscia su p, si trova facilmente che
(hoa1)(0) = (hoas)(0) & (hoar)(0) = (hoaz)(0),

Definizione 15. Lo spazio tangente T,M™ ¢é l’insieme delle classi di
equivalenza indotte sullo spazio delle curve lisce a: I — M, a(0) = p, dalla

relazione di equivalenza appena definita.

Possiamo dotare T),(M) della struttura di spazio vettoriale m—dimensionale;

infatti se (U, h) ¢ una carta liscia su M, p € U, I'applicazione
By T,M — R, @y((a]) = (ho ) (0)

é un isomorfismo lineare.
®;, puod facilmente essere identificato con Dph. Scriveremo quindi Djyh:
T,M — R™ per indicare tale isomorfismo lineare, e Dh(p)h_l :R™ = T,M

per l'isomorfismo inverso.

Lemma 25. Sia f: M™ — N™ un’applicazione liscia, e sia p € M. Si ha

che:

(i) FEsiste un’applicazione lineare Dyf: T,M — TN, definita come
Dyf(le]) = [feal.

(ii) Data (U,h) tale che p € U C M, e (V,g) tale che f(p) € V. C N, il

sequente diagramma € commutativo:
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Date due applicazioni differenziabili tra varietd f: M — N, ¢: N — P e

un punto p € M, vale la regola della catena

Dy(¢o f) = Dypy¢o Dpf.

Data una carta liscia (U, h) attorno al punto p € M™, possiamo consid-

9 9
or1 ), \ Oz ),
o)

dove (BTJ é 'immagine attraverso Dh(p)h*1: R™ — T, M dell’i-esimo
P

erare la base per T, M

vettore e; = (0,...,1...,0) della base canonica di R™. Un vettore tangente

X, € T, M pud quindi essere scritto in modo unico come

" B,
Xp = ;ai (%)p

in cui a= (a1,...,am) € R™. Se X, = [a], con a: I — U tale che a(0) = p,
abbiamo che
a= (hoa)(0).

Se f € C*(M,R) la mappa tangente indotta da f & data da
Dyf : TyM — TR = R.

La derivata direzionale X, f € R ¢ definita come I'immagine in R di X,

attraverso D) f,
Xpf = (f2a)(0).

In termini di f o h~! abbiamo, per la regola della catena, che

Xpf = S(foa)Dmo = (foh ohoa) (D)o

dt
afh-

1
S ()

d, .-
= o/ 1oha@Duzo=:§:

=1

(5) £ =20,

Sotto le ipotesi del lemma 25 (ii) possiamo considerare la base per T (p) N

data da (a%])f( X 1 < j < n, ela matrice di D, f rispetto alle basi definite
D

In particolare
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per T, M e Ty, N ¢ la matrice Jacobiana di go f o h~1. Nel caso particolare

in cui N = M, f =idys troviamo che

<ai> - i 20 ) (53)

per (U,h) e (V,g) carte su p con funzioni di transizione date da

(@1, 0m) =d=goh™"

che esprimono le coordinate y; in termini delle coordinate x;.

Supponiamo ora che X sia una funzione che ad ogni p € M assegna un

vettore tangente X, € T, M. Data una carta (U, h), abbiamo visto che

" 0
Xp = ;ai <3$z’>p

per determinati coefficienti a;: U — R, che in questo caso sono funzioni
del punto p. Se queste applicazioni sono lisce in un intorno di p € U, X &
detto liscio in p. Questa condizione é indipendente dalla scelta della carta su
p. Se X ¢ liscio su ogni punto p € M, X é detto campo vettoriale liscio
su M.

Consideriamo ora la famiglia w = {w,}penr, dove w, € Altk(T,M). Data
g: W — M parametrizzazione locale, con W aperto di R™, e x € W, abbiamo
che
Dyg: R™ = Ty yM

¢ un isomorfismo, ed induce un isomorfismo
AltF(Dyg) « Alt* (T, M) — Alt"(R™).

Definiamo g*(w): W — AltF(R™) come la funzione il cui valore in z &
dato da

g (w)e = Altk(Dwg)(wg(x)) e g"(w)y = wy(z) per k = 0.

Definizione 16. Una famiglia w = {wp}penm di k-forme alternanti su T,(M)
¢ detta liscia se g*(w) € una funzione liscia per ogni parametrizzazione locale.

Linsieme di tali famiglie lisce é uno spazio vettoriale che indichiamo con
QF(M). In particolare, Q°(M) = C>(M,R).
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Lemma 26. Sia g; : W; — N una famiglia di parametrizzazioni locali con

N = gi(W;). Se g} (w) ¢ liscia per ogni i, allora w ¢ liscia.

Dimostrazione. Sia g : W — N una qualunque parametrizzazione locale, e
sia z € W. Vogliamo dimostrare che ¢g*(w) ¢ liscia vicino ad z. Scegliamo
un indice ¢ in modo tale che g(z) € g;(W;). Vicino a z possiamo scrivere
g=giog; og=gioh,dove h=g; ' og: g7 (g:(W;)) — W; ¢ una mappa

liscia tra aperti di spazi euclidei. Abbiamo quindi che

g9* (W) = (gio h)"(w) = h"(g; (w))

in un intorno di z, e la parte destra dell’'uguaglianza € una k-forma liscia per

ipotesi. O
Il differenziale esterno
d: QF (M) — QL (M)

pud essere definito attraverso parametrizzazioni locali g: W — M come

segue. Se w= {wp}pen € una k-forma liscia su M, allora
dpw = AP (Dyg)™") 0 du(g*w),  p = g(2).

Notiamo che d,w ¢ indipendente dalla della scelta della parametrizzazione
locale. Infatti, data una parametrizzazione locale g, una qualunque altra
parametrizzazione locale pud essere espressa localmente come go ¢, attraver-
so un diffeomorfismo opportuno ¢: U — W. Siano &i,...,&+1 € Tp,M.
Scegliamo vy, ...,vk+1 € R™ in modo tale che D;(g o ¢)(v;) = &;. Vogliamo

dimostrare che

dyg*(w)(wl, ceey wk+1) = dz(g o ¢)*(w)(v1, ceey Uk+1)

dove ¢(x) = y e Dyp(v;) = w;. Ma questo segue direttamente dalle equazioni

(god)* = ¢°(g"(w))
dg™(r) = ¢"d(r),

in cui 7 = g*(w).
E ovvio inoltre che d o d = 0. Abbiamo quindi definito un complesso di

catene

o QR (M) S QR S QR (M) L
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Abbiamo che QF(M) = 0 se k > dim M, in quanto Alt*(T,M) = 0 per
k > dim T,M. Un’applicazione liscia ¢: M — N induce un’applicazione tra
complessi ¢* : Q*(N) — Q*(M),

¢ (T)p = Altk(Dp(;S)(T¢(p)), conT € Qk(N), e (1) = To(p) Per k= 0.

Si definisce un prodotto bilineare w A 7 ponendo (w A7), = wp A Tp,

A QF(M) x QM) — QFFL (M.

Si puo dimostrare che ¢*w e w AT sono forme lisce. E inoltre facile vedere

che valgono le uguaglianze

dwAT) = dwAT+(=)FwAdr
wAT = (=DFrAw

per w € QF(M), 7 € QY(M).

Definizione 17. La p-esima coomologia di de Rham HP(M) di una

varieta M é il p-esimo spazio vettoriale di de Rham di Q*(M)

Il prodotto esterno induce un prodotto HP(M)x HY(M) — HP*9(M) che
dota H*(M) della struttura di algebra graduata. Notiamo che HP(M) =0
per p >n=dim M, o per p <O.

L’applicazione tra complessi ¢* indotta da un’applicazione liscia

¢: M — N induce a sua volta un’applicazione lineare
HP(¢) : HP(N) — HP(M).

La coomologia di de Rham diventa un funtore controvariante dalla cate-
goria delle varieta differenziabili e delle applicazioni lisce alla categoria delle

R-algebre graduate anti-commutative.

Definizione 18. (i) Una varieta differenziabile M"™ di dimensione n é detta
orientabile se esiste w € Q" (M™) con wy, # 0 per ogni p € M.

[{4

Tale forma w ¢ detta “forma” di orientazione su M.

(ii) Due forme di orientazione w, T su M si dicono equivalenti se T = f - w,
per una qualche f € Q°(M) con f(p) > 0 per ogni p € M.
Un’orientazione su M ¢é una classe di equivalenza di forme di orien-

tazione su M.
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Nello spazio euclideo R” possiamo considerare la forma di orientazione
dxi A ... ANdxy, detta “orientazione standard” di R".
Sia M™ varietd orientata attraverso la forma di orientazione w. Un base
bi,...,b, di T,M ¢ detta positivamente o negativamente orientata rispetto

ad w a seconda che il numero
wp(bl, .. ,bn) eR

sia positivo o negativo. 1l segno dipende esclusivamente dall’orientazione
determinata da w. Se w e 7 sono due forme di orientazione su M™, allora
T = f-w per una funzione unicamente determinata f € Q°(M), con f(p) # 0
per ogni p € M. Diciamo che w e 7 determinano la stessa orientazione in
p, se f(p) > 0. Equivalentemente, w e 7 inducono le stesse basi orientate
positivamente su T, M. Se M ¢ connessa, allora f ha segno costante su M,

e si ha quindi che:

Lemma 27. Su una varietd differenziabile connessa e orientabile esistono

esattamente due orientazions.

Se U & un sottoinsieme aperto di una varieta orientabile M™, allora un’ori-
entazione su U & indotta attraverso la restrizione di una forma di orientazione

definita su M. Per il viceversa vale il seguente:

Lemma 28. Sia V = (V;)ier un ricoprimento aperto di una sottovarieta
liscia M™.  Supponiamo che ogni V; sia dotato di orientazione, e che le
restrizioni delle orientazioni da V; e Vj a V; NV} coincidano per ogni i # j.
Allora M ammette un’unica orientazione, con la restrizione data sut V;, per

ogni i € 1.

Per la dimostrazione é necessario richiamare il seguente risultato sulle

partizioni dell’unita.

Teorema 21. Sia V = (V;);er un ricoprimento aperto di una varietd liscia
M™ C R Esiste una famiglia di applicazioni lisce ¢;: M — [0,1] (i € M)
tali che

(i) Supprr(p;) C Vi per ognii € I.

(ii) Ogni p € M ammette un intorno aperto in cui al pit un numero finito

di funzioni ¢; (i € I) non sono nulle.

(iii) Per ogni p € M abbiamo che ), ; ¢i(p) = 1.
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dimostrazione lemma 28. Indichiamo con w; € Q"(V;) la forma di orien-
tazione di V; per ogni i, e consideriamo una famiglia di applicazioni lisce

¢i: M — [0,1] che soddisfa le proprieta del teorema 21. Possiamo definire
w e Q"(M) come
w= diwi,

i€l
con ¢;w; estesa ad una n—forma definita su tutta la varieta M, semplicemente
imponendo che sia nulla in M \ Suppys(¢;). Questa & ancora una forma di
orientazione, in quanto per p € V; € M e by,...,b, base di T,M, con
wip(b1,...,bp) > 0, si ha che wy p(b1,...,b,) > 0 per ogni altro i’ con

p € Vi, e nella formula
Wp(bla ce 7bn) = Z ¢i(p)wi,p(b17 S bn)

tutti i termini sono o positivi o nulli. Quindi w é una forma di orientazione
su M, ebi,...,b, sono orientati positivamente rispetto ad w. L’orientazione
di M determinata da w ha le proprietd volute. Se 7 ¢ un’altra forma che

dota M di un’orientazione che soddisfa le stesse proprieta, allora 7= f-w e

Tp(b1,...,bn) = f(p) - wp(b1,...,by). Dato che sia 7, che w), sono positive su
b1, ..., b, abbiamo che f(p) > 0. Abbiamo quindi che w e 7 determinano la
stessa orientazione. O

Definizione 19. Sia ¢: M* — M3 un diffeomorfismo tra due varieta orien-
tate attraverso le forme di orientazione w; € QO"(M}'). Allora ¢*(w2) ¢ una
forma di orientazione su M{'. Inoltre diciamo che ¢ “preserva l’orien-
tazione” (o che la inverte) se ¢*(w2) induce su M7 la stessa orientazione

di wy (rispettivamente di —wq).

Esempio 11. Consideriamo un diffeomorfismo ¢: Uy — Us tra sottoinsie-
mi aperti Uy e Uy di R™, entrambi dotati dell’orientazione standard di R™.

Sappiamo dall’esempio 4 (i) che
¢*(dxy N ... Ndxy) = det(Dypd)dxy A ... A dzy,

e possiamo quindi concludere che lapplicazione ¢ preserva l'orientazione se e
solo se det(Dy¢) > 0 per ogni x € Uy. Analogamente ¢ inverte l'orientazione

se e solo se tutti i determinanti Jacobiani sono negativi.



61

Per ogni punto di una varieta liscia orientata M"™ possiamo trovare una
carta h: U — U’, p € U, in modo tale che h sia un diffeomorfismo che preser-
va l'orientazione, considerando U con l’orientazione indotta da M, e U’ con
Vorientazione di R". (U, h) ¢ detta “carta orientata” di M. L’applicazione di
cambiamento di coordinate associata a due carte orientate di M & un diffeo-
morfismo che preserva ’orientazione.

Per un qualunque atlante di M costituito da carte orientate, ogni determi-
nante Jacobiano delle funzioni di transizione é positivo. Tali atlanti si dicono

“atlanti positivi”.

Proposizione 5. Se {h;: U; — U] | i € I} & un atlante positivo su M",
allora M™ ha un’orientazione unicamente determinata, e ogni h; ¢ una carta

orientata.

Dimostrazione. Per ciascun ¢ € I consideriamo su U; 'orientazione tale per
cui h; & un diffeomorfismo che preserva 'orientazione. Le due orientazioni
su U; N U; definite dalla restrizione delle orientazioni di U; e U; coincidono,

e la tesi segue direttamente dal lemma 28. O

Definizione 20. Una metrica riemanniana su una varietd differenziabile
M™ ¢ una famiglia di prodotti scalari { , >p su T,M per ogni p € M, e tale

che per ogni parametrizzazione locale f: W — M ed ogni coppia vi,ve € R™,

z = (Dg f(v1), Da f(v2))

¢ una funzione differenziabole su W.

E sufficiente che la condizione sia soddisfatta per le funzioni

con eq,...,e, base canonica di R". Queste funzioni sono dette “coef-
ficienti della prima forma fondamentale”. Per x € W la matrice quadrata
(gij(x)) di dimensione n & simmetrica e definita positiva.

Una varieta differenziabile munita di una metrica Riemanniana & detta
varieta Riemanniana. Su una sottovarieta liscia M™ C R! & possibile
considerare la struttura Riemanniana definita restringendo al sottospazio
T,M C R! il prodotto scalare usuale di RE.
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Proposizione 6. Se M"™ ¢é una varieta Riemanniana orientata, allora su
M™ ¢ definita la forma di orientazione volyr, univocamente determinata e
tale che

volpr(by, ..., by) =1

per ogni base ortonormale orientata positivamente dello spazio tangente T,M .

Diciamo voly; forma di volume della varieta M.

Dimostrazione. Sia w la forma di orientazione di M, w € Q"(M™). Conside-
riamo due basi ortonormali by, ..., b, e V], ..., b, dello spazio tangente T, M
orientate positivamente. Esiste una matrice ortogonale n x n che indichiamo

con C' = (cj;) tali che
b; = Z Cijbj,
j=1
e wy € Alt"(T,M) ¢ tale che
wp(by, ..., b)) = (detC)wy(by, ..., by).

Dalla positivita segue che detC' > 0, e quindi detC = 1. Esiste allora una
funzione p : M — (0, 00) tale che p(p) = wy(b1, ..., by) per ogni base ortonor-
male orientata positivamente b1,...,b, di T,M. Dobbiamo dimostrare ora

1

che p ¢ liscia; seguirebbe che voly; = p~ w & la forma cercata. Consideriamo

una parametrizzazione locale f che preservi l'orientazione, f: W — M"™, e

poniamo

0 .
Xi(g) = (8%) = Dyf(ej) € TyyM per1<j<neqeW.
q

Gli X(q) formano una base positivamente orientata di T¢(¢)M. Appli-
cando il processo di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt otteniamo una
matrice triangolare superiore A(q) = (a;;(q)) di funzioni lisce su W con
ai;(q) > 0, tali che

bz(Q) = Zai,j(Q)Xj(Q)v i=1,...,n
j=1

¢ una base ortonormale di Ty, M positivamente orientata. Allora

pofla) = wiqbi(q),...,bn(q) = (detA(q))wyrig)(X1(q), .-, Xn(q))
= (detA(q))(f*w)q(e1,. .., en).

e questo dimostra il fatto che p sia liscia.
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Proposizione 7. Sia f: W — M"™ una parametrizzazione locale che preser-
va lorientazione, e poniamo g;;(z) = (D;Ef(ei),Dxf(ej»f(x). Possiamo

esprimere l'immagine di volys attraverso f* in coordinate locali come
[*(volpr) = y/det(gij(x))dxy A ... Adxy,.

Dimostrazione. Si ripete la dimostrazione della proposizione precedente ma
partendo da w = volyy, da cui segue che p(p) = 1 per ogni p € M. Otteniamo
che

f*(volpy) = (detA(x)) " tdxy A ... A dxy.

Possiamo scrivere inoltre che

(0i(), bk(9)) p(q) = Oik = Z Zazj(Q)gﬂ(Q)akl(CI)-
j=11=1
Questa & la matrice identita, I = A(q)G(q)A(g)", con G(q) = (g;(q)).
In particolare (detA(q))?detG(q) = 1. Dato che detA(q) = [[aiu(q) > 0,

otteniamo

(detA(q))™! = \/detG(q).

L]
Esempio 12. Definiamo una (n — 1)-forma wo € Q" H(R™) come
woz (W1, .., wp—1) = det(x,wy, ..., wy_1) € Altn_l(R”),
per x € R™. Dato che wog(€1,...,€;,...,en) = (=1)"ta;, abbiamo
n —~
wy = Z (—1)1_1midx1 Ao ANdzp AL A dxy,.
i=1
Sex € S" L ewy,...,wy_1 ¢&una base per T,S" 1, allora {x, w1, ..., wy_1}

diventa una base di R", e wor # 0. Seque che wygn—1 = i*(wo) ¢ una forma
di orientazione su S

Rispetto all’orientazione di S™ 1 data da wy, la base wy, ..., wn_1 di TpS™ !
é orientata positivamente se e solo se la base x, w1, ..., wy_1 di R™ ¢ orienta-
ta positivamente. Considerando S™~1 con la struttura Riemanniana indotta

da R™ abbiamo che

volgn—1 = Wo|gn-1.
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Possiamo costruire una (n — 1)-forma chiusa w su R™ \ {0} con wjgn-1 =

volgn—1 ponendo w = r*(volign-1), dove r: R\ {0} — 5" ¢ la mappa
Lo, Per x € R"\ {0}, w, € Alt""Y(R") ¢ data da

r(@) =1z

. >Un71) = Wor(x) (DI’F(Ul), cee >Da:7a(vn71))
= |lz|| " det(z, Dpr(vy), . .., Der(va_1)).

wg (V1 - -

Possiamo ora dimostrare che
0 sev € Rz
DIT(U) = -1 €
vl|x]| se v € (Rx)
Per dimostrarlo consideriamo una curva liscia v: I — R™ \ {0}, tale
che v(0) = z, e 4(0) = v. Per la definizione di Dyr e dell’applicazione r,

POSSLAMO SCrivere

d Cd o) ABIOI = T 2 (0, 4)
(Dar)(v) = ar(V(t))u:o AL o = 2”7”2 o

che, calcolato int =0, ci da

vzl =zl (2, v)
(eI

dai cui st ottengono tmmediatamente 4 risultatt voluti nei casi in cui

v e (Rz)t ov € (Rx). Postov =u+w, conu ev proiezioni rispettivamente

sullo spazio Rz e Rzt possiamo quindi scrivere
Dor(v) = Dyr(u+w) = 0+ Dyr(w) = ||z]|  w.
Indicando con w; la proiezione ortogonale di v; su (Rz):, si ha che

We(v1, ... 0n—1) = |z|| "det(z,wn, ..., wup—1) = ||z]| "det(x,v1,...Vp—-1)

- HxH_nsz(Ula ceey Un—l)-

Quindi la forma chiusa w é data da

1 & A —
w = BE Z (—1)’_1xid:p1 Ao NANdx; NN dxg,.

i=1
Esempio 13. Per Uapplicazione antipodale

A: 8" 59l Ap =g
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abbiamo che
A*(volgn—1) = (—=1)"volgn-1,

e A preserva lorientazione se e solo se n & pari. In questo caso otleniamo
una forma di orientazione T su RP" 1 tale che 7*(7) = volgn-1, dove
7 8" 5 RP L Pera e S71,

1,571 Dl p, gn—1

¢ un’isometria lineare. Esiste quindi una struttura Riemanniana su RP"!

caratterizzata dalla richiesta che 'isomorfismo
7,51 25 T RP

sia un’isometria per ogni x € S"1. Se n & pari e RP""! ¢ orientato come
prima, si ottiene T (volgpn-1) = volgn-1. Viceversa supponiamo che RPm—!
sia orientabile, e che n > 2. Scegliamo un’orientazione e indichiamo volgpn—1
la forma di volume che ne risulta. Dato che Dy¢ & un’isometria, m*(volgpn—1)
deve coincidere con £volgn-1 tn ogni punto, e per la conlinuila il segno deve
essere localmente costante. S™' ¢ connesso, il segno ¢ quindi costante su

tutto S"'. Ne consegue che
7 (volgpn-1) = dvol k™,

con 0 = x1. Possiamo applicare A* e utilizzare 'equazione m o A = w per

ottenere

(—1)"dvolgn-1 = 0A"(volgn-1) = A** (volgpn-1)

== (7T o A)*(UOZR]mel) == F*(UOZRIP)nfl) == (S'UOlSnfl.

Questo richiede che n sia pari, e quindi implica che RP"™! ¢ orientabile

se e solo se n & pari.

Osserviamo che per due varieta differenziabili M"™ e N il prodotto carte-
siano M™ x N™ & ancora una varieta differenziabile, di dimensione m + n.
Per una coppia di carte h: U — U" e k: V — V' di M ed N rispettivamente,
possiamo utilizzare h x k: U x V. — U’ x V' come una carta di M x N.
L’insieme di tali carte prodotto forma un atlante differenziabile su M x N.

Per p € M e g € N esiste un isomorfismo naturale

T(pq)(M x N) = T,M & T,N.
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Se M ed N sono orientate, nella costruzione dell’atlante sul prodotto si pos-
sono utilizzare carte orientate (U,h) e (V, k). Il diffeomorfismo di trasfor-
mazione di coordinate tra le carte (U x V, h x k) soddisfa le condizioni della
proposizione 5. Otteniamo quindi un’orientazione su M x N. Se le orien-
tazioni su M ed N sono date rispettivamente delle forme w € Q™ (M) e
o € Q"(N), Dorientazione sul prodotto & data dalla forma 7}, (w) A 7} (o),
dove my; e mn sono le proiezioni di M x N su M ed N.

Nel seguito considereremo una varieta liscia M™ C R™** di dimensione
n. In ogni punto p € M é definito lo spazio vettoriale normale TJDML di
dimensione k. Un campo vettoriale normale Y su un aperto W C M ¢é
un’applicazione liscia Y : W — R"** con Y (p) € T, M+ per ogni p € W. Nel
caso in cui k = 1, e ogni Y (p) abbia norma unitaria, Y & detto applicazione
di Gauss. E sempre possibile definire localmente una tale applicazione. Vale

infatti il seguente:

Lemma 29. Per ogni pg € M™ C R™* esiste un intorno aperto W di pg
su M e una famiglia di campi vettoriali normali lisci Y; (1 < j < k) definita
su W tale che Y1(p),...,Yr(p) formano una base ortonormale di TpML per
ognip € W.

Dimostrazione. Dato un sistema di coordinate su pg € M, esistono X1,... X,
campi vettoriali tangenti che in ogni punto p definiscono una base per T, M.
Scegliamo una base Vp,...,V; di TPOML.

Il determinante della matrice quadrata di dimensione (n + k) di colonne
X1(p)s - Xn(p), Vi, -, Vi

det(Xl(p>? . 'aXn(p)vvia .. 'aVk)v

¢ non nullo in pg, ed é inoltre diverso da zero in ogni p appartenente ad
un qualche intorno W di pg su M. Applicando 'algoritmo di ortonormaliz-
zazione di Gram-Schmidt alla base di R*+*

Xl(p)a"'aXn(p)vma"'aVk (pEW)
otteniamo la base ortonormale

X1(p)s- -+, Xn(P), (D), - .., Yi(p),

i cul primi n vettori generano T,M. Le formule dell’ortonormalizzazione
mostrano che X; e Y; sono funzioni differenziabili su W al variare di p, e che

quindi Y7, ..., Y} soddisfano le proprieta volute. O
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Proposizione 8. Data M™ C R*"! sottovarieta differenziabile di codimen-
stone 1, esiste una corrispondenza biunivoca tra i campi vettoriali normali
lisci Y definiti su M e le n-forme in Q" (M). Questa associa al campo Y la

n-forma w = wy data da
wp(Wh, ..., Wy) =det(Y(p), Wi,...,Wy)

perp € M, W; € T,M. Inoltre la relazione descritta induce una corrispon-
denza biunivoca tra le applicazioni di Gauss Y: M — S™ e le orientazioni su
M.

Dimostrazione. Se p € M, dato che Y(p) ¢ T,M, Y(p) = 0 se e solo se
wp = 0. Dato che wy dipende linearmente da Y, l'applicazione Y — wy
¢ lineare, e dunque deve essere iniettiva. Se Y & un’applicazione di Gauss,
wy € una forma di orientazione, e si puo facilmente notare che wy é esatta-
mente la forma di volume associata all’orientazione determinata da wy e alla
struttura Riemanniana indotta da R™*1. Se su M ¢é possibile definire un’ap-
plicazione di Gauss Y ogni elemento in "(M) ha la forma f-wy = wyy per
qualche f € C*°(M,R), e la tesi & immediata. Dai risultati precedenti sap-
piamo che un’applicazione di Gauss & sempre definibile localmente, e quindi
che M puod essere ricoperta da insiemi aperti, per ciascuno dei quali esiste
un’applicazione di Gauss. Per ognuno di questi vale la corrispondenza, e il
caso globale segue automaticamente.

Un’orientazione di M determina una forma di volume voly, e dalla proprieta
appena dimostrata otteniamo Y tale che wy = volp;. La Y cosi definita é

un’applicazione di Gauss. O

Teorema 22 (Teorema degli intorni tubolari). Sia M™ C R"** una
sottovarieta differenziabile. Esiste un insieme aperto V.C R"F che contiene

M, e un’estenstone di idys ad un’applicazione liscia r:' V. — M, tale che

(i) Perx eV eye M, ||lx—r(x)| <|z—yl, e vale l'uguaglianza se e solo

sey=r(x).

(ii) Per ogni p € M la fibra v—(p) ¢ una palla aperta contenuta nel sot-
tospazio affine p + TpML, con centro p e raggio p(p), con p funzione
liscia positiva su M. Se M é compatto allora p puo essere considerata

costante.



(iii) Se e M — R € una funzione differenziabile, e 0 < e(p) < p(p) per ogni
p € M, allora

Se={zeV||z—r)|=cr)}
¢ una sottovarietd liscia di R" % di codimensione .

V =V, ¢ detto intorno tubolare aperto di M di raggio p.

Concludiamo il capitolo con alcune applicazioni del teorema degli intorni
tubolari. Indichiamo con (V,4,7) un intorno tubolare di M, in cui ¢ rapp-
resenta l'inclusione i: M — V e r: V. — M la retrazione differenziabile che
verifica la relazione r o1 = idy;.

Per gli spazi di coomologia abbiamo che
H%i) o H(r) = idga(pp).-
Segue che H(i): HY(V) — HY(M) & suriettiva, e H(r) : HY(M) — H*(V)
¢ iniettiva.
Proposizione 9. Per ogni varieta differenziabile compatta M™, tutti gli spazi

di coomologia HY(M) hanno dimensione finita.

Dimostrazione. Possiamo assumere che M™ sia una sottovarieta di R"t% e
che (V,i,r) sia un suo intorno tubolare. Dato che M ¢& compatta possiamo
trovare un numero finito di palle aperte Uy, ..., U, in R*** tali che U = Uu;
soddisfi la relazione M C U C V. Ora abbiamo l'inclusione : M — U e
un’applicazione differenziabile r;;: U — M tale che rjy ot = idp. Questo
mostra che

Hei) : H(U) — HY(M)

é suriettiva, e la tesi segue dal teorema 9. O

Proposizione 10. Date My ed My sottovarieta differenziabili di spazi Eu-

clidet, valgono le sequenti proprieta:

(i) Se fo, f1: My — Ms sono omotope, allora

H%fo) = HY(f1) : H(Ms) — H*(M)).

(ii) Ogni mappa continua My — My é omotopa ad un’applicazione differen-

ziabile.
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Dimostrazione. Consideriamo gli intorni tubolari (V,,,4,,7,) di M,, per v =
1, 2. Per le proprieta della composizione di funzioni omotope, possiamo scri-
vere i3 0 fg o1 =iy 0 f1 or1. Segue che H%(iy o fyory) = H%(igo fiory), e
quindi

H%ry) o H(fo) o H(ip) = H%(r1) o H%(f1) o H%(iz).

Dal fatto che H%(r1) & iniettiva e H%(is) & suriettiva, possiamo concludere
che H(fy) e H(f1) coincidono.

Se ¢: My — My @ continua, possiamo utilizzare il lemma 19 (i) per
trovare un’applicazione liscia ¢g: Vi — V5 tale che ¢ = i3 0 ¢ or;. Per
un’applicazione liscia f = r90goiy : My — Mo, il lemma 18 mostra che
f=mo(igopor)oil =¢. O

Si puo facilmente provare, con dimostrazioni analoghe, che i risultati
contenuti nel teorema 11 e nel corollario 2, dimostrati nel caso partico-
lare di aperti di R™, sono validi anche nel caso pitl generale delle varieta

differenziabili.

Corollario 8. Se M™ C R"™* ¢ una varieta differenziabile e (V,i,7) ¢ un

suo intorno tubolare aperti, allora
Hei): H(V) = HY(M)

¢ un isomorfismo, e H(r) ¢ la sua inversa.

~

Dimostrazione. Abbiamo che r o ¢ = id)s, e inoltre i o r = idy, in quanto
V' contiene il segmento di retta che congiunge x ed r(x) per ogni x € V.
Per la proposizione 10 (i) possiamo concludere che H%(r) e H%(4) sono 1'una

l'inversa dell’altra. O

Esempio 14 (Calcolo degli spazi di coomologia di S™). Per n > 1 vogliamo
dimostrare che

HY(S™) =

0 altrimenti

{R sed=0,n

Sia i: S — R"TL\ {0} Uimmersione, e definiamo r : R\ {0} — S"
come r(x) = H%H Allora r o = idgn, i o1 = idgni1\(); seque immediata-
mente che H(i) : H4(R" 1\ {0}) — H(S™) ¢ un isomorfismo per qualunque
d. Dai risultati del teorema 13 sugli spazi di coomologia di R™\{0} otteniamo

la tesi.
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Nel caso in cui U; e U; siano aperti di una varieta differenziabile M™ C Rl,
la dimostrazione del teorema 7 pud essere ripetuta senza variazioni significa-
tive. Cosi come nel caso di aperti di R™ il risultato permette quindi la

definizione della sequenza di Mayer-Vietoris
— HP(U,UU,) 5 HP(Uy) @ HP(Us) 55 HP (UL N Uy) & HPYH UL U TR) —

Esempio 15 (Calcolo degli spazi di coomologia di RP"™1). Vogliamo calco-
lare gli spazi di coomologia di de Rham degli spazi proiettivi RP"™! per ogni

n > 2. Notiamo innanzitutto che
AltP (Do) : AltP (Tr(y RP" 1) — AlP(T,5" 1)
¢ un isomorfismo per ogni x € S"1. Abbiamo quindi che
QP (m) : QP (RIP’"_l) — QP(s™

¢ un monomorfismo, e troviamo che l'immagine di QP (m) coincide con l'in-
sieme delle p—forme w su S"~1 tali che A*w = w.
Dato che Ao A = idign—1, sappiamo che A* = QP(A): QP(S"1) — QP(S"1)
ha ordine 2, cioe ¢ tale che A* o A* = id|gp(gn-1y, € possiamo decomporla ne:
due autospazi

QPSP = QL (") @ QP (5
dove

Q% (§1) = Im(é(id +A").

di autovalori +1 e —1 rispettivamente. Da questo deriva la decomposizione

i somma diretta
QS =i (ST e r(S"h.
L applicazione m: S"~1 — RP" ! induce isomorfismo
Q*(RP") = Q7 (S™7H).

Abbiamo quindi

HP(S") = HP(QL(S"T) @ HP(Q(S"7)
o~ Hﬁ(snfl) @Hg(snfl)
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dove HY(S"™Y) ¢ il (& )-autospazio di A* su HP(S™™1).

Combinando questi risultati otteniamo che
HP(RP" 1) = gE (S"71).

e il sequente diagramma ¢ commutativo

H'H(R™\ {0}) — H"H(R"\ {0})

e e
*

A
anl(snfl) S anl(snfl)

in cui lapplicazione H" (R™\ {0}) — H" " Y(R"\ {0}) ¢ quella indotta
dall’applicazione lineare x — (—x) di R™ in sé. Il lemma 21 mostra invece
che Uapplicazione A* ¢ la moltiplicazione per (—1)". Ulilizzando l'esempio
14 ottentamo quindi che
R sep=0,n—1 pernpari

HP(RP" 1) = ‘ ‘
0 altrimenti.



Capitolo 8
Integrazione su varieta

Il primo passo di questo capitolo sard la definizione di un operatore

integrale
/ L QM(M") = R
M

sullo spazio vettoriale delle n-forme differenziali a supporto compatto, con
M™ varieta differenziabile di dimensione n. Estenderemo successivamente la
definizione di integrale a sottoinsiemi generici della varieta M™, e enunceremo
il teorema di Stokes. Infine saranno presentati alcuni esempi di calcolo degli

spazi H™(M™) per varietd compatte connesse ed orientabili.

Nel caso particolare in cui M™ coincida con R", considerato con l’orien-
tazione standard, possiamo scrivere una forma generica w € Q7 (R™) in modo
unico come

w= f(x)dxi A...\dxy,

con f € C*°(R™ R) funzione a supporto compatto. Definiamo quindi

/ w= f(x)dxy A ... Ndxy, = f(x)dpuy,
n Rn R’ﬂ

dove dyy, € I'usuale misura di Lebesgue su R"™.
La stessa definizione puo essere utilizzata per w € Q7(V), con V' C R™ aper-
to, in quanto w ed f sono estendibili in maniera differenziabile a tutto R"

semplicemente imponendo che siano identicamente nulle in R™ \ suppy (w).
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Lemma 30. Sia ¢: V — W un diffeomorfismo tra due sottoinsiemsi aperti
V e W di R", e supponiamo che il determinante jacobiano det(D,¢) abbia
segno costante § = £1 per x € V.. Per w € Q2 (W) abbiamo che

[ow=s[
1% w
Dimostrazione. Possiamo esprimere w come

w= f(x)dxi A...\dzxy,
con f € C°(W,R). Dall’esempio 4 segue che

o (w)(x) = " (f)(x)d*(dzr A ... Ndxy,)
= f(é(z))det(Dyp)dxy A ... Adxy,
Sf(o(x))|det(Dyop)|dzy A ... A day,.

La tesi segue quindi dal teorema di trasformazione degli integrali, che

afferma che
/ £ (@) dpin = / F(6(@))|det(D2 )| dn.
O

Proposizione 11. Data un’arbitraria varieta differenziabile M™ orientata,

esiste un’unica applicazione lineare

/M L QM (M") = R

tale che per qualungue w € QX (M™) di supporto contenuto in U, con (U, h)

carta orientata positivamente, vale la relazione

o= [, o
M h(U)

Lemma 31 (Proprieta dell’integrale). Valgono le sequenti proprieta:
(i) [y, w cambia segno quando Uorientazione di M™ viene invertita.

(ii) Se w € QZ(M™) ha supporto contenuto in un aperto W C M™, allora

f= b

con W considerato orientato secondo l'orientazione indotta da M.
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(iii) Dato ¢: N™ — M™ diffeomorfismo che preserva ['orientazione, si ha
[o=[ow
M N

Dimostrazione. Attraverso 'utilizzo delle partizioni dell’unita, possiamo ri-

che
per w € QI (M).

condurci al caso in cui suppps(w) € contenuto in un unico sistema di coor-

dinate. Tutte le proprietd sono dunque conseguenza diretta del lemma 30 e
/ w= / (h ™) *w.
M h(U)

Se l'orientazione di M ¢ indotta dalla forma o € Q"(M), una n-forma

della relazione
O

continua pud essere scritta in modo unico come fo, con f € CY(M,R), e il

supporto di fo coincide con quello di f.

/Mw N /h(U)(h_l)*W7

esteso alle n-forme continue, permette la definizione di un operatore lineare

L’integrale

I, :CY(M,R) - R; I(f)= [ fo.
M

Questo operatore lineare & positivo, ovvero I,(f) > 0 per f > 0. E
sufficiente dimostrarlo nel caso in cui supp(f) C U, dove (U, h) é una carta
C° orientata positivamente, in quanto possiamo sempre ricondurci a questo

caso attraverso l'utilizzo di una partizione dell’unita. Abbiamo quindi che

= o= I fo = oh Y x)o(x
Ig(f)—/Mf /h(m(h y i /h(U)f B () () dpn,

dove ¢ ¢ determinato dalla relazione (h~!)*(0) = ¢(x)dx1 A ... A dx,. Dato
che ¢ é positiva otteniamo che I,(f) > 0. Si pud dimostrare che I, determina

una misura positiva p, su M che soddisfa la relazione

/ F(@)dpo = / fo. feC®(MR).
M M

L’intera teoria dell’integrazione di Lebesgue diventa ora strumento utile nel-

Iintegrazione di forme su varieta differenziabili.
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Se M™ & una varietd Riemanniana orientata, la forma di volume volys
determina una misura py; su M™ analoga alla misura di Lebesgue su R"™.

Per un insieme compatto K, definiamo il volume K come

Vol(K):/ volpyr € R.
K

Definizione 21. Data M"™ varieta differenziabile, un sottoinsieme N C M™
¢ detto dominio a bordo liscio, o sottovarieta con bordo a codi-
mensione zero, se per ogni p € M esiste una carta (U h) su p, tale
che

MUNN)=hU)NR",

dove R™ = {(z1,...,2,) € R" | 1 <0}.

La condizione ¢ automaticamente verificata se p ¢ un punto interno o
esterno di N. Si puo infatti scegliere (U, k), con p € U, in modo tale che
h(U) sia contenuto in un semispazio aperto in R™ definito alternativamente
daz1 <0o0daz; > 0. Per definizione di bordo, se p € IN, allora h(p) ha la
prima coordinata nulla. Date (U, h) e (V,k) due carte definite su un punto

di bordo p € N, il diffeomorfismo di cambio di coordinate
p=koh L :WUNV) = kUNV)
induce una mappa
RUNV)NR? - E(UNV)NR",
la culi restrizione e il diffeomorfismo
U:h(UNV)NIR™Y — E(UNV)NORY,

La matrice Jacobiana nel punto ¢ = h(p) € OR™ per ¢ = (¢1,...,¢,) ha
la forma

99
o .0

*
Dyo =
D,V

*
Dato che Dy¢ ¢ invertibile, dobbiamo avere che (0¢1/0x1)(q) # 0. Sap-
piamo che ¢ mappa R"™ in R”, e abbiamo quindi che (0¢;/0z1)(q) > 0.
Un vettore tangente w € T),M in un punto di bordo p € N si dice esterno
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se esiste una carta differenziabile (U, h) su p tale che h(UNN) = h(U)NR™
e tale che la prima coordinata di Dph(w) € R™ sia positiva. Questo varra

quindi anche per ogni altra carta differenziabile su p.

Lemma 32. Sia N C M"™ un dominio a bordo liscio. Allora ON ¢ una
sottovarieta differenziabile di M™ di dimensione (n — 1).

Inoltre, se M™ (con n > 2) é orientata, esiste un’orientazione indotta su ON
tale che se p € ON e vi € T,M ¢ un vettore tangente diretto esternamente,
allora una base va, ..., v, di T,ON ¢ orientata positivamente se e solo se la

base vi,v2,...,v, di T,M ¢ orientata positivamente.

Dimostrazione. Ogni carta liscia (U, h) in M tale che h(UNN) = h(U)NR™
puo essere ristretta ad una carta (U NN, h|) su ON:

h :UNON — h(U)N ({0} x R*1).

L’insieme di queste carte forma un atlante differenziabile su ON.
Supponiamo ora che M" sia orientata. A meno di cambiare il segno di xs,
possiamo scegliere per ogni p € N una carta (U, h) su p dello stesso tipo e
che sia inoltre orientata positivamente. Le carte lisce (U N ON, h|) su ON,
definite a partire da queste ultime, hanno diffeomorfismi di trasformazione
che sono orientati positivamente, e determinano un’orientazione di N che

soddisfa le proprieta volute. O

Nel caso n = 1, un’orientazione su N consiste nella scelta di un segno,
+ o —, per ogni punto p € IN. Dato il vettore esterno v1 € T,M, al punto
p € assegnato il segno + se vy ¢ una base orientata positivamente di T),M, il

segno — se € una base orientata negativamente.

Osserviamo che per poter integrare n-forme w € Q7 (M) sui domini N

/w:/ 1yw
N M

dove 1y é la funzione con valore 1 su N e zero su punti esterni ad N.

con bordo liscio si pone:

Una O0—forma su ON & una funzione f : 0N — R. Se f ha supporto
compatto definiamo

=Y sgn(p)f(p).

ON pEON
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Teorema 23 (Teorema di Stokes). Sia N C M"™ un dominio con bor-
do liscio contenuto in una variets differenziabile orientata, e consideriamo
ON dotato dell’orientazione indotta da M. Per ogni w € Q"~Y(M), con
N N suppn(w) compatto, si ha che

dove i: ON — M ¢ linclusione.
Nel caso particolare in cui N = M, abbiamo il seguente risultato:

Corollario 9. Se M™ ¢ una varieta differenziabile orientata, e w € Q7?1 (M),

/ dw = 0.
M

Consideriamo ora una d-forma chiusa w su M"™. Un modo per dimostrare

allora

che le classi di coomologia [w] € HY(M) sono non nulle & dimostrare che

/Qf*(w) £0

per un’applicazione liscia f : Q% — M scelta in maniera adeguata, definita su
una varieta differenziabile orientata e liscia Q%. Se w = dr per una qualche
7 € Q4=1(M), dal corollario 9 abbiamo che

/Q Fr(w) = /Q a(f*(r)) = 0.

Si puo dimostrare inoltre che [w] = 0 se e solo se ogni integrale della forma

fQ f*(w) si annulla. Inoltre valgono i seguenti risultati:

Teorema 24. Se M"™ ¢é una wvarieta differenziabile connessa e orientata,

allora la sequenza
() S an )y R 0
e esatta.

Corollario 10. Per una varieta differenziabile connessa e compatta M",

Uintegrazione su M induce un isomorfismo

/M : H"(M™) 5 R.
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Concludiamo il capitolo con due esempi di applicazione del teorema di

Stokes e delle sue conseguenze.

Esempio 16. Consideriamo la (n — 1)-forma chiusa su R™ \ {0},

n

ST (1) wgday AL Adz AL A da,,
=1

1

w =
[

Per i risultats dimostrati nell’esempio 12, la preimmagine di w attraverso
Vinclusione di S"~1 ¢ la forma di volume volgn—1, che ha integrale positivo
su S"L. Possiamo quindi concludere, per le osservazioni fatte, che [w] # 0
in H""Y(R"\ {0}). Se n > 2, dato che HP(R"\ {0}) =R per p =n — 1,
possiamo dire che [w] ¢ una base per H" 1(R™ \ {0}). Abbiamo quindi un
isomorfismo

H'R"\ {0}) SR (n>2)

definito dall’integrazione su S™~ 1. L’immagine di [w] attraverso l'isomorfis-
mo dato é il volume
Vol(s"1) = / volgn-1.
Sn—l
Esempio 17. Il volume di S~ puo essere calcolato applicando il teorema
di Stokes a D™, considerato con l'orientazione standard di R"™, e utilizzando

la (n—1)-forma su R™ data da

n

wo = Z(—l)i_1$idl’1 /\.../\CZZ\L'/Z'/\.../\d:L'n.

=1
Dato che wygn-1 = volgn-1, e che dwog = ndxy A ... N dwzy, abbiamo che

Vol(S™ 1 —/

wo = / dwy =n-Vol(D").
Sn—1 n

Per induzione su m e attraverso una dimostrazione che utilizza il teorema

di Fubini, si puo dimostrare che

m 22m+1m!ﬂ_m
Vol(D*™) = "~ e Vol(D*™1) = = "0
oUD™) =y e Voll )= Gmr )
Questo porta a
Vol(§2m 1y =om’— =
ol( )= = o

22m+1m!ﬂ_m B 22m+1m!ﬂ.m
2m+1)!  (2m)!

Vol(S*™) = (2m + 1)



Capitolo 9
Il teorema di Hodge

L’obiettivo principale del capitolo & la dimostrazione del teorema di de-
composizione di Hodge, che ci permettera di dedurre alcuni importanti risul-
tati relativi agli spazi di coomologia di de Rham nel caso particolare di varieta
Riemanniane compatte e orientate. Per arrivare al teorema sono necessarie
alcune definizioni e risultati preliminari, tra i quali di particolare impor-
tanza sono la definizione dell’operatore di Laplace-Beltrami e le sue propri-
eta. In tutto il corso del capitolo M indichera una varieta Riemanniana di

dimensione n, compatta e dotata di orientazione.

Dato V spazio vettoriale orientato dotato di prodotto scalare, possiamo

definire una trasformazione lineare
x: QP(V) — Q"7P(V)

imponendo che per ogni base ortonormale ej,...,e, di V (e, in parti-
colare, per ogni riordinamento di una data base ortonormale), valgano le

seguenti proprieta:

(i) *(1) =Fe1 A ... Aep,

(ii) *(e1 A... Aep) = %1,

(iii) *(e1 A ... Aep) = Fepr1 A... Aey.

dove consideriamo il segno + o — a seconda dell’orientazione definita su V.
Si puo inoltre dimostrare, come conseguenza delle precedenti, che vale la
proprieta:

sk = (—1)P(P),

79
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E inoltre necessaria ai nostri scopi la definizione di un secondo operatore
§: QP(V) — QP~Y(V), che porta p-forme in (p — 1)-forme. Tale operatore

viene definito imponendo che valga la relazione
§ = (—1)PPHDHL gy

Sulle O-forme, § & semplicemente il funzionale lineare nullo.

Definizione 22. L’operatore di Laplace-Beltrami o Laplaciano A ¢

definito come

A =dd+dé
ed ¢é un operatore lineare su QP (M) per ogni p, con 0 < p < n.

E semplice notare che sulle funzioni di classe C'°° definite sullo spazio
n 9>
verificare che A commuta con %, ovvero che vale I'uguaglianza

euclideo R™, il Laplaciano coincide con l'operatore (—1) > e si pud

*A=Ax.

Definiamo un prodotto scalare sullo spazio vettoriale QP (M) delle p-forme

su M ponendo:

(@,6) = /Mom*ﬁ per a, 8 € QP(M)

e denotiamo la corrispondente norma come ||a||. Possiamo estendere questo
prodotto, definito per ciascun 0 < p < n, ad un prodotto scalare definito
sulla somma diretta » ', QP(M), imponendo che gli spazi QP(M) siano

tutti tra loro ortogonali.
Proposizione 12. § ¢ l'operatore aggiunto del differenziale d sullo spazio

> p—0 P (M), ovvero wale l'uguaglianza:

{da, B) = (@, 68) .

Dimostrazione. Per la linearita e l'ortogonalita degli spazi QP(M), la di-
mostrazione si riduce al caso in cui « sia una (p—1)-forma e § una p—forma,
e I'uguaglianza generale segue in maniera immediata.

In questo caso particolare si ha che

dla A*B) = darhxf+ (=1)Prandxp
= daAx*xf —aA*6f.
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Integrando entrambi i membri su M, e applicando il corollario 9 del teorema

di Stokes alla parte sinistra dell’'uguaglianza, otteniamo

0 = /M(da/\*ﬁa/\*éﬁ)
= (daNp)—(aNip).

e quindi (da, 8) = (@, 3). O
Corollario 11. A ¢ un operatore autoaggiunto, ovvero:
(Aa, B) = (0, AB) (a8 € QP(M), 0 < p<n).
Proposizione 13. Aa =0 se e solo se da =0 e da =0

Dimostrazione. La prima implicazione deriva in modo ovvio dalla definizione.
Infatti Aa & chiaramente nullo se dae = 0 e da = 0. Per il viceversa invece

possiamo scrivere, per la proposizione 12, che

(Aa,a) = ((dd+ dd)a, a)
= (dda, ) + (0da, @)
= (o, da) + (da, da) .

Si vede ora che Aa = 0 implica necessariamente che da =0 e da = 0. O

Corollario 12. Le uniche funzioni armoniche (cioé tali che Af = 0) definite
su una varieta Riemanniana compatta connessa e orientata sono le funzioni

costants.

Nel seguito A* indichera 'aggiunto dell’operatore A. Dato che A &
autoaggiunto, le due scritture hanno lo stesso significato, ma si preferisce
mantenerne la distinzione per la forma di alcune definizioni. I risultati che
vedremo in seguito, oltre ad essere utili nella nostra analisi delle coomologie
di de Rham, si inscrivono in un pitt ampio studio sulle condizioni necessarie e
sufficienti per 'esistenza di una soluzione di equazioni della forma Aw = a.
Molti sono i termini e le definizioni relativi a questo ambito che vengono
utilizzati nella dimostrazione di risultati a noi necessari per concludere.
Introduciamo quindi ora alcuni strumenti a noi utili, e in particolare necessari

per la dimostrazione del teorema di Hodge.
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Sia w una soluzione dell’equazione Aw = a. Abbiamo che

(Aw,¢) = (a,¢) per ogni ¢ € QP(M),

e inoltre

(w0, A6) = (0, @) per ogni ¢ € W(M),
L’ultima uguaglianza suggerisce che possiamo vedere una qualunque soluzione
dell’equazione Aw = « come un certo tipo di funzionale lineare definito su
QP(M). Abbiamo infatti che w definisce un funzionale limitato e lineare [ su

QOP(M) attraverso la relazione

1(B) = (w,B) per ogni ¢ € Q(M);

e, per i risultati visti, [ soddisfa
I(A™6) = {0, @) per ogni ¢ € QP(M),

Questo modo di vedere la soluzione risulta estremamente utile, permettendo
I'utilizzo di svariate tecniche proprie dell’analisi funzionale nella risoluzione
di questo tipo di equazioni. Tale funzionale ¢ detto soluzione debole per
I’equazione Aw = . Abbiamo quindi che una soluzione debole di Aw = «

¢ un funzionale lineare limitato [: QP(M) — R tale che

I(A*¢p) = (a, ) per ogni ¢ € QP(M).

Ogni soluzione ordinaria w € QP(M) dell’equazione in esame determina
quindi una soluzione debole attraverso le relazioni viste. Vediamo inoltre che

anche il viceversa & vero:

Teorema 25 (Teorema di regolaritd). Sia o € QP(M), e sia | una soluzione
debole dell’equazione Aw = a. Esiste allora w € QP(M) tale che

1(B) = (w,B)
per ogni 3 € QP(M). Di consequenza, Aw = a.

Per la dimostrazione del teorema di Hodge ci saranno utili anche i seguen-

ti risultati:

Lemma 33. Sia {a,} una successione di p—forme lisce su M tali che
lan]l < ¢ e ||Aay|| < ¢ per ogni n e per una qualche costante ¢ > 0. Allora

{an} ammette una sottosuccessione di Cauchy in QP (M).
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Definizione 23. Definiamo lo spazio HP come
H? ={we QP(M) : Aw = 0}.

Gli elementi di HP sono detti p—forme armoniche.

Teorema 26 (Teorema di Hahn-Banach). Se M ¢ un sottospazio di uno
spazio vettoriale normato X ed f é un funzionale lineare limitato su M,

allora f puo essere esteso ad un funzionale lineare limitato F' su X, tale che
11l = [1£1]-

Lemma 34. Esiste una costante ¢ > 0 tale che
18Il < c||AB||  per ogni B € (HP)",

dove con (HP)* indichiamo il sottospazio di QP(M) costituito da tutti gli

elementi ortogonali ad HP.

Siamo ora in possesso di tutti gli strumenti necessari per dimostrare il

risultato centrale di questo capitolo:

Teorema 27 (Teorema di decomposizione di Hodge). Per ogni in-
terop, 0 < p < n, HP ¢ uno spazio a dimensione finita. Inoltre per lo
spazio QP (M) delle p—forme lisce su M wvalgono le sequenti decomposizioni

in somma diretta:

QF(M) = AQP)@ HP
= do(QP) @ 6d(QP) @ HP
= dHesrt) o or.

Di conseguenza, l'equazione Aw = a ammette soluzione w € QP (M) se e solo

se la p—forma o ¢ ortogonale allo spazio delle p—forme armoniche.

Dimostrazione. Se per assurdo gli HP fossero spazi a dimensione infinita,
sarebbe possibile trovare una successione ortonormale infinita di elementi di
HP. Ma per il lemma 33 questa dovrebbe ammettere una sottosuccessione
di Cauchy, fatto impossibile per 'ortogonalita. Gli spazi HP hanno quindi
dimensione finita per ogni p.

Per la seconda parte del teorema, & sufficiente dimostrare 1'uguaglianza
OP(M) = A(QP) @ HP, mentre le successive uguaglianze derivano diretta-

mente dalla definizione di A e dalle sue proprieta. Data {wi,...,w;} base
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ortonormale di HP, una forma arbitraria o € QP(M) pud essere scritta in

maniera unica come
l

a:B—i—Z(a,wai

i=1
con f3 forma opportuna in (HP):. Abbiamo quindi la decomposizione in

somma diretta di spazi ortogonali
QP (M) = H** @ HP.

Il teorema sara quindi dimostrato con la dimostrazione dell’uguaglianza
(HP)+ = A(9P). Indichiamo con H l’operatore proiezione di QP(M) su H?,
ovvero 'operatore definito in modo tale che H(«) sia la parte armonica di
a. B immediato vedere che A(QP) C (HP)*,. Infatti per w € QP e a € HP,
abbiamo che

(Aw, a) = (w, Aa) =0

per definizione di HP.

Vogliamo ora dimostrare I'inclusione inversa (HP)~ C A(QP).
Consideriamo « elemento fissato in (HP): e definiamo un operatore I su
A(QP) ponendo

[(Ap) = (a,¢) per ogni ¢ € QP(M).

L’operatore [ ¢ ben definito; infatti, se A¢py = A¢o, per la linearita di A si
ha che ¢1 — ¢ € HP, e quindi che (a, ¢1 — ) = 0. Inoltre [ ¢ un funzionale
lineare limitato su A(€2?). Infatti, fissando ora ¢ € QP(M), e p = ¢ — H(o),

e utilizzando la disuguaglianza 34, otteniamo:

[(Ag)l = [I(AY)] = [{e, ) | < [lell[¥l
< clalllay]l = clallAdll.

Per il teorema di Hahn-Banach [ si estende ad un funzionale lineare
limitato su QP(M), ed ¢ quindi una soluzione debole dell’equazione Aw = a.
Per il teorema 25 esiste w € QP(M) tale che Aw = a. Abbiamo quindi che

(HP)™ = A(P),

e il teorema di Hodge ¢ dimostrato. O
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Definizione 24. Definiamo l’operatore di Green G: QP(M) — (HP)*
imponendo G(«) sia uguale all’unica soluzione dell’equazione Aw = o —
H(a) in (HP):. Si puo dimostrare che G & un operatore lineare limitato
e autoaggiunto, che porta successioni limitate in successioni che ammettono

sottosuccessioni di Cauchy.

Proposizione 14. G commuta con d, § e A. In generale infatti G commuta

con qualunqgue operatore lineare che commuta con il Laplaciano A.

Dimostrazione. Supponiamo che TA = AT con T: QP(M) — Q4(M).
Sia mgpy1 la proiezione di QP(M) su (HP)*. Per definizione di G possiamo
scrivere

G = (A ‘ (Hp)J')_l Oﬂ_(Hp)L.

Il fatto che TA = AT implica che T(HP) C HY e, dato che (HP)+ = A(QP),
questo implica anche che T((HP)Y) C (H?)*. Segue I'uguaglianza

To ﬂ-(Hp)L = F(Hq)i oT,

e, su (HP)*,
To(A[(HP)T)=(A|(H)")oT,

e quindi (HP)*,
To(A|(HY)) = (A (H)) " oT.
Dalle uguaglianze possiamo concludere che G commuta con T O

Teorema 28. Ogni spazio di coomologia di de Rham di una varietd Rieman-

niana M compatta e orientata contiene un unico rappresentante armonico.

Dimostrazione. Sia a una p-forma arbitraria su M. Dal teorema di decom-

posizione di Hodge e dalla definizione dell’operatore di Green G, abbiamo
a=déGa + ddGa + Ha.

Dato che G commuta con d, possiamo scrivere
a=ddGa + 6Gda + Ha.

Se « ¢ una forma chiusa,

a=déGa+ Ha,



e quindi H« € una p-forma armonica contenuta nella stessa classe di coomolo-
gia di de Rham di «. Se due forme armoniche «y e ao differiscono per una

forma esatta dg, allora abbiamo che
0=4df+ (a1 — ag).
Ma df e (a1 — ap) sono ortogonali, dato che

<d6,0¢1 - Oz2> = <5,50(1 - (5@2) = <ﬁ,0> =0.

Quindi df = 0 e a1 = ao. Esiste quindi un’unica forma armonica in ciascuna

classe di coomologia di de Rham. O

Conseguenza diretta di questi risultati & il corollario seguente, gia di-
mostrato nei capitoli precedenti (proposizione 9) mediante gli intorni tubo-
lari, ma che pud essere provato in maniera pilti semplice attraverso gli stru-

menti introdotti in questo capitolo.

Corollario 13. [ gruppi di coomologia di de Rham per varietd differenziabili

compatte orientabili sono tulti o dimensione finita.

Dimostrazione. Ogni varieta differenziabile puo essere dotata di una metrica
Riemanniana. Il corollario segue quindi direttamente dal teorema 28 e dal
fatto che gli spazi delle forme armoniche H? abbiano sempre dimensione
finita. O

Concludiamo con due ulteriori proprieta degli spazi di coomologia, che

discendono direttamente da quelle precedenti:

Teorema 29 (Dualita di Poincaré). Data una varieta Riemanniana M

compatta, orientata di dimensione n, ¢ possibile definire un isomorfismo
H""P(M) = (H"(M))*

dove con (HP(M))* si indica il duale dello spazio di coomologia HP(M).

Corollario 14. Se M ¢ una variete differenziabile compatta, connessa e

orientabile di dimensione n, allora

H™(M)

1

R.
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