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Introduzione

L’obiettivo di questa tesi consiste nel fornire due diverse dimostrazioni del Teore-
ma di Seifert-Van Kampen, il quale rappresenta un notevole risultato nell’ambito
della topologia algebrica in quanto consente di calcolare il gruppo fondamentale
di spazi topologici particolarmente complicati, attraverso la loro decomposizione
in sottoinsiemi aperti per i quali il calcolo del gruppo fondamentale risulti piu
agevole.

Nel primo capitolo, saranno introdotti i concetti di omotopia tra applicazioni
continue, di gruppo fondamentale di uno spazio topologico e di prodotto libero di
gruppi, mettendone in evidenza le rispettive proprieta che utilizzeremo nel resto
della trattazione.

Il secondo capitolo é interamente dedicato al Teorema di Seifert-Van Kampen, che
sara proposto in due differenti versioni. Nella prima parte, dopo aver introdotto
alcune utili notazioni che metteranno in evidenza le proprieta del prodotto tra
archi e classi di archi, enunceremo il Teorema nella sua versione piu classica per
poi esporlo anche nella sua versione universale. Dopo aver dimostrato la prima
versione, mostreremo in che modo quest’ultima sia conseguenza della proprieta
universale espressa nella seconda, per poi dedicare I'ultima sezione del capitolo
all’analisi di alcune interessanti applicazioni del Teorema.

Il terzo capitolo mette in luce l'interessante legame esistente tra il concetto di
gruppo fondamentale e la teoria dei rivestimenti. Sara data a tal proposito un’ap-
profondita classificazione di questi ultimi mediante ’analisi di una serie di impor-
tanti risultati ed esempi riguardanti in particolar modo i rivestimenti universali
e regolari, introducendo inoltre il concetto di spazio topologico semilocalmente
semplicemente connesso.

Nel quarto capitolo, sfruttando la teoria dei rivestimenti, proporremo la dimostra-
zione del Teorema di Seifert-Van Kampen dovuta a Grothendieck, nelle ipotesi
che gli spazi topologici considerati siano "ragionevoli", ossia connessi, localmente
connessi per archi e localmente semplicemente connessi. E’ interessante osservare

che tali ipotesi risultano soddisfatte dalla maggior parte degli spazi topologici di



uso comune ed in particolar modo dalle varieta topologiche; osserviamo inoltre
che la dimostrazione di Grothendieck risulta essere molto piit breve ed elegante

rispetto a quella proposta nel secondo capitolo.
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Capitolo 1

Omotopie e gruppo fondamentale

1.1 Omotopia tra funzioni continue

Siano X, Y due spazi topologici ed f,g: X — Y due applicazioni continue; diremo

che f, g sono omotope se esiste un’applicazione continua
F: X xI—=Y, I=10,1],
detta detta omotopia tra f e g, tale che
F(z,0) = f(z), F(z,1)=g(x), Vo e X.

Due applicazioni omotope f, g saranno denotate con la scrittura f ~ ¢g. In par-
ticolare, 'omotopia tra funzioni continue induce una relazione d’equivalenza tra
spazi topologici: diremo che due spazi topologici X, Y sono omotopicamente equivalent:
se esistono due funzioni continue f: X — Y e g: ¥ — X tali che

gofruidx,  fog~idy

e scriveremo X ~ Y. Nel caso in cui X = I, un’applicazione f: I — Y ¢ detta
arco di estremi f(0), f(1); I'applicazione ¢,: I — Y, ¢,(I) =y = f(0) definisce
I’arco costante. 11 concetto di omotopia tra archi ¢ banale, in quanto ogni arco é

sempre omotopo all’arco costante mediante ’omotopia definita come
F:IxI—=Y, F(zt)=f((1-t)x).

Pertanto, il concetto di omotopia viene esteso introducendo quello di omotopia relativa.
Dati due spazi topologici X,Y ed un sottoinsieme A C X, diremo che due ap-
plicazioni continue f, g sono omotope relativamente ad A se esiste un’omotopia
(relativa ad A) F: X x I — Y definita in modo tale che F(a,t) non dipenda da
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t per ogni a € A. ’omotopia relativa tra due funzioni f, g rispetto ad un dato
sottoinsieme A C X, viene messa in evidenza dalla notazione f ~4 g, la quale é

giustificata dalla seguente

Proposizione 1.1.1. Siano X,Y due spazi topologici e A C X. Allora ~ 4 defi-
nisce una relazione d’equivalenza sull’insieme C(X,Y) delle applicazioni continue
da X Y.

Dimostrazione. Sia f € C(X,Y). Per dimostrare che ~,4 ¢ una relazione d’equi-
valenza osserviamo che la riflessivita si ottiene ponendo F(x,t) = f(z), V& € X.
Per mostrare la simmetria, supponiamo che f ~4 g mediante 'omotopia F(z,1);
allora g ~,4 f tramite 'omotopia definita da G(z,t) = F(z,1 — t). Sia infine
f ~a g tramite F' e g ~4 h tramite G; definendo H(z,t) come F(x,2t) per
0<t< % e come G(x,2t — 1) per % <t <1, si ottiene un’omotopia relativa ad

A tra f ed h, che mostra la transitivita. O

Un’importante proprieta dell’'omotopia ¢é la sua stabilita rispetto alla compo-

sizione, come afferma la seguente proposizione:

Proposizione 1.1.2. Siano X, Y, Z spazi topologici, fo, f1: X =Y, ego,q1: Y —

Z applicazioni continue. Se fo ~ f1 e go ~ g1, allora gy o fo ~ g1 0 fi.

Dimostrazione. Sia F': X x I — Y un’omotopia tra fy ed fi e G:Y x I —
Z un’omotopia tra go e g;. Allora 'applicazione H: X x I — Z, H(x,t) =
G(F(x,t),t) ¢ un’omotopia tra gg o fo € g1 o f1. O

Vale inoltre il seguente lemma:

Lemma 1.1. Sia F': I x I — X un’applicazione continua e siano f, g, h, k archi
in X tali che: f(s) = F(s,0), g(s) = F(1,s), h(s) = F(0,s) e k(s) = F(s,1).
Allora f-g~h-k.
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1.1.1 Retratti

Riportiamo ora alcune definizioni che legano uno spazio topologico X ad un suo

sottoinsieme A C X ed alcuni esempi:

e A ¢ un retratto di X se esiste una funzione continua r: X — A, detta
retrazione di X su A, tale che r oi = id, o, equivalentemente, rj4 = id4,

dove i: A — X é I'inclusione;

e A é un retratto di deformazione di X se esiste una retrazione r: X — A,
tale che tdx ~ 7 or o, equivalentemente, se e solo se esiste F': X x [ —- X
tale che F(z,0) =z, F(z,1) € A,Vx € X, F(a,1) =a,Va € A,

o A é un retratto forte di deformazione di X se esiste una retrazione r: X —

A, tale che idx ~ 107, ossia se e solo se esiste F': X x I — X tale che
F(z,0) ==z, F(z,1) € A,Vz € X, F(a,t) =a,Va € A, Vt € I.

Esempio 1.1.1. Il cerchio S' & un retratto forte di deformazione del cilindro.
Consideriamo il cilindro
C={(r,y,2) ER*a*+¢°=1,-1< 2 <1}

ed il cerchio
St ={(z,y,2) € R*}a> + > =1,2 = 0}.

Osserviamo anzitutto che si tratta di due spazi omotopicamente equivalenti e, in
particolare, S & un retratto forte di deformazione del cilindro C. Si considerino

le applicazioni seguenti:
r: C — S, r(z,y, z2)=(z,y,0)

e 'inclusione naturale
i:S'—C.

Si ha che r o7 = idg1, uguaglianza immediata, ed ids ~ i or, la quale si dimostra
nel seguente modo. Sia F': C x I — C, F(z,y,z;t) = (x,y, (1 — t)z). Allora

F(%Z/?Z;(D = <x7y7 Z) = Z.dC(x7y7 Z)

F(z,y,21) = (2,y,0) = (ior)(z,y, 2).
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—m -

Esempio 1.1.2. La figura oo

La figura oo ¢ definita dall’unione dei due spazi C; = {x = (z1, z2)|(x; —1)*+
w3 =1} e Cy = {x = (21, 29)|(x1 + 1)? + 23 = 1}.
Lo spazio X = oo\ {(—2,0),(2,0)} si retrae per deformazione forte all’origine
(0,0) tramite 'omotopia F': X x I — X definita da

(1—t)x o
Fla.t) = { H((l—t)m(ll—_g(xl—t)m)\\ se x=(x1,22) € C1\ {(2,0)}
(A=D1 +1,0-0za)] ¢ ¥ = (z1,22) € Co\ {(-2,0)}

OONSE

Inoltre, la figura co ¢ un retratto forte di deformazione di R?\ {(—1,0), (1,0)}

N
T \I/‘ \I/ —
- < < -

/! T N7 T AN
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1.2 1l gruppo fondamentale

Per poter introdurre il concetto di gruppo fondamentale di uno spazio topologico,
occorre premettere la definizione di prodotto tra archi. Siano f,g: I — X due
archi definiti in uno spazio topologico X; il prodotto, detto anche concatenzione,

tra i due archi f, g é definito nella maniera seguente:

(f-9)(t) = f(a) Se? =2 (1.1)
g2t —=1) se;<t<1

IN
IA

IN
IN

Diremo che due archi f, g tali che f(0) = ¢g(0), f(1) = g(1) sono equivalenti se
sono omotopi relativamente a {0, 1}, denotando tale relazione d’equivalenza con
J ~{o1},F 9, mettendo in evidenza in tal modo 'omotopia relativa F' tra essi. La

classe [f] conterra tutti gli archi omotopi ad f relativamente a {0, 1}.

Lemma 1.2. Sia X uno spazio topologico e siano fo, f1, go, g1: I — X archi tali
che

fo(0) = f1(0),  fo(1) = fi(1) = go(0) = g1(0),  go(1) = g1 (1).
Supponiamo che fy ~{0,1} fieqo ~f{0,1} 91- Allora fo - go ~{0,1} fi-ag1.
Dimostrazione. Sia F' un’omotopia relativa a {0, 1} tra gli archi fy ed f; e con-

sideriamo inoltre un’omotopia G relativa a {0, 1} tra gli archi g e g;. Definiamo

I’applicazione H come segue:

F(2t,s) se()gtg%
H(t,s) =
G(2t—1,s) sei<t<1

o) fo(1) = f1(1)

40(0) = g1(0) ao(D)

Tale applicazione rappresenta un’omotopia relativa a {0, 1} tra fo-go e f1- f1;
infatti, in virta del lemma di incollamento, ¢ un’applicazione continua ed inoltre
si verifica che H(t,0) = (fo - g0)(t), H(t,1) = (f1 - g1)(t) e che H(0,s) = F(0, s),
H(1,s) = G(1,s) non dipendono dal paramentro s. O

A partire dal precedente Lemma, otteniamo la definizione di un particolare

"prodotto" tra classi di equivalenza di archi, dato da:
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Lf] - gl = [f - gl, (1.2)

dove f,g sono archi in X tali che f(1) = ¢(0). Riassumiamo le principali

proprieta di tale prodotto nel seguente teorema:

Teorema 1.1. Siano f,g,h: I — X tre archi definiti in uno spazio topologico X
tali che f(1) = g(0) e g(1) = h(0). Sia x = f(0) ed y = f(1). Allora valgono le

sequentt proprieta:

dove €, (rispettivamente [e,]) & larco costante e i(f): I — X & Uarco definito da
i(f)(t) = f(1 —t) che inizia in y e finisce in x.

Possiamo ora definire il gruppo fondamentale di uno spazio topologico X.
Dato uno spazio topologico X, sia x € X un punto fissato. Consideriamo I'insieme
definitoda {f: I — X|f(0) = f(1) = z}, ossia l'insieme di tuttiilacciin X basati

in z. Introduciamo su tale insieme la relazione d’equivalenza definita come segue:

f~g& f~ong

Si definisce gruppo fondamentale dello spazio topologico X, e si denota con (X, x),
I'insieme delle classi d’equivalenza dei lacci chiusi di base z nello spazio X, dotato
della struttura di gruppo topologico dall’operazione di concatenazione definita in
(1.1).

Se consideriamo due punti distinti x,y in uno spazio topologico X, in genera-
le non esiste alcun legame particolare tra i gruppi fondamentali di X basati

rispettivamente in x e in y, ma ¢ soddisfatta la seguente proprieta:

Proposizione 1.2.1. Se esiste un arco che congiunge il punto x al punto y, allora

esiste un isomorfismo tra (X, z) e m (X, y).

Dimostrazione. Definiamo un arco f: I — X da f(0) =z a f(1) = y e un laccio
g: I — X basato nel punto z. Se i(f) é 'arco definito da i(f)(t) = f(1 — 1),
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allora i(f) - g - f € un laccio basato in y, come mostra la seguente figura:

: /Y
I
/g\} g(I) T
I
L’applicazione
up: m(X, @) = m(X,y),  up(lg)) =[i(f) - g- f] (1.3)

risulta essere ben definita, grazie al risultato espresso nel lemma 1.2. Inoltre,
uy € un omomorfismo invertibile di gruppi, e quindi un isomorfismo. Infatti,

considerati [g], [h] € m1 (X, x), per il lemma 1.2, si ha

us(lg] - [h]) = ug(lg - h]) =[i(f)-g-h-f]

=[i(f)-g-f-i(f)-h- 1]
=[i(f) -9 ] [i(f)-h-f]
= us(lg]) - ug([R]).

L’inversa di uy ¢ definita da

wiy: (X, y) = m(Xox),  wy =[fk-i(f)], Ve € m(X,y).

1.2.1 Omomorfismo indotto da applicazioni continue

Consideriamo un’applicazione continua ¢: X — Y e z € X, e definiamo la

seguente applicazione:

po: m(X,2) = MY, o(x),  eullf]) = lpo fl, (1.4)

dove f ¢ un laccio di base z in X e ¢ o f ¢ un laccio di base ¢(x) in Y.
L’applicazione risulta essere ben definita e costituisce un omomorfismo di grup-
pi, detto omomorfismo indotto dall’applicazione ¢ sui gruppi fondamentali. Per

verificarlo, osserviamo che:

2« (Lf1lg]) = @« ([f-g]) = lpo(f-g)] = [(pof)-(pog)] = [gofl-leog] = @x([f])-+(l9]),

per ogni [f], [g] € m1(X, x). Le proprieta principali di tale omomorfismo sono

espresse dal seguente teorema:
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Teorema 1.2. Siano X,Y, Z spazi topologici, ¢ € C(X,Y) ey € C(Y,Z). Sono

allora soddisfatte le sequenti proprieta:
1. (Yop) =1 opy
2. (idx)s = idy (x2), Vo€ X;
3. se ¢ & un omeomorfismo con inversa V:Y — X, allora l'applicazione

o m(X,z) = (Y, p(x)) € unisomorfismo con inversa . : m (Y, o(x)) —
T (X, x), per ogni x € X.

Dimostrazione. Sia [f] € m (X, z). Allora

(Vo). (f]) = [(bop)of] = [Yo(po )] = ¢ullpof]) = (e )([f]) = (uop.)([f])

(idx)«([f]) = [idx o f] = [f].

le quali mostrano la 1. e la 2. Per dimostrare la 3: applichiamo la 1. e la 2.
alle uguaglianze 1) o p = idx e ¢ 0 1) = idy e otteniamo che, per ogni x € X,
o, = (Vo) = (idx). = idr, (xz) € Px 0 = (potb), = (idy)s = idr, (v,p(x))-
Quindi ¥, : m (Y, p(z)) = m (X, x) & Vinversa di ¢, : m(X,z) = m (Y, ¢(x)) e
questo conclude la dimostrazione del punto 3. e del teorema. O

Tali risultati consentono di dimostrare che il gruppo fondamentale ¢ un inva-
riante omotopico. Premettiamo al teorema che mostrera tale proprieta del gruppo
fondamentale il seguente lemma, il quale mostra il legame tra gli omomorfismi

indotti da due applicazioni omotope:

Lemma 1.3. Siano X e Y due spazi topologici e siano ¢, € C(X,Y). Se

@ ~p Y allora, per ogni v € X, il sequente diagramma é commutalivo:

T (X, x) P m (Y, o(x))

m
(s

dove uy : m (Y, p(x)) = m (Y, ¢(x)) é lVisomorfismo (cfr. (1.3)) associato all’arco
f:I =Y diestremi p(x) e P(x) definito da f(t) := F(x,t).

I
1(Y, ¢(2))

Dimostrazione. Vogliamo mostrare che per ogni laccio g in X di base x

[0 g] = Pu(lg]) = up(p([g]) = [i(f) - (pog) - f]
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0, equivalentemente,

(@(f) - (pog)) - [~ (Log)

Osserviamo che tpog : I — Y & un arco chiuso di base ¥)(z). Sara quindi sufficiente
mostrare che

((Z(f) ) (SO © 9)) - f ~{0,1} (Ew(x) : (1/) © 9)) * €y(z)

Osserviamo che

f(1—4t) = F(x,1— 4t) se 0 <t<1q
((@i(f) - (pog)- [) () =4 (pog)(dt —1) = F(g(4t —1),0) sei <t <1
f(2t —1)= F(x,2t — 1) se s <t<1

Y(r) = F(x,1) se0<t<q

((ev) - (W 09)) €va) () = (Wog)(dt —1) = F(g(4t —1),1) se <t <1,
U(z) = F(z,1) sey <t <1

Si verifica allora facilmente che I'applicazione

Fz,(1-4t)(1—s)+s) se0<t<q
H(t,s) = q F(g(4t —1),5) sel<t<!
Fz,(2t—1)(1—=s)+s) se3<t<1

definisce un’omotopia relativa a {0,1} tra (i(f) - (pog)) - f e (ep@) - (¥ og)) -
€xp(z)- [l
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Teorema 1.3. (Invarianza omotopica del gruppo fondamentale) Siano X eY due
spazi topologici e p : X — Y un’equivalenza omotopica. Allora ¢, : m (X, z) —

m (Y, o(x)) & un isomorfismo, per ogni x € X .

Dimostrazione. Sia ¢ 1Y — X tale che p ot ~idy e pop ~idyx. Siay €Y,
allora per il Lemma 1.3 esiste un arco f : I — Y di estremi ¢(¢(y)) e y tale che

uf(@ © ¢)* = (idY)* = Zdm(Y,y)-

Siccome uy ¢ un isomorfismo segue che (p o), = @401, & un isomorfismo
e che quindi v, ¢é iniettiva e @, ¢ suriettiva. In modo analogo si dimostra che

(o), = P,op, & un’isomorfismo e che quindi 1, é suriettiva e @, & iniettiva. [

Proponiamo di seguito alcuni esempi di calcolo del gruppo fondamentale di
spazi topologici, rinviando il lettore agli appunti del corso di topologia algebrica

per approfondimenti
Esempio 1.2.1. Il gruppo fondamentale della sfera S™, n > 2.

La sfera S™, n > 2, é uno spazio topologico semplicemente connesso, ossia
connesso per archi e tale che m1(S™, zg) = {1}. Il fatto che il gruppo fondamentale
della sfera sia banale, deriva da una particolare costruzione di un laccio g: I — S”
che non passi per il polo Nord e che sia omotopo relativamente a {0, 1} ad un
laccio f: [ — S™ basato in zy. L’esistenza di un tale laccio g ed il fatto che
S™\ {N} é semplicemente connesso, implica che f ~13 g ~f0,131~{01} €zo, €
quindi che 7 (S™, o) = {1}.

Esempio 1.2.2. Il gruppo fondamentale del prodotto di due spazi.

Dati due spazi topologici X ed Y ¢ possibile calcolare il gruppo fondamentale

del loro prodotto X x Y secondo il risultato espresso dal seguente teorema:

Teorema 1.4. Siano X ed Y due spazi topologici connessi per archi; allora 4l
gruppo fondamentale del prodotto X XY ¢ isomorfo al prodotto diretto dei loro

gruppi fondamentali.

Dimostrazione. Sianop: X XY — X eqg: X xY — Y le proiezioni canoniche,
xr € X ey €Y. Definiamo

O :m (X XY, (2,y) = m(X,2) xm(Y,y), ©([f]) = (p([f]), ¢-([S]))-

Mostriamo che ® ¢ suriettiva. Sia ([fi1],[f2]) € m(X,z) x m(Y,y) e sia f :
I — X XY, f(t) = (fi(t), f2(t)), dove fi e f sono due rappresentanti delle classi

[f1] e [f2] rispettivamente. Segue che:

O([f]) = (/D) ¢- () = (Ip o f1, lg o f1) = (LA, [12])-
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Per dimostrare che ® ¢ iniettiva supponiamo che ®([f]) = ®([g]). Allora
pof]l =[pog]elgo f] =][qog]l. Equivalentemente (po f) ~g1}.7 (Pog) e
(go f) ~g01},m (qog), dove Fy : I x I — X (risp. Fy: I x 1 —Y') é un’omotopia
relativa a {0,1} trapo f e pog (risp. go f e gog ). Segue allora che f ~y 13,7 g
dove F': [ x I - X x Y é definita da F(t,s) = (Fi(t, s), F»(t,s)).

Infine dimostriamo che ® é un omomorfismo di gruppi. Infatti, per [f], [g] €
m (X X Y,z x y) si ha:

([f1-[g]) = @([f - 9]) = (p<([f - 91) @[S - 9])) = (p([f]) - P(l9]), @ ([f]) - 4 ([9]))

dove “-” nell’ultima riga rappresenta il prodotto del prodotto diretto in m (X, z) X
m (Y7 y) : L

“o»

Il gruppo fondamentale di uno spazio topologico pud essere espresso, oltre che
come prodotto diretto tra spazi topologici anche come prodotto libero di gruppi,

argomento trattato nella prossima sezione.

1.3 1l prodotto libero di gruppi

Si consideri una famiglia {G;};c; di gruppi nella quale sia definito il prodotto
diretto a partire dal prodotto cartesiano | jed G con il prodotto componente per
componente:
(9-m)G) = g() - (i), g.he]]G
jeJ

Il prodotto diretto definito in questo modo, costituisce il prodotto categoriale
nella categoria G. In generale, data una famiglia di oggetti {X,},c; appartenenti
ad una certa categoria C, si definisce prodotto categoriale degli oggetti {X;},cs
un oggetto P di C, dotato di un insieme di morfismi 7;: P — X;, j € J, che
soddisfino la seguente proprieta universale: dati un qualunque oggetto Y della
categoria C ed una famiglia di morfismi ¢;: ¥ — X}, esiste un unico morfismo

@:Y — P tale che mj o ¢ = ¢, cioé tale che il seguente diagramma commuti:

P

Y—>X

Nel caso della categoria G, il prodotto categoriale ¢ definito da (HjeJ G, m;),
dove la proiezione y : Hjej G; — G}, ¢ un omomorfismo di gruppi e G, € un sot-

togruppo isomorfo a [] ieJ G;j. La proprieta universale del prodotto ¢ soddisfatta
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mediante I’omomorfismo

p: G ]G e9)l) =9,

jed

per ogni j € J, taleche mjop =g, e

©(gh)(j) = ¢i(gh) = v;(g)e;(h) = v(9)(7)e(h)(j) = ¢(g)e(h))(j)-

Ci interessa ora introdurre il concetto di coprodotto categoriale, che si ottiene
semplicemente invertendo tutte le frecce nella definizione di prodotto. Diremo
che un oggetto S di una data categoria C insieme ai morfismi ¢;: X; — S, rap-
presentati dalle inclusioni, ¢ un coprodotto categoriale della famiglia {X},c, di
oggetti di C, se é verificata la seguente proprieta universale: dati un qualunque
oggetto Y della categoria C ed una famiglia di morfismi ¢;: X; — Y, esiste un

unico morfismo ¢: S — Y tale che il seguente diagramma commuti

e sia pertanto soddisfatta la proprieta universale del coprodotto per la quale

pj = poij. (1.5)

Nella categoria dei gruppi G, il coprodotto ¢ dato dal cosiddetto prodotto libero
di gruppi, denotato con *;c;G; e definito come un particolare insieme di classi di
equivalenza ottenuto secondo la seguente procedura.

Chiameremo parola in {G,};e; una stringa di lunghezza m,(m > 0), di elementi
dell'unione disgiunta (J;.;(G; x {j}), ossia un m-upla (g1, ..., 9m), 9 € Gj.

Sia () la parola vuota e VW l'insieme di tutte le parole nell’'unione disgiunta, nel

quale sia definito il seguente prodotto per giustapposizione:

(glv"'agm>(h17"'7hn) = (gla"'agmahla"'vhn)

Introduciamo sull’insieme W la relazione d’equivalenza tra due parole W, W' € W
definita nel seguente modo: W ~ W' se W’ si ottiene a partire da W mediante
un numero finito di riduzioni elementari o delle loro inverse, dove una riduzione

elementare ¢ un’operazione dei due tipi che seguono:

L (g1, Gis Git1s -, Gm) = (G5, Giit1s - - - Gm)s 5€ i, Gir1 € Gy
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2. (91, <o Gi-1, 1j7 git+1, - - - agm) = (917 ey Gi—1,Git 15 - - - 7gm); dove 1j ¢ lele-
mento neutro in Gj.

[’insieme ottenuto quozientando W rispetto alla relazione d’equivalenza cosi
definita ¢ il prodotto libero *;G;, il quale é dotato della struttura di gruppo
dall’operazione di giustapposizione di parole e costituisce il coprodotto categoriale
nella categoria G, come mostrano i due seguenti risultati (cfr. corso di Topologia
Algebrica).

Teorema 1.5. Data una famiglia di gruppi {G;};jes il loro prodotto libero ;c ;G
¢ un gruppo rispetto al prodotto indotto dalla giustapposizione di parole. Equi-
valentemente, se [V] e [W] sono due elementi in x;c;G;, allora [V|[W] = [VW]

definisce la struttura di gruppo in *;c;Gj.

Dimostrazione. Cominceremo verificando che il prodotto in *;c ;G rispetta la
. . N ’ ’ ’ ’
relazione d’equivalenza, cioé se V.~V e W ~ W allora VW ~ VW . Os-

. !/ . . . .
serviamo che se la parola V' si ottiene da V' con una sola riduzione elementare
/ . . . . .
allora V"W si ottiene da VIV con una sola riduzione elementare (che agisce su V'
e lascia invariata ). Quindi per induzione sul numero di operazioni elementari

si ottiene che se V ~ V' allora
VW ~V'W.

Analogamente se la parola W' si ottiene da W con una singola riduzione elemen-
tare allora V'W' si ottiene da V'W con una sola riduzione elementare. Quindi,
come prima, per induzione sul numero di operazioni elementari si ottiene che se
W ~ W', allora
VW~ VW,
Segue che se V.~ V', W ~ W', allora
VW~ VW~ VW

che é quello che volevamo dimostrare.
L’associativita del prodotto segue dal fatto che la giustapposizione ¢ associati-
va. La classe d’equivalenza delle parola vuota () ¢ chiaramente ’elemento neutro

(sinistro e destro per quest’operazione). Infine, il fatto che

(91, s 7gm)(g;117 s 79;1) = ( ) = (Q;Ll? s 79;1)(917 v ,gm)

mostra che la classe d’equivalenza della parola (g;',...,g;") & linversa della

classe d’equivalenza della parola (g1, ..., gm)- H
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Per ogni k € J, definiamo 'inclusione canonica
i, : G, = xjes Gy, g = [(9)];

che associa a g € Gy, la classe d’equivalenza della parola (g) che lo rappresenta.
Si dimostra facilmente che si tratta di un omomorfismo iniettivo di gruppi ed in

particolare vale il seguente risultato:

Teorema 1.6. Sia {G;}c; una famiglia di gruppi. Allora il prodotto libero
*;cgG; insieme alle inclusioni canoniche iy, : G, — *jc;G; € il coprodotto nella

categoria G.

Dimostrazione. Occorre dimostrare che ¢ soddisfatta la proprieta universale del
coprodotto espressa in (1.5) e cioé che per ogni gruppo G e per ogni famiglia di
omomorfismi ¢y, : Gj, — G esiste un unico omomorfismo ¢ : *;c;G; — G tale che

il seguente diagramma sia commutativo:

*jes G

N

Se una tale ¢ esiste é unica. Infatti dalla commutativita del diagramma si ha
p ot = @i Allora
w(g) = wrlg), Vg € G, (1.6)

dove stiamo identificando G con la sua immagine tramite 7. Il fatto che ¢ sia

un omomorfismo ci dice che

(g1 gm) = ©(g1) - - - 2(gm)- (1.7)

Le condizioni (1.6) e (1.7) implicano che ¢ é univocamente determinata.
Dimostriamo ora l'esistenza di ¢. Data gi---¢n € *jcsG; definiamo ¢ :
xjc;G; — G usando le (1.6) e (1.7). Bisogna allora verificare che ¢ & ben
definita sulle classi d’equivalenza ossia che il valore di ¢ non dipende dalle ri-
duzioni elementari (il fatto che sia un omomorfismo che rende commutativo il
diagramma segue da come ¢ é definita). Rispetto alla prima riduzione elementa-

re dobbiamo verificare che se g; e g;11 appartengono allo stesso gruppo Gy, allora

Qp(gigi—&—l) = cp(gi)go(giﬂ). Infatti
©(9i9i+1) = 0r(9igir1) = wr(9:)r(gir1) = ©(9:)(gir1)-

Inoltre se 1; denota I'elemento neutro in G e 15 'elemento neutro di G allora

o(1x) = er(1x) = 1g
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la quale mostra che ¢ non dipende da riduzioni elementari del secondo tipo e
conclude la dimostrazione del teorema.
m
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Capitolo 2

Il teorema di Seifert-Van Kampen

2.1 Enunciato e alcune utili notazioni

Consideriamo uno spazio topologico X e due sottoinsiemi aperti Uy, U, C X tali
che X =U;UUy e Uy NUy # (). Supponiamo inoltre che Uy, Uy e U; N Uy siano
connessi per archi e sia xo € U; N Us. Le inclusioni naturali ¢;: Uy NU; — Uy,
19: UiNUy — Uy, 71 Uy — X, jo: Uy — X, descritte dal seguente diagramma:

inducono i seguenti omomorfismi tra i rispettivi gruppi fondamentali, secondo

il diagramma

m(Uy, zo

e N
(

1
771<U1mU2,ZE0) 7T1(X,I‘0)

m1(Ua, o)
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Inseriamo ora il prodotto libero 7 (Uy, xg) *m1(Us, ) al centro del diagramma

e denotiamo le iniezioni canoniche nel modo seguente:
iUl : 7T1(U1,.I’0) — 77'1(U17 SCo> * 7-‘-1<Uv27x0)

iUQZ 7T1(U2,LEO) — 7T1(U1,.§CO> * 7T1(U2,.T0).

Per la proprieta universale del prodotto libero (cfr. Teorema 1.6), le applica-

zioni 1Y ed 19 inducono un omomorfismo
®: 11 (Uy, 20) * 71 (Us, x0) = (X, o) (2.1)

tale che la meta destra del seguente diagramma commuti:

71 (U, 7o)
(U1 mUQ,LL'[) —> T Ul,l'o * T UQ,]}Q —> ’/T1 X .%'0) (22)
(U27:U0

Definiamo 'applicazione
F: 7Tl<U1 N Ug,xo) — 7T1(U1,.CL'0) * 7T1(U2,.770>

ponendo F(7) = o1 () pa(y) (si osservi che F non é un omomorfismo) e sia N =

F(m(Uy N Uy, xp)), ossia la chiusura normale dell'immagine di F' in 7y (U, xg) *

7(Us, o). Possiamo ora enunciare il seguente teorema:

Teorema 2.1. (Seifert-Van Kampen) Sia X uno spazio topologico. Supponiamo
che Uy, Uy C X siano sottoinsiemi aperti la cui unione sta X e supponiamo che
Ui, Uy e Uy NUy siano connessi per archi.

Allora, per ogni xy € Uy N Us, 'omomorfismo ® definito in (2.1) é suriettivo ed
il suo nucleo € N. Di consequenza, si ha

(X, o) = m(Ur, o) * m1(Us, 7o) /N
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Corollario 2.1.1. Supponiamo che, in aggiunta alle ipotesi del Teorema di Seifert-
Van Kampen, i gruppi fondamentali di Uy, Uy e Uy N Uy abbiano le sequenti

presentazioni finite:
7T1(U17 1‘0) = <a17 s 705m|p17 s 7p’r>;

WI(U%ZEO) = </817 .. 76n|0-17 v 7O-S>;
T (U MUz, 20) = (V15 W1y - - T2

Allora m( X, zo) ha la sequente presentazione:

m( X, 20) = (s O, Bry o Bulpr, oo Pry 01, Oy U = U1, Uy = V),

dove per ognia = 1,...,p, u, & un’espressione di 17, € m(Uy, x0) in termini
dei generatori {aq, ..., an} e, allo stesso modo, v, di pay, € (U, xg) in terming
di {B1,...,0n}

Notazionz.

Nella dimostrazione del teorema considereremo gli archi e le loro rispettive classi
di omotopia in differenti spazi topologici; pertanto si rende necessario introdurre
alcune utili notazioni. Se a e b sono archi in X che vivono in uno dei sottoinsiemi

Uy, Us o Uy N U,y, useremo la seguente notazione:
ar~p, b, a~y, by a~ynu, b, a~xb

per indicare che a & omotopo relativamente a {0,1} a bin Uy, Uy, Uy NU; 0 in X.

Scriveremo [aly,, [a]u,, [a]u,nu, O a]x per indicare la classe di equivalenza
di omotopia dell’arco a in 71 (Uy, x), m1(Us, o), 1 (Uy N Us, o) 0 m (X, x0) ri-
spettivamente. Pertanto, secondo tale notazione, se a & un laccio in U; N Us,
I’omomorfismo indotto dalle inclusioni ¢y : UyNUs — Uj e j1: Uy — X pud essere

scritto come
e1(la]vine,) = lalo,
Ui([a]v,) = la]x.
Inoltre, é importante evidenziare il fatto che nel corso della dimostrazione
faremo riferimento a due differenti tipi di prodotto: il prodotto tra classi di archi

e moltiplicazione di parole nel gruppo libero. Denoteremo la moltiplicazione

(concatenazione) tra archi e classi di archi con un punto nel seguente modo:

[a]U1 ) [b]U1 = [a ) b]U1'
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La moltiplicazione nel prodotto libero sara invece denotata con un asterisco:
[a}Ul * [b]Ul * [C]Uz = [a ’ b]Ul * [C]U2 € 71-1([]1751:()) * 7T1(U27370)'

L’applicazione ®: 71 (Uy, xg) * m1 (U, x9) — m1(X, x9), secondo tali notazioni,
¢ data da

([ar]v, * [az]u, * -+ - * [am—1]v, * [am]us,)

= thilaro, - dolaz]v, - - - iama]u, - P2lam]u,
= [a]x - [ao]x -+ [am—1]x - [am]x (2.3)
=lay-as - Qp_1-an)x.

2.2 Dimostrazione del teorema

Sia N la chiusura normale di F'(m(U; N Uy, x) nel prodotto libero m1(Uy, ) *

(U, x9). Nel corso della dimostrazione, dimostreremo tre fatti:

1. ® é suriettiva;
2. N C Kerd;

3. Ker® C N.

Dimostrazione. STEP 1: ® é suriettiva.

Sia a: I — X un laccio in X basato in (. In virtu del Lemma di Lebesgue (cfr.
appunti topologia algebrica), possiamo scegliere un n sufficientemente grande in
modo che a mappi ogni sottointervallo [(i — 1)/n,i/n] o in U; o in Us. Sia a; la
restrizione di a al sottointervallo [(i—1)/n, i/n], oppurtanamente riparametrizzato
in modo che il suo intervallo di parametri sia [; allora, la classe del laccio a si

esprime in X nel seguente modo:
alx = [a1-az- - alx.

Una fattorizzazione di questo tipo, presenta perd un problema: infatti, in gene-
rale, gli archi a; non sono lacci basati in x3. Per ovviare a tale inconveniente,
scegliamo un arco h; da x¢ ad a(i/n), per ogni ¢ = 1,...,n — 1, come mostrato

nella seguente figura:
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Se a(i/n) € Uy N U,, scegliamo h; in modo tale che viva interamente in Uy N Uy;
altrimenti, lo scegliamo in modo tale che si trovi in qualsiasi insieme U; o Us
contenente a(i/n) (possiamo farlo grazie alla fondamentale ipotesi di connessione
per archi). Poniamo quindi @; = hi_l-ai-hi_l, dove hg ed h,, sono il laccio costante
€2, 11 modo tale che a; sia un laccio basato in x che vive interamente in U; o in

Us;. Da questo segue facilmente che a si puo anche esprimere come

Counsideriamo ora 'elemento

v = [di]v, * [a@2]u, * -+ * [dn]u, € T (Ur, o) * m1(Uz, 7o),

dove la scelta di U; o Us per ogni a; dipende dall’insieme che contiene la sua

immagine. Allora, grazie alla (2.3), si ha:

e questo prova che ® é suriettiva.

STEP 2: N C Kerd.
Dimostrando che F(m(Uy N Us, xg)) & contenuto in Ker®, si dimostra che la

sua chiusura normale ¢ contenuta in Ker(®), in quanto Ker® ¢ normale.
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Sia [a]y,nuv, € m1(Uy N Uy, xg) arbitrario. Allora

® o F([a)v,nu,) = ©((e1lalvynu,) ' * (w2la)vno,))
(I)([a]l;ll * [alu,)

a " -alx

—

I
=

STEP 3: Ker® C N. Si tratta del passaggio piu delicato della dimostazione.
Sia v = [a1]y, * a2y, * -+ - * [ag]y, € m(Ur N Uz, xp) un elemento arbitrario del
prodotto libero e supponiamo che ® () = 1. Per la (2.3), cio implica che

che ¢ equivalente a

Dobbiamo mostrare che v € N. Sia H: I x I — X un’omotopia tra archi da
ap - -+ -ag a €, in X. Applicando il lemma di Lebesgue, & possibile suddividere

I x I in quadrati di lato 1/n in modo tale che H mappi ogni sottoquadratino

Sij = [(0 = 1)/n,i/n] x [(7 = 1)/n,5/n]

o in U; o in U,. Denotiamo con v;; 'immagine tramite H del vertice (i/n,j/n)
e slano a;; la restrizione di H al segmento orizzontale [(: — 1)/n,i/n] x {j/n} e
b;; a quello verticale dato da {i/n} x [(j — 1)/n,j/n], entrambi adeguatamente

riparametrizzati in I, come mostrato in figura:

Qn  «vr Qin ... Opp
I I | I
| I | |
| [ I |
F=——f === =—===- ==
| | | |
| | | |
| S I
I i I
R W PR [ -
| [ I |
I [ I |
[
| | | |
I [ I I
I [ | |
a0 ... @ «.. Qno

La restrizione di H al bordo inferiore di I x I, ¢ uguale al prodotto degli archi

ay - -+ - ap. Supponendo di considerare una potenza n sufficientemente grande,
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possiamo garantire che i punti finali degli archi a; in questo prodotto siano della
forma i/n; pertanto, 'arco che si ottiene restringendo I'omotopia H al bordo

inferiore del quadrato si puo esprimere nel seguente modo:
HON@1"“‘akN<a10 ..... apo) ..... (aro.....ano)_

Nel prodotto libero, si ha v = [ayg - - - - - Apoluy * -+ % [ar - -+ + Ano]uy-
L’idea é quella di ottenere una fattorizzazione nel prodotto libero della forma
[a10]u, * [a0]u, * ... e cosl via, ma ci ritroviamo a dover risolvere un problema
analogo a quello presentatosi in STEP 1, ovvero il fatto che tali lacci cosi espressi,
in generale, non sono lacci basati in zy. Risolviamo tale inconveniente in maniera
del tutto simile a quella adottata in STEP 1: scegliamo un arco h;; da z¢ a v;j,
per ogni ¢ e 7, in modo che viva in U; N U; se v;; € Uy N Uy oppure in U; o Us
altrimenti; in particolare, se v;; coincide con il punto base xg, ’arco h;; sara il

laccio costante €,,. A questo punto possiamo definire i lacci
ELZ']' — hi*l,j . Clij . h;jl, bij — hi,jfl . bij . h;jl, (24)

ognuno dei quali si trova interamente o in U; o in U,. L’elemento v si pud ora

esprimere nella forma:

¥ = [a1o]u, * [@20]vy * -+ * [Gno]us- (2.5)

L’idea centrale della dimostrazione é quella di dimostrare che, modulo N,
I’espressione precedente di v puo essere sostituita dalla corrispondente espressio-
ne ottenuta restringendo H al bordo superiore della prima riga di quadratini,

ottenendo dunque 'equivalenza seguente:
v = lanly, * - * [@n1]u, (modN).

Ripetendo un ragionamento di questo tipo spostandoci nella fila di quadratini

successiva e procedendo per induzione, alla fine otterremo:
v = [an]u, * -+ * [Gunv,  (ModN).

Il punto chiave é il lavoro compiuto dall’omotopia H, che porta 'intero bordo
superiore di I x I nel punto xy, in modo che ogni a;, non sia altro che il lac-
cio costante €., ed il precedente prodotto sia uguale all’identita, mostrando cosi
che v € N e completando la dimostrazione. Occorre perd provare l'induzione.

Supponiamo per induzione che

v = [a1-1)u, * - * [Gnj—1]u,  (ModN); (2.6)
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vogliamo dimostrare che
Y = [@4]u, * -+ % [Anglu,  (MmodN).

Osserviamo innanzitutto che, se a ¢ un laccio in Uy N Uy, le classi [a]y, e [a]y,

si trovano nella stessa classe laterale nel prodotto libero modulo NV, in quanto
[a]u, * N = [a]u, * ([a]g, * [a]v,) * N = [a]u, * F([a]v,nv,) * N = [a]y, * N.

Grazie all’ipotesi di normalita di N, cio implica inoltre z * [a]y, * y * N =
xx[a]y, * Nxy =xx|aly, * N xy =z x*[a]y, *y* N per ogni z,y nel prodotto
libero. Cio significa che possiamo scambiare [a]y, e [a]y,, ogni volta che stiamo
ragionando modulo N e stiamo considerando un laccio in U; NU;. Consideriamo il
sottoquadratino ;; e supponiamo per definizione che H mandi S;; in Us. Il bordo
di S;; attraversato in senso orario a partire dall’angolo inferiore sinistro, viene
mandato da H nell’arco ottenuto dalla concatenazione (b;_1 ; - a;5) - (bi_j1 : a;j{l).

Per il Lemma 1.1, si ottiene

—1
Qij-1 o~ bio1j - iy bij- (2.7)
2

Dalla definizione (2.4) dei lacci @ ; e b; ;, segue
Gij1 = hicrjo1- @i by
-1 -1

> hivj—1-bi1j - ai; - b - hijy (2.8)

7 - gl

o bim1g i by
Ricordando ora 'ipotesi induttiva su vy data da (2.6), dobbiamo verificare se, per
ogni fattore [@; j_1]y,, il quadratino S;; viene mandato in Uy o in U,. Se fosse
mappato in Uy, [@; j_1]y, si troverebbe in U; NU,, consentendoci di sostituire tale
fattore con [a;;_1]y, modulo N; si ragiona allo stesso modo anche per il caso in
cui immagine si trovi in U;. Dalla (2.8), possiamo sostituire ogni fattore della
forma (& ;j_1]u, con [b_1i]u, * [@is]u, * [@7]-]521, e ragionare allo stesso modo anche

per i fattori in U;. Allora

v = [bolv, * [ag]u, * [brly) * - % buerlvs * [anylos * baylyy  (modN)

= [aijlo, * -+ [angle, (modN)

ottenuta sfruttando il fatto che i fattori Bij si semplificano e l;oj e l;nj sono uguali

al laccio costante €,,. Cio completa la dimostrazione. [
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Osservazione 2.2.1. Poiché¢ N C ker®, esiste un’applicazione d che rende

commutativo il seguente diagramma:
7Tl<U1, $0) * 7T1(U2, xo) L 7T1(X, .]70)

AT

Wl(UbQCo) * 7T1(U2,5170)
N

quindi ® = ® o 7w, dove 7 é la proiezione sul quoziente; segue che anche il

seguente diagramma commuta:

71 (U1, 20)
Y1 moiy, Y1
o (Us O\ Us, 7o) 7T1(U17I0>]"\<[7T1(U27ZL’0) LI (X, 7o) (2.9)
02 7TOiU2 wz
71 (Us, o)

Infatti, dal diagramma 2.2, si ha:
q) o Z.U1 = ,l/}l

q)inQIQ/JQ

le quali implicano rispettivamente

o (moiy,) =1

b o (moiv,) = ta.
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2.3 Il Teorema di Seifert-Van Kampen in versione

universale

In questa sezione mostreremo la versione universale del teorema, che mette in

evidenza il suo legame con un dato gruppo G:

Teorema 2.2. Sia X uno spazio topologico e Uy, Uy due sottoinsiemi aperti e
connesst per archi di X tali che X = U, UUy e Uy NUs; sia un insieme non vuoto
e connesso per archi, con xo € Uy NUsy. Per ogni gruppo G e per ogni coppia
di omomorfismi h: m (U, x0) — G, k: m(Us,x0) — G tali che ho @) = ko ¢y,
esiste un unico omomorfismo U che soddisfa la proprieta universale, ossia che

rende commutativo il sequente diagramma:

m1(Uy, o)
w1 (Uy N Uy, o) G m(X, 20) (2.10)
ey ( [s )%
m1(Uz, xo

Ci interessa ora dimostrare in che modo la proprieta universale del teorema
rappresentata dal diagramma 2.10 implica la versione data in 2.1, in particolare
dimostreremo che Ker® C N, ossia il terzo punto della dimostrazione del teorema
2.1. Per brevita, denoteremo nel seguito il teorema di Seifert-Van Kampen con
SVK.

Dimostrazione: (SVK in versione universale = SVK)
Supponiamo che esista un’applicazione ® e che N C ker®, cioé che risultino
soddisfatti i primi due punti della dimostrazione di 2.1. Per 1'osservazione 2.2.1,

esiste un isomorfismo

1 (Ur, @g) * m1(Us, 9)

D N — (X, 20). (2.11)
Sia G = m (U, wo);m(UQ’ ) e definiamo gli omorfismi h, k£ nel modo seguente:
h=moiy, (2.12)
k =moiy,, (2.13)
dove

ivy : T1(Ur, w0) — m1(Un, o) x 71 (Ua, 7o)
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iUQI 7T1(U1, wo) — 7T1(U27 xO) * 7T1(U2,.170)

sono le inclusioni. Otteniamo il seguente diagramma:

71 (Un, o)
#1 h:ﬂ'OiUl ’d}l
Wl(UlﬂUQ,l'o) G <\il— 7T1(X7ZE0) (214)
oo k:ﬂ'OiUQ wQ
71 (Us, 20)

Osserviamo che la parte sinistra ¢ commutativa; infatti:
howi =moiy, 0opy =moiy, ops=Kkowps.
Dimostriamo ora che I'applicazione ¥ é iniettiva e suriettiva.

1. U ¢ suriettiva.

Sia 0 = [a1]y, * [a2]y, * - - . [am]u, * [bm]u, N un elemento in G e sia

o = P1([ar]v,)¥2([az]u,) - -+ - - V1([am]vy ) V2([bm]v,) € m(X, x0).

Si ottiene:

2. U ¢ iniettiva:

Ricordando l'osservazione 2.2.1, osserviamo che il diagramma seguente ¢

commutativo:
m1(U1, 20)
1 " 1
71Uy N Uy, x0) (X, 20) 2L 1 (X, 20) (2.15)
¢2 v 2
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La parte sinistra é immediata per come abbiamo definito le applicazioni
Y1 € @9 nel diagramma 2.2, mentre per quanto riguarda la parte destra
ricordiamo che:

Vo =h=moiy,

i’o¢2 :h:ﬂ-inzu
dalle quali, sostituendo, si ottiene:

@o@owi:@)owoiw:@oim:wi, 1=1,2.

D’altra parte, anche il seguente diagramma commuta:

71 (U1, o)
$1 " Y1
m1 (U1 N Us, x0) Wl()g, z) 24— 7 (X, o)
¥z v 2
m1(Ua, 7o)

Per I'unicita dell’omomorfismo ¥ espressa nella proprieta universale in 2.2,
si ha che ® o ¥ = id; (x4, € da cio segue che ¥ ¢ iniettiva e cio conclude

la dimostrazione.

2.4 Applicazioni

Mostreremo in questa sezione alcuni esempi di calcolo del gruppo fondamentale,

riferendoci a quanto studiato nel corso di Topologia Algebrica (cfr. link).

Primo caso: Intersezione semplicemente connessa

Corollario 2.4.1. Siano Uy, U, due sottoinsiemi di uno spazio topologico X

che soddisfino le ipotesi del Teorema di Seifert-Van Kampen e tali che la loro

intersezione sia uno spazio semplicemente connesso. Allora I’omomorfismo

O w1 (Uy, z0) * m1(Us, x0) = m1(X, o)

e un isomorfismo.

Sfrutteremo il risultato espresso da tale Corollario per calcolare il gruppo

fondamentale di alcuni spazi particolari.
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Esempio 2.4.1. Il gruppo fondamentale della figura oo

Sia X lo spazio topologico dato da C; U Cy, dove C) = {x = (21, x2)|(z1 —
1) +23 =1} e Cy = {x = (71, 22)|(x1 + 1)® + 22 = 1} rappresentato dalla figura
0o. Per calcolare il suo gruppo fondamentale consideriamo due punti x; € C e

2o € (5 che siano diversi dal punto xg.

Cy 4

o
T To T

Gli insiemi Uy = X \{z2} e Us = X \ {x;} sono aperti e connessi per archi e la
loro intersezione € uno spazio omotopicamente equivalente al punto g, in quanto
puo essere retratto per deformazione in zg, e quindi & semplicemente connesso.
Inoltre, i C}, j = 1,2 sono retratti per deformazione degli aperti Uy, U, e pertanto

m (X, o) = m(C},20), j = 1,2 e per il precedente Corollario

7T1<X,ZL’0) = 771(U1,[E0) * 7T1(U2,J]0) = Wl(CQ,JZo) * 7T1(01,l’0) =7x%x17

Esempio 2.4.2. Il bouquet di n cerchi

Definiamo il bouquet di n cerchi come lo spazio topologico X, ottenuto dal-
I'unione di un numero finito di spazi Cj,...,C, che siano omeomorfi ad S' con
un unico punto in comune xy. Sfruttando il Corollario precedente e, ragionan-

do per induzione sul numero n > 2 di circonferenze, mostreremo che il gruppo
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fondamentale del bouquet ¢ il gruppo libero su n generatori.

Infatti, dal precedente esempio sappiamo che cio € vero per n = 2; supponiamo
per ipotesi induttiva che I'affermazione sia vera per 2 < k < n e consideriamo
x; € C; diversi dal punto zo. In questo modo possiamo definire i due aperti U,
e Uy connessi per archi di X, nel modo seguente: U; = X, \ {z,} , U = X, \
{z1,...,2,_1}. Per poter applicare il Corollario, osserviamo che U; si retrae per
deformazione a X,,_1, Uy a C), e I'intersezione U; NU, é un insieme semplicemente

connesso. Segue dal Corollario e dal’ipotesi induttiva che

m (X, x0) = m1(Xp1,20) x T (Cpyw0) = (L% L) *x L =7 %% 1L

Secondo caso: U, semplicemente connesso
Corollario 2.4.2. In aggiunta alle ipotesi del Teorema di Seifert-Van Kampen,

supponiamo che linsieme Uy sia semplicemente connesso e siano

7T1(U2,.Z'0> = <a17 S 705m|p17 <o 7/07">;

7T1(U1 N Ug,l'o) = <")/1, PN ,’yp’Tl, Ce ,Tt>

presentazioni finite dei gruppi fondamentali Uy e Uy N Us. Allora m (X, zo) ha la

presentazione finita

m (X, @) = (1, -, |p1, - oy Pry ULy o, Uyp),

dove per ogni a = 1,...,p, uy & un’espressione di v1(11a) € m (U, xg) rispet-

to ai generatori {aq, ..., an}.
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Esempio 2.4.3. Il gruppo fondamentale del toro.

Sia T? = S x S! il toro pensato come quadrato I? avente i lati identificati

come mostrato nella seguente figura e sia m: I? — T? la proiezione sullo spazio

quoziente.
B 12 . ']I‘Q
o) I3 a1 ) Z1
>
7
- —
B c c
r‘)/
L
. a/\ . /\a/
I Y ! Yy !
\\ = =
o [ 7/d d
\
7
i’l i‘4 I a2 T

I vertici del quadrato I?, come mostra la figura, si identificano tutti al punto
x1 € T?, mentre ciascuno dei lati sia orizzontali che verticali corrisponde ad un
laccio in T? basato in ;. Per poter costruire aperti opportuni che ci consentano
di rispettare le ipotesi del Teorema e del Corollario2.4.2, consideriamo gli insiemi
U, =P\ {g} e U, = Int(I?), che sono aperti e connessi per archi; in questo
modo, gli insiemi Uy = 7(U;) = T2\ {g} e Uy = n(U,) = T2\ {a; Uay} soddisfano
le ipotesi, in quanto sono aperti e connessi per archi la cui unione ¢ T? e la cui
intersezione ¢ un aperto connesso per archi. Inoltre, essendo 'aperto U, omeo-
morfo a Int(I?) (convesso), ¢ semplicemente connesso e pertanto, per calcolare
71 (T2, zo) applichiamo il corollario. L’aperto U; si retrae per deformazione forte

ad un bouquet di due cerchi basati in z1; allora, per I’esempio 2.4.2, si ottiene
m(Ur,21) = Z* Z = ([ag, o)),

dove abbiamo denotato con [o;], j = 1,2, la classe del laccio oj: [ — U
basato in z; ed ottenuto percorrendo a; con un singolo giro. Consideriamo ora
larco &: I — I2, ottenuto percorrendo il segmento di retta d che unisce 7y a 7, =
(0,0), con &, unico punto di 12 tale che 7(%y) = xo e siano 6: [ = T2, =700

e d = w(d) le immagini sul quoziente. Denotata con

Aj=10-a;-i(0)], j=1,2
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la classe in 71 (Uy, xo) del laccio 6 - oy - i(0) basato in xg, si ha
m1(Ur, w0) = (A1, Ag).

Inoltre, se ¢ ¢ il cerchio di I? passante per zp e con centro in ¢, U UV si retrae

per deformazione forte a ¢, pertanto
T (U1 U Us, ) = ([]),

dove y: I — T? ¢ il laccio ottenuto day = m(5) e 7: I — I? si ottiene percorrendo
¢ mediante un singolo giro. Possiamo ora applicare il Corollario 2.4.2, dopo aver

opportunamente espresso ¢1([7]) in termini di generatori A;, A, ottenendo che
1 (TQ, .CL’()) = <A1, A2|A1A2A1_1A2_1>

che é omeomorfo a Z x Z.

Terzo caso: U; e U; semplicemente connessi

Corollario 2.4.3. Sia X uno spazio topologico esprimibile mediante unione di
due aperti semplicemente connessi Uy e Us tali che Uy N U sia non vuota e

connessa per archi. Allora X é semplicemente connesso.

Esempio 2.4.4. La sfera S™, n > 2, ¢ semplicemente connessa.

Gli aperti Uy = S" \{N} 2 R" e Uy = 5™\ {S} = R", dove i punti N,S
rappresentano rispettivamente il polo Nord ed il polo Sud della sfera, soddisfano
le ipotesi del precedente corollario, in quanto sono semplicemente connessi e la
loro intersezione U; N Uy = R™ \ {0} & connessa per archi. Pertanto, la sfera ¢é

semplicemente connessa.



Capitolo 3

Classificazione del rivestimenti

3.1 Rivestimenti

Siano X e X due spazi topologici. Diremo che un’applicazione continua p : X -

X & un rivestimento se valgono i seguenti fatti:
1. p é suriettiva;

2. per ogni z € X esiste un aperto U di X contenente x e una famiglia {UJ Yies
di aperti di X tali che:
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L.” applicazione p : X — X ¢ detta anche proiezione, X spazio base e X spazio
totale del rivestimento. Dato # € X la sua controimmagine p~!(z) tramite p &
detta fibra del punto x. Se le fibre p~!(z) hanno tutte la stessa cardinalita al
variare di € X la cardinalita della fibra viene detta grado del rivestimento p.

Data un’applicaizone continua p : X — X diremo che un aperto U C X ¢
ben ricoperto da p ovvero che U € un aperto banalizzante per p se la controimma-
gine p~!(U) ¢ unione disgiunta di sottoinsiemi aperti di X, ognuno dei quali ¢
omeomorfo a U tramite p. Segue da tali definizioni che un’applicazione continua
e suriettiva p : X — X ¢ un rivestimento se e solo se se per ogni punto r € X

esiste un intorno aperto U C X di x che sia ben ricoperto da p.

Osservazione 3.1.1. Se un aperto U ¢ ben ricoperto da un rivestimento p : X —

X allora anche un aperto V contenuto in U ¢é ben ricoperto da p.

Esempio 3.1.1. Ogni omeomorfismo tra due spazi topologici ¢ un rivestimento
di grado 1.

Esempio 3.1.2. Sia Y uno spazio topologico discreto (la topologia su Y é quella
discreta). Allora per ogni spazio topologico X la proiezione sul primo fattore
p: X xY — X (r,y) — x & un rivestimento. In questo caso il grado di p ¢

uguale alla cardinalita di Y.
Esempio 3.1.3. Siano Z e W i sottoinsiemi dei punti (x,y) di R? definiti da:
Z={(z,1),2 <1}U{r =9,0 <z <1}U{(x,0),z > 0}, W ={(z,—1) | x € R}

esia q: Z — W definita q(z,y) — (x,—1).

a b 0%

Allora ¢ non € un rivestimento. Infatti si verifica facilmente che non esiste un

intorno aperto ben ricoperto dei punti a = (0,—1) e b = (1, —1). Consideriamo
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la restrizione p : X = Z\{c,d,e, f} = X =W\{a,b} diqga Z\{c,d,e, f}, dove
c¢=(0,0),d=(1,0),e=(0,1), f = (1,1).

S

Allora p ¢ un rivestimento con spazio totale X e base X.

Esempio 3.1.4. Consideriamo 'applicazione continua
e:R — St t s ¥ = cos(2nt) + isin(27t),
dove ¢ denota 'unita immaginaria ed il cerchio unitario ¢ definito come
St={zeC| |z =1}

Intuitivamente, I'applicazione e “avvolge” la retta reale R sul cerchio S* e durante

questo processo porta lintervallo [n,n + 1] su St

Yy
€ Sl
/_\
-2 -1 0 1 2 1:en)’x
n €

Vogliamo mostrare che e é un rivestimento. Il fatto che e sia suriettiva ¢
ovvio. Sia z € S e supponiamo che z # 1. Consideriamo I'aperto U = S* \ {1}
di S contenente il punto z (nel caso x = 1 si prendera, per esempio, aperto
V = S'\ {—1} e si procedera in modo analogo). La fibra del punto 1 & costituita
da tutti gli interi, e7*(1) = Z C R, inoltre

e N (U) = Upez(n,n + 1).
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Quindi e *(U) ¢ T'unione disgiunta degli aperti (n,n + 1) di R al variare di
n € Z. L’applicazione

€n = €(nn+1) : (N, +1) = SI\{1}=U

¢ continua e bigettiva. Inoltre e, ¢ un’applicazione chiusa. Infatti dato C' C
(n,n + 1) chiuso in (n,n + 1) allora la sua chiusura C' & un chiuso in [n,n + 1] e
quindi compatto. Quindi la sua immagine e(C') é un compatto e quindi chiuso in
S'. Dal momento che e,(C) = ¢(C) N U segue che e,(C) & chiuso in U. Da cio
segue che e, ¢ un omeomorfismo, per ogni n € 7Z, e quindi e é un rivestimento. Il

rivestimento e ha grado infinito numerabile.

La teoria dei rivestimenti possiede svariate applicazioni; ne derivano infatti
importanti risultati che consentono di calcolare il gruppo fondamentale di diversi

spazi topologici.
Esempio 3.1.5. Il gruppo fondamentale del cerchio

Fissato come punto base (1,0), che in notazione complessa ¢é il punto 1, si
dimostra che (S, 1) & Z. L’idea della dimostrazione consiste nel definire un
isomorfismo esplicito ®: 71(S?, 1) — Z, che associ ad ogni [f] € m1(S?, 1) il nume-
ro intero che rappresenta il numero di giri compiuti dal laccio f: I — S! basato
in 1 attorno ad S'. In particolare, per poter definire un tale isomorfismo ¢ neces-
sario applicare i risultati sui sollevamenti degli archi considerando il rivestimento

e: R — S! definito nell’esempio 3.1.4.
Esempio 3.1.6. Il gruppo fondamentale del toro T2,

In virtu del precedente esempio e ricordando il Teorema 1.4 possiamo ora
affermare che il gruppo fondamentale del toro T? = S* x S! ¢ dato dal prodotto
diretto Z x Z.

3.2 Rivestimenti e gruppo fondamentale

Il legame tra la teoria dei rivestimenti ed il gruppo fondamentale, risiede nella pos-
sibilita di classificare i rivestimenti di spazi topologici che soddisfano particolari
proprieta utilizzando il gruppo fondamentale ed i suoi sottogruppi. Supponia-
mo di considerare un rivestimento p: X — X tra gli spazi topologici X ed X
ed i gruppi fondamentali m (X, %) e m (X, o). Possiamo definire la seguente

applicazione, detta lifting correspondence

Lim(X,z0) = ptao),  [f] = F(L), (3.1)



3.2. RIVESTIMENTI E GRUPPO FONDAMENTALE 43

dove f: I — X é 'unico sollevamento di f che inizia in z,.

Teorema 3.1. Se X ¢& uno spazio topologico connesso per archi, allora L é su-

riettiva. Se X e semplicemente connesso, allora ['applicazione L é una bigezione.

Enunciamo ora il seguente risultato, il quale mette in evidenza alcune proprie-

ta dell’omomorfismo indotto da un rivestimento e dalla lifting correspondence.

Teorema 3.2. Sia p: X — X un rivestimento. Valgono allora i sequenti fatti:
1. Pomomorfismo p,: (X, Zo) — m(X, o) indotto da p & iniettivo;

2. La lifting correspondence induce un’applicazione iniettiva dall’insieme delle

classi laterali destre di 7 (X, %) alla fibra p~'(x) definita come seque:
71 (X, o)

. Py (X, i‘o) — p_l(xO)a (32)

che se X e connesso per archi é bigettiva;

3. Se f & un laccio di X basato in xo, allora [f] € p.mi(X, &) se e solo se f si

solleva a un laccio di X basato in Tg.

Dimostrazione. 1. Sia f un laccio in X basato in Zy; supponiamo che p*([f]) =
[€4,], 0ssia che esista un’omotopia F relativa a {0, 1} tra pof e arco costante
basato in . Se F' ¢ un sollevamento di F in X tale che F/(0,0) = &, allora

F & un’omotopia relativa a {0,1} tra f e ez,.

2. Dimostrare 'iniettivita dell’applicazione ® indotta da L, equivale a dimo-

strare che:

L([f]) = L([g]) & [f] € p-mi(X,Z0)lg], VIf], [9] € mi(X, o). (3-3)

Supponiamo che esistano [f], [g] € m1 (X, z) tali che [f] € p.mi(X,Z0)[g);
cio significa che esiste un laccio h in X basato in Z tale che se h = poh
allora [f] = [poh][g] = [h]-[g] = [h-g]. Il laccio h-g ammette un sollevamento
h- g che inizia in Zy; ma, poiché [f] = [h-g], anche f inizia in g, pertanto f
e g terminano nello stesso punto e quindi le loro rispettive immagini tramite
L coincidono. Per dimostrare il viceversa, supponiamo che L([f]) = L([g]),
cioé che i due sollevamenti f , § terminino nello stesso punto o di X. Allora
h = f-i(§) ¢ un laccio basato in Zy e quindi [k - §] = [f]. Cio significa
che k- § & omotopo relativamente a {0,1} ad f tramite una certa omotopia
F tale che po F sia un’omotopia relativa a {0,1} tra h- g ed f in X, con
h = po h. Segue che [f] € p,m (X, Zo)[g]. Infine, poiché se X & connesso
per archi la lifting correspondence é suriettiva, lo é anche la ®;
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3. Applicando la (3.1) al caso in cui g ¢ il laccio costante basato in g, si
ottiene che L([f]) = o < [f] € pumi(X,T0). Ma L([f]) = % se e solo se il
sollevamento di f che inizia in Z( termina in Z.

]

Corollario 3.2.1. Sia p: X — X un rivestimento, X connesso per archi. Allora

p & un omeomorfismo se e solo se pymi (X, %) = m (X, o).

Corollario 3.2.2. Sia p: X — X un rivestimento, X connesso per archi. Allora
il grado del rivestimento ¢ uguale a n se e solo se Uindice di p,m(X,Zo) in

T (X, xo) én, per ogni xo € X e 7y € X,p(io) = 7).

Considerati i due gruppi p,mi (X, &o) e p,mi (X, &), il loro legame per scelte

diverse dei punti Zg, 71 tali che p(Zo) = p(Z1) € espresso dalla seguente:

Proposizione 3.2.1. Sia p: X — X un rivestimento, X connesso per archi e

Fo, %1 due punti di X appartenenti alla fibra di xq € X. Allora:

1. se f é un arco che congiunge To e T1 e f =po [ & il corrispondente laccio

in X basato in xqg, allora

[f]ilp*ﬂ'l(XV%O)[f] :p*ﬂ'l(Xa'i'l)a (34)
ossia (X, 7o) e pomi(X, E1) sono sottogruppi coniugati di m (X, 0);

2. Viceversa se H & un sottogruppo di 7 (X, x0) coniugato a (X, %) allora

esiste &1 € X, p(#1) = x¢ tale che

H= p*TFl(X,[fl).

Dimostrazione. 1. Sia uj: (X, %) = m(X, %), [g] — [i(f) g f] Viso-
morfismo definito come in  (1.2.1). Si ha che usm (X, %) = m(X, 7).
Applicando p., si ottiene che p,uzm (X, %) = m (X,#) ed inoltre

p*ufﬂl(X,fo) = uspmi(X, To) = [i(f)]pm1(X, Zo)[f] = m (X, T1).

2. Se H & coniugato a m (X, %), significa che, per un certo [f] € 71 (X, x),
H = [f]"'p.m1(X,%0)[f]. Sia f un sollevamento di f che inizia in 7, e sia
#1 = f(1). Allora, per quanto mostrato in 1., H = p,m1 (X, Z).

[

Osservazione 3.2.1. Le classi di coniugio di sottogruppi di 71 (X, x) sono inva-

rianti algebrici del rivestimento p: X — X.
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3.3 Teoremi di sollevamento per rivestimenti

Sia p: X — X un rivestimento, 2o € X, ¥y € p~(x). Considerato uno spa-
zio topologico Y, un punto yg € Y ed una funzione continua f:Y — X tale
che f(yo) = wo, ci interessa individuare quali sono le condizioni che, in generale,
garantiscono l'esistenza di un tale sollevamento. Riportiamo di seguito alcuni ri-
sultati che rispondono a tale esigenza nel caso in cui lo spazio Y soddisfi particolari

proprieta (cfr. corso di topologia algebrica per le dimostrazioni).

Proposizione 3.3.1. (Unicita del sollevamento). Siap: X — X un rivestimento
ed f:Y — X una funzione continua da uno spazio topologico connesso Y in X.
Siano inoltre f:Y — X ed f: Y — X due sollevamenti di f. Se esiste un punto

yo €Y tale che f(yo) = f'(yo), si ha [ = J'

Proposizione 3.3.2. (Sollevamento degli archi) Sia p: X — X un rivestimento,
20 € X e iy € X un punto sulla fibra si xo. Allora ogni arco f: I — X tale che

f(0) = xo, ammette un unico sollevamento f: I — X tale che f(O) = .

Proposizione 3.3.3. (Sollevamento delle omotopie) Sia p: X — X un rivesti-
mento, o € X e Ty € X tale che p(Zg) = xo. Sia F: I x I — X un’applica-
zione continua tale che F(0,0) = xo. Allora F' ammette un unico sollevamento
F:IxI— X tale che F(0,0) = . Se inoltre F' ¢ un’omotopia relativa a {0,1}
tra i due archit — F(t,0) et — F(t,1) allora F & un’omotopia relativa a {0,1}
tra i due archi t — F(t,0) et — F(t,1).

Dopo aver enunciato tali risultati, torniamo ad analizzare il problema iniziale:
quali sono le condizioni che garantiscono l'esistenza del sollevamento f preceden-
temente definito? Per capirlo consideriamo il seguente diagramma commutativo

sui gruppi fondamentali:

7Tl()h(;7 5;0)

B
1 (Y, %0) —5 (X, )

dal quale segue che

fem (Y> yO) = pfum (Yv ?/0) C psm1 (X> jO)~

La condizione espressa dall’inclusione

Jem (Ya ?/0) C pam (X7 fi’O)
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rappresenta pertanto una condizione necessaria per l’esistenza del sollevamento
f . Tale condizione, senza I'aggiunta di ulteriori ipotesi sullo spazio topologico Y,
non ¢ pero sufficiente; esistono infatti degli spazi topologici per i quali I'inclusione
é valida, ma che non ammettono ’esistenza di un tale sollevamento, come mostra

il seguente esempio:
Esempio 3.3.1. Il cerchio polacco

Il cerchio polacco é uno spazio Y ottenuto dall’unione AU BUC degli insiemi
A={(z,y) eR*2® +y* =1L,y >0}, B={(z,y) eR*[ -1 <2< 0,y=0}e
C={(z,y) eR|0<z<1y=1isinZ}.

Lo spazio Y cosi definito € semplicemente connesso, in quanto € contraibile.

Consideriamo il rivestimento
exp: R — S', ¢+ (cost,sint),
vo= (1,00 €Y, % =0€R, zyg=(1,0) € S! e la funzione continua f:Y — S*

definita da:

(z,y) se (z,y) € A
f(x,y) = (3.5)
(x,—v1—2?) se (x,y) € BUC.
Consideriamo inoltre due funzioni continue, definite rispettivamente da:

pi [-1,1] 5 R, cosp(z) =z, sinp(z) >0, p(—1) =, p(1)=0.

¢: [-1,1] = R, cosq(x) ==, sing(z) <0, q¢(-1)=-m q(1)=0.
Se esistesse un sollevamento f: Y — X tale che f(yo) = Iy si avrebbe, per ogni
(z,y) € A:
exp f(z,y) = f(z,y) = (z,y) = (x,V1 — 2?) = (cos p(x),sin p(x)) = expp(z)

e quindi

f(z,y) = p(x) + 27n(z, y),
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dove n ¢ una funzione a valori interi definita in A che risulta essere continua, in

quanto differenza di funzioni continue, e pertanto costante; allora:

f(z,y) = p(z) + 27mn, V(z,y) € A (3.6)

Ragionando in maniera analoga per ogni (z,y) € B U C, otteniamo:
exp f(z,y) = f(z,y) = (x,y) = (v, —V1 = 2?) = (cos q(x), sin g(x)) = exp ()

da cui segue

f(x,y) = q(z) + 27m, V(z,y) e BUC (3.7)
per una certa costante intera m. Valutando le equazioni (3.6) ed (3.7) nei punti
AN(BUC)={(-1,0),(1,0)} otteniamo:

f(=1,0) = p(—1) 4+ 27n = q(—1) + 2mm
£(1,0) = p(1) + 27n = q(1) + 27m
Tali uguaglianze conducono ad una contraddizione, in quanto implicano ri-

spettivamente quanto segue:
2n=n1—(—7) =p(—1) —q(-1)=21(n—m) =>n=m+1

0=0—-0=p(1) —q(l) =2n(n —m) = n=m,

provando che il sollevamento f non puo esistere.
Il motivo topologico per il quale tale sollevamento non puo esistere € che il cerchio
polacco non ¢ localmente connesso per archi nell’origine, condizione che consente

di enunciare il seguente teorema:

Teorema 3.3. Sia p: X — X un rivestimento, xo € X, &g € p~Hwo). SiaY uno
spazio topologico connesso e localmente connesso per archi, yo €Y e f: Y =5 X
una funzione continua tale che f(yo) = xo. Allora esiste un unico sollevamento

f di f rispetto a p tale che f(yo) = @0, se e solo se fum (Y, y0) C pomi (X, 20).

Dimostrazione. La condizione (3.3) ¢ necessaria, come abbiamo gia mostrato in
precedenza, per 'esistenza del sollevamento. Occorre ora mostrare che tale con-
dizione é anche sufficiente, sfruttando I'ipotesi che Y sia localmente connesso per
archi. Vogliamo costruire esplicitamente un sollevamento f tale che f (Go) = Zo-
Grazie all’ipotesi di connessione per archi, possiamo scegliere y € Y e considerare
larco ¢p: I — Y tale che ¢(0) = yo e p(1) = y. Per il teorema 3.3.2, essendo
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—_~—

f o un arco che inizia in z, esiste un unico sollevamento f o ¢ che inizia in .

Definiamo Papplicazione f: Y — X nel modo seguente:

e~ —

fly) = fop(1), (3.8)
ossia come il punto finale dell’arco ffgfa. Occorre dimostrare due fatti:
1. f ¢ ben definita;
2. f ¢ un’applicazione continua.

Cominciamo col provare che f é ben definita, cioé che non dipende dall’arco ¢
scelto. Sia ¢: I — Y un altro arco tale che ¥(0) = yo e (1) = y. Osserviamo
allora che ¢-i(¢)) rappresenta un laccio basato in yy e quindi [p-i(¢))] € (Y, yo).

Grazie all'ipotesi (3.3), esiste un laccio chiuso « in X basato in Z, tale che

Sl i) = [f o (p- i) = [(f o) - (f 0 i(¥h))] = pula] = [poal.

Segue che:

fow~pny (fow) ery ~o1y (fop) (foi()) - (fo) ~p (poa)-(fod).

In virtu del teorema 3.3.3, i sollevamenti degli archi fop e (poa)-(f o) iniziano
in Zg e finiscono nello stesso punto. Osserviamo inoltre che il sollevamento di fo¢

é m7 mentre quello di (poa) - (fow) ¢ a- m, considerato il sollevamento

di f o che inizia in a(1) = Ty dato da f o). Si ottiene allora:
fop(l)=fou(l)

il che dimostra che la definizione di f non dipende dalla scelta dell’arco. Per
dimostrare la continuita di f, consideriamo y € Y e U un aperto arbitrario di
X contenente f(y). Vogliamo trovare un aperto V di Y tale che f(V) C U.
Osserviamo anzitutto che p(U ) é un aperto di X, in quanto p é un’applicazione
aperta. Bsiste quindi U C p(U) ben ricoperto da p, cioé p~H(U) = U, Uj, dove
ciascuno degli aperti U; ¢ omeomorfo ad U. Segue che Uy € un aperto contenente
f(y) tale che P, Up — U & un omeomorfismo e f~(p(U N Uy)) é un aperto di
Y che contiene y. A questo punto, sfruttiamo l'ipotesi per cui Y é localmente
connesso per archi, per la quale esiste un aperto V' connesso per archi e contenente

y tale che
V C T p(UNUy)).

(i interessa dimostrare che

fVycuni,cuU
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che mostrera la continuita di f. Siano ' € V, ¢: I — Y un arco che congiunge
Yoeyee: I =V un arco tra y ed y. Ora f(y’) ¢ dato dal sollevamento di
fo(W-v)=(fot):(fop)che comincia in Fy. Questo sollevamento & dato da
m - B, dove m éi/l\so/llevamento di f o che inizia in zg e S quello di fo
che inizia nel punto f o (0) = f(y). Per definizione si ha f(3') = 5(1). Rimane

ora da dmostrare che 5(1) € U N Uy, mostrando che B(I) C U N Uy. Si ha:

BU) Cp (fle) Ccp (f(V)) Sp~ (U NU) Sp ' (U) = U Uj.

Poiché 3(0) € Uy, segue che S(I) C Uy e inoltre

p(B(I)) = fle(1) € f(V) S p(UNT),

da cui segue che 8(I) € U N Uy, in quanto la restrizione pig, ¢ iniettiva e B(I) C
Uy. O

Corollario 3.3.1. Sia p: X = X un rivestimento, xg € X, To € p~(zo) e sia
inoltre Y semplicemente connesso e connesso per archi, yo € Y ed f: Y — X
un’applicazione continua tale che f(yo) = xg. Allora esiste un unico sollevamento
f di f rispetto a p tale che f(yo) = io.

3.4 Omomorfismi ed Isomorfismi tra rivestimenti

Siano p1: X7 — X e pa: Xo — X due rivestimenti dello stesso spazio X, dove
X1, X5 e X sono spazi connessi e localmente connessi per archi. Un omomorfismo
tra i rivestimenti p; e po é un’applicazione continua ¢: X; — X tale che p; = pyo
. Un omomorfismo ¢: X; — X, tra due rivestimenti p;: X; - X epy: Xo - X
é un isomor fismo ovvero un’equivalenza se esiste un omomorfismo 1: Xy — X3
tale che 9o p =idg e 9ot =idg,; segue che un omomorfismo tra rivestimenti
¢ un isomorfismo se e solo se ¢ un omeomorfismo. Due rivestimenti saranno detti

isomorfi ovvero equivalenti se esiste un isomorfismo che li lega.

Teorema 3.4. Siano p;: )~(1 — X epy: Xg — X due rivestimenti e X1 € Xl e
Ty € X tali che p1(Z1) = p2(Z2). FEsiste un unico isomorfismo @: X, = X, tale

che (1) = T9 se e solo se pl*m()zl,fcl) = pg*m(f(g,:%g).

Dimostrazione. Sia p: X; — X, un isomorfismo; allora, per il corollario 3.2.1, si
ha
. (X1, 31) = 1 (X, 22)
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e, poiché p; = py 0 ¢, si ha

pl*Wl(Xh T) = p2*90*7T1(X1, T) = p2*7T1(X2, Tg).

Per dimostrare il viceversa, supponiamo che py,m (X1, #1) = pa.m1(Xs, @2) e appli-
chiamo il teorema sui sollevamenti al rivestimento p,; allora deduciamo che esiste
un’unica applicazione continua : X, = X, tale che p; = py 0 v e o(T1) = Zo.
Applicando lo stesso ragionamento al caso in cui i ruoli di X, e X, si scambiano,
si ottiene un’applicazione continua v : X, — X tale che p1 = p2ot) e P(Ty) = T1.
La composizione 1 o p: X; — X, ¢ un sollevamento di p; e Y(p(T1)) = 71 e lo
stesso vale per idg . Pertanto ¢ o ¢ = idg . Lo stesso ragionamento vale per
po=idg, [

E’ interessante osservare che il risultato espresso da tale teorema non risolve
pero un altro problema: potrebbe infatti capitare che non esista un isomorfismo
che mandi il punto Z; su I nonostante i due rivestimenti siano isomorfi. Per

trovare soluzione a tale problema enunciamo il teorema seguente:

Teorema 3.5. Siano p;: )~(1 — X epsy: XQ — X due rivestimenti e T € Xl e
Ty € Xy punti tali che p1(Z1) = p2(Z2) = wo. Fsiste un isomorfismo - X, — X

se e solo se i sottogruppi p1.m1 (Xl, 1) ep2*771()~(2, To) dim (X, x0) sono coniugati.

Dimostrazione. Consideriamo un isomorfismo ¢: X; — X5 e sia ¢(i) = &. Per
il precedente teorema, si ha che pl*m(f(l, T1) = pg*ﬂ'l(XQ, 74) e per il primo punto
1. della Proposizione 3.2.1 si ottiene che po, 7y (Xg, Th) & coniugato a pa,my (Xg, To)
e quindi py,m ()~(1, T1) € PouT ()2'2, T9) sono coniugati. Viceversa, se p1,m (X’l, 71)
e pam1(Xs, &) sono coniugati, allora per il punto 2. della Proposizione 3.2.1,
esiste un 74, tale che pi.m (Xl,fl) = pg*m(ffg,:i"?) e per il teorema precedente

esiste un unico isomorfismo ¢: X; — X, tale che ¢(&) = &. O

3.5 Rivestimenti universali ed esistenza di rivesti-

menti

Un rivestimento p: X — X @ detto rivestimento universale di X se lo spazio X ¢
semplicemente connesso. Grazie al Teorema 3.5, due rivestimenti universali sono
isomorfi, in quanto (X, %) = {1}. L’aggettivo universale deriva dal risultato

seguente:

Proposizione 3.5.1. Siano X1, X, ed X tre spazi topologici connessi e localmente

connessi per archi, p: X — X un rivestimento ed X semplicemente connesso. Se
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Pr: Xl — X ¢ un altro rivestimento allora esiste un rivestimento D: X = Xl

tale che p = py o p.
Prima di dimostrare la proposizione, premettiamo il seguente lemma:

Lemma 3.1. (Composizione di rivestimenti) Siano X,Y, Z spazi topologici con-
nesst e localmente connessi per archi. Siano q: X — Y er:Y — Z due appli-
cazioni continue e p =roq: X — Z. Allora se p ed r sono rivestimenti, q & un

rivestimento.

Dimostrazione. Per dimostrare che ’applicazione continua ¢: X — Y €& un rive-
stimento occorre dimostrare che é suriettiva e che ogni punto y € Y ammette
un aperto ben ricoperto da q. Cominceremo col dimostrare la suriettivita. Sia y
un punto arbitario di Y; dimostreremo, sfruttando le proprieta dei sollevamenti
di rivestimenti, che esiste un punto x € X tale che ¢(z) = y. Fissiamo i punti
xg € X, yo €Y e zy € Z tali che q(xo) = yo, 7(yo) = 20 € p(xo) = 2p. Poiché X,
Y, Z sono connessi e localmente connessi per archi, sono anche connessi per archi;
esiste pertanto un arco y: I — Y tale che 4(0) = yg e 7(1) = y. Considerando la
composizione r oy: I — Z, otteniamo un arco in Z tale che r(y(0)) = zo. Grazie
alla proprieta di sollevamento degli archi, esiste un unico sollevamento dell’arco
r o~ in X, che denoteremo con 7 o7 e tale che 7 07(0) = 2. In modo analogo
a quanto fatto precedentemente, consideriamo la composizione goro~y: I — Y,
che sara denotata nel seguito con § Vogliamo dimostrare che % é il sollevamento
dell’arco 7 o 7y rispetto al rivestimento 7 tale che %(0) = yo. In effetti ':7 inizia nel

punto 7o, in quanto:

7(0) = g o7 07(0) = q(x0) = Yo:

Inoltre
roj=roqoy=poy=ro,

da cui segue che % ¢ il sollevamento di r o 7. Per completare la dimostazione
della suriettivita, dimostreremo che % = ~; per il teorema 3.3.1, si ottiene che
%(1) =~(1) =y, ma %(1) = qor 0 y(1) = q(x) = y, e cid mostra che ¢ & suriettiva.
Resta da dimostrare che ogni punto y, € Y ammette un aperto banalizzante
rispetto a ¢. Ricordando che p e ¢ sono rivestimenti, possiamo scegliere un aperto
banalizzante rispetto a p ed uno rispetto ad r, entrambi contenenti il punto zy € Z;
I'intersezione di tali aperti é un aperto banalizzante rispetto a p ed r contenente z,
che chiameremo U. Grazie all’ipotesi di locale connessione per archi, supponiamo

che U sia un aperto connesso di Z; si ha allora:

p ' (U) = V.,
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r ' (U) =] Vs
B

dove U,, Vg sono aperti disgiunti di X tali che pjy,: Uy — U ery,: Vo = U
siano degli omeomorfismi. Sia ora Vj, l'aperto contenente il punto y,; vogliamo
dimostare che si tratta di un aperto ben ricoperto da ¢. Osserviamo che, per le

proprieta della controimmagine, si ha q(p~(U)) C r~'(U); segue allora che
q(Ua) v '(U) = V5.
B

Poiche i Vi3 sono aperti disgiunti, g € un’applicazione continua e U, € connesso, si
ha che ¢(U,) C Vj per qualche 8. Quindi ¢~ (Vj,) = {Uw|q(Uw) C V3,)}. Inoltre,
poiché pyy, e ry, sono entrambi omeomorfismi, segue che anche gy ,: Uy — Vj,

é un omeomorfismo e questo completa la dimostrazione. O
Possiamo ora dimostrare la Proposizione 3.5.1

Dimostrazione. Poiché {1} = p,m(X,%o) C prm(X1), segue dal teorema di
sollevamento che esiste p: X — X, tale che p = p; o p. Per il precedente lemma,

si ha che p é un rivestimento. O

Ci interessa a questo punto individuare condizioni necessarie affinché esista
un rivestimento universale. Supponiamo che p: X — X sia un rivestimento
universale, ossia che lo spazio X sia semplicemente connesso. Scegliamo un punto
o € X e xp € X tali che &y € p~(z) ed un aperto U ben ricoperto da p e
contenente z,. Esiste allora un aperto V di X contenente il punto #, omeomorfo
ad U tramite la restrizione del rivestimento p a V. Le inclusioni i: U — X e
j:V — X, sono tali che io piv = p o j. Passando alle applicazioni indotte sui
gruppi fondamentali e usando il fatto che X ¢ semplicemente connesso si deduce

che:
Z.>|<7I_1(lja 370) = p*.j*ﬂ—l(‘/; '%0) = {1}

Equivalentemente i.([f]) = [es,] per ogni [f] € 7 (U,xp). Tali considerazioni

consentono di dare la seguente definizione:

Definizione 3.5.1. Sia X uno spazio topologico che ammette un rivestimento
universale e tale che ogni punto rqg € X abbia un intorno aperto U in modo
che I'omomorfismo indotto dallinclusione i,: m (U, z9) — (X, xo) sia banale.

Diremo che lo spazio X & semilocalmente semplicemente connesso.

Detto diversamente, cio significa che in uno spazio X semilocalmente sempli-

cemente connesso, ogni laccio in U basato in xy ¢ equivalente all’arco costante
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€x,- Dalla definizione, deduciamo che si tratta di una proprieta locale e che uno
spazio semplicemente connesso € anche semilocalmente semplicemente connes-
so. Esistono invece spazi connessi e localmente connessi per archi che non sono

semilocalmente semplicemente connessi, come mostra il seguente esempio:
Esempio 3.5.1. L’orecchino hawaiano

Lo spazio topologico X = |J,—, C,, dove C, ¢ la circonferenza di raggio
% e centro in (%,O) in R?, ¢ chiamato orecchino hawaiano o orecchio infinito
e, pur essendo connesso e localmente connesso per archi, non é semilocalmente

semplicemente connesso per archi.

Fissati un intorno aperto U dell’origine xy = (0,0) di X ed n sufficientemente
grande in modo che C,, C U, consideriamo la retrazione di X su C,, che invia tutti
i cerchi C), con n # m nell’origne lasciando fisso C,,. L’inclusione j: C,, — X
induce un omomorfismo iniettivo j.: m (Cp, x9) = Z — m (X, x¢). Le inclusioni
1:U—Xek:C, — U, sono tali che i o k = j e quindi i, o k, = j,. Se X fosse
semilocalmente semplicemente connesso allora i, dovrebbe essere I’omomorfismo
banale e quindi anche j, sarebbe banale, in contrasto con quello appena dimo-
strato.

In particolare, I’essere semilocalmente semplicemente connesso, ¢ anche una con-

dizione sufficiente per 'esistenza di un rivestimento universale:

Teorema 3.6. Sia X uno spazio connesso e localmente connesso per archi. Al-
lora X ammette un rivestimento universale se e solo se e semilocalmente sempli-

cemente connesso.

Tale teorema, se applicato al gruppo banale, puo essere visto come un imme-

diato corollario del risultato piti generale espresso dal seguente:

Teorema 3.7. Sia X uno spazio connesso, localmente connesso per archi e se-
milocalmente semplicemente connesso e sia vg € X. Sia H un sottogruppo di
(X, 20). Allora esiste un rivestimento p: X — X ed un punto Zo € p~ (o)
tale che p,mi (X, %) = H.
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Dimostrazione. Daremo un’idea della dimostrazione di tale risultato rinviando il
lettore a [7] per dettagli. Sia P linsieme costituito da tutti gli archi di X che
iniziano in xg ed introduciamo su tale insieme una relazione d’equivalenza cosi

definita: diremo che f ~ g se e solo se sono soddisfatte le seguenti condizioni:
o f(1)=g(1);
o [f-i(g)] € H.

Denotiamo la classe d’equivalenza del cammino f € P con f# e sia X I'insieme

delle classi d’equivalenza. Definiamo p: X — X come

p(f7) = f(1),

che é un’applicazione suriettiva in quanto X é connesso per archi. E’ possibile
dimostrare che, dotando I'insieme P della topologia dei compatto-aperti X della

topologia quoziente, 'applicazione p € un rivestimento e p,m ()~(, T9) = H. O
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Dai Teoremi 3.5 e 3.7 si deduce il seguente Corollario, il quale mostra una

classificazione algebrica dei rivestimenti di uno spazio topologico:

Corollario 3.5.1. Sia X uno spazio connesso, localmente connesso per archi e
semilocalmente semolicemente connesso. Sia xg € X. Fsiste una corrispondenza
biunivoca tra le classi di isomorfismo di rivestimenti di X e le classi di coniugio

di sottogruppi di m (X, o).

3.6 Automorfismi di un rivestimento

Dato un rivestimento p: X — X, un automor fismo ¢ un isomorfismo dal ri-
vestimento in sé. L’insieme degli automorfismi di un rivestimento, detti anche
trasformazioni di rivestimento o deck transformations, é dotato della struttura di
gruppo dall’operazione di composizione e viene denotato con Aut(f( ,p). 1l grup-
po degli automorfismi di un rivestimento p é determinato da p,m ()27f0), come

mostra il seguente teorema:

Teorema 3.8. Sia p: X — X un rivestimento, X e X connessi e localmente
connessi per archi. Dato xg € X e Zg € p~ (o), il gruppo Aut(X,p) & isomorfo
Norm(p,m (X, %))

p*7T1(X,570) '

al gruppo quoziente

Dimostrazione. Prima di procedere alla dimostrazione, é utile ricordare che se H
¢ un sottogruppo di un gruppo G, il normalizzatore di H in G ¢ il sottogruppo
di G definito da:

Norm(H) = {g € GlgHg™ = H},

osservando che Norm(H) ¢é il pit grande sottogruppo di G che contiene H come

sottogruppo normale. Consideriamo 'applicazione bigettiva

®. 7T1<X7'I0)

-1
: —— —p  (z0)
p*ﬂ—l(Xaa:O)

data da (3.2) e applicazione
U Aut(X, p) — p~Y(zo), U(p) = @(Zg).

L’applicazione W ¢ iniettiva, poiché 'automorfismo ¢ é univocamente determi-

nato dal valore che assume in #,. Ricordiamo inoltre che, dato [f]p.mi (X, &) €
(X, 7o) con [f] € m (X, zo), si ha

p*ﬂ-l (Xa .Z'())

O([flp.m (X, 7o) = f(1),
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dove f & l'unico sollevamento dell’arco f che inizia in . Il primo passo con-
siste nel dimostrare che I'immagine di ¥ ¢ uguale all'immagine del sottogruppo
Norm(p,m (X, Zo)) 4 ™ (X, Zo)

pemi (X, To) P (X, To) i
o(@y) = f(1) se e solo se [f] € Norm(p.m(X,2p)). Per il Teorema 3.4 un tale

tramite ®. Cio equivale a dimostrare che

automorfismo ¢ esiste se e solo se p,m (X, %) = pomi (X, #1), dove & = f(0).
Tnoltre, in virtd della Proposizione 3.5, [f] " p.m1 (X, Z0)[f] = pemi(X, &), ossia
[f] € N(p,m1(X,#)). Segue che applicazione

Norm(p.m (X, &))

dloW: Aut(X,p) — —
P (X, o)

¢ una bigezione. Per concludere la dimostrazione occurre mostrare che tale ap-
plicazione é un omomorfismo di gruppi. Consideriamo due automorfismi ¢ e o
di X, tali che ©1(T0) = T1 € p(Tg) = T9 e quindi ¥(p1) = 1 e U(p2) = . Sia fi
(rispettivamente f5) un arco in X che congiunge &, a #; (rispettivamente i) e
fi=po f~1 (rispettivamente fo, = po fg) il laccio chiuso in X basato in xy. Allora

O([filpami (X, Fo)) = 1 e O([fo]pami (X, Fo)) = Fo. Sia T = @1(pa(F0)) = 1 (%2);
segue che U(p; o py) = Z3. Ci interessa dimostrare che

(T (p10p2)) = D (W(101)) 27 (V(p2))
il che dimostra che ®~! o ¥ ¢ un omomorfismo. Si ottiene:
O (&) = D7 (#1) @ (F2) = [filpemi (X, Zo) [ folpemi (X, o) = [fr- folprmi (X, o).
Equivalentemente, dobbiamo dimostrare che:

O([f1 - folpemi (X, Zo)) = Ts.
Osserviamo che, poiché f; é un arco tra Ty e To, allora ¢, o fz & un arco che
congiunge ¢1(Zg) = 1 a ¢1(T2) = 3. Possiamo pertanto considerare 'arco

fi- (p1 0 fg) in X, ossia il sollevamento di f; - f» che inizia in Z, in quanto

Pofl = f1 epopio ]EQ =po fg = fy. Si ottiene allora
O([f1 - falpsmi (X, %)) = (f1 - (610 f2))(1) = ¢1(fo(1)) = s,

che conclude la dimostrazione. O]
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3.7 Rivestimenti e azioni di gruppi

3.7.1 Alcuni richiami sulle azioni di gruppi

Sia X un insieme non vuoto e G un gruppo. Diremo che G agisce a sinistra su

X o che X ¢é un G-insieme sinistro se ¢ definita un’applicazione
GxX—=X, (g2)—g-x
tale che siano soddifatte le seguenti proprieta:
e l-x=nu, Vo € X, con 1 elementro neutro di G}
e g-(h-z)=(gh)-x, Yg,h € G.
Diremo che G agisce a destra su X se esiste un’applicazione
X xG— X, (x,9)—~x-g
tale che
o r-1=nu, Ve e X,
e (x-g)-h=ux-(gh), Vg, h € G.

Considerato un gruppo G che agisce a sinistra su un insieme non vuoto X, é
possibile definire una relazione d’equivalenza su X nel modo seguente: x ~ y
se e solo se esiste g € G tale che g -+ = y. Lo spazio quoziente sara denotato
con X/G e m: X — X/G & la proiezione sul quoziente. Si definisce stabilizzatore
o gruppo di isotropia il sottoinsieme G, = {g € G|g -z = x}. Fissato z € X
definiamo inoltre 1'orbita del punto x come G -z = {g - x|g € G}. La seguente

proposizione mette in luce il legame tra 'orbita ed il gruppo di isotropia:

Proposizione 3.7.1. Sia X un G-insieme sinistro e x € X. Allora esiste una

bigezione equivariante tra G - x e linsieme delle classi laterali sinistre G /G..

Dimostrazione. Ricordiamo che un’applicazione f: X — Y & G-equivariante se
flg-x)=g- f(x), Vre X, Vged.
Definiamo la seguente applicazione
¢:G-x— G/G,, y=g-x+—|g], (3.9)

dove [g] denota la classe laterale destra di g in G/G,. Tale ® ¢ ben definita,

equivariante ed invertibile con inversa ¥([g]) = ¢ - . O
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Uno spazio topologico X é detto G-spazio rispetto al gruppo G se ¢ un G-

insieme sinistro e 'applicazione
Ly X — X, T g-T

é un omeomorfismo. Lo spazio quoziente X/G ¢ dotato della topologia quoziente

1

(nella quale U é aperto in X/G se e solo se 7! & aperto in X)) rispetto alla

proiezione canonica 7: X — X/G, la quale soddisfa le proprieta espresse dalla

seguente proposizione:

Proposizione 3.7.2. Dato un G-spazio X e la proiezione m: X — X/G sul

quoziente, valgono i tre sequenti fatti:

1. ™ ¢ aperta;
2. se G ¢é finito ™ € anche chiusa;

3. X/G ¢ di Hausdorff se e solo se K ={(z,g-z) € X x X|xr € X,g € G} ¢

chiuso.

Dimostrazione. 1. Sia U un aperto di X. Allora
(7 (U)) = {z € X|n(x) € 7(U)}
= {z € X|n(z) = n(y), per qualche y € U}
= {z € X|z =g -y, per qualche y € U e per qualche g € G}
={z € X|z € g- U per qualche g € G} = U, 9 U = U, e Ly(U).
Poiché L, & un omeomorfismo e U & un aperto, segue che L,(U) ¢ un aperto
di X e quindi 7~!(7(U)) ¢ aperto in quanto unione di aperti. Cid mostra

che 7 ¢ aperta.

2. Si consideri ora un sottoinsieme chiuso A di G e sia G un gruppo finito;

ragionando in maniera analoga al punto precedente si ottiene:

7 (w(A4)) = | Ly(4)

geG

che é un chiuso, in quanto unione finita di chiusi.
3. Per dimostrare il terzo punto osserviamo che ’applicazione definita da:
[r XXX = X/GxX/G,  (2,y) = (7(z),7(y))

¢ aperta e suriettiva, quindi un’identificazione. Sia A C X/G x X/G la
diagonale in X/G; allora X/G ¢ di Hausdorff se e solo se A ¢ un sottoinsieme
chiuso di X/G x G/K, cioé se e solo se

JHA) ={(z.y) e X x X|r(z) =n(y)} ={(z,y) e X x X[y =g -2} = K
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¢ chiuso in X x X.

3.7.2 Rivestimenti e azioni propriamente discontinue

Dato un G-spazio X, diremo che 'azione di G su X é propriamente discontinua

se Vo € X esiste un aperto U contenente x tale che
(91-U)N(g2-U) =0,Y91, 92 € G (3.10)

0, equivalentemente,

(g-U)N(U)=0,Yg € G (3.11)

Osserviamo infatti che la (3.10) implica la (3.11) ponendo g, = 1. Inoltre, suppo-

nendo che sia soddisfatta la (3.11), si ottiene:
(g1-U)N(g2-U) = g2l(95 ' nU) N U] =0, Vg1,90 € G,
cioé la (3.10).

Teorema 3.9. Sia X un G-spazio. L’azione (sinistra) di G su X é propriamente

discontinua se e solo se m: X — X/G ¢ un rivestimento.

Dimostrazione. Sia I'azione di G su X propriamente discontinua, x € X e U
un aperto di X contenente z che soddisfi la (3.11). Per mostrare che 7 ¢ un
rivestimento, sara sufficiente dimostrare che w(U), il quale é un aperto di X
grazie alle proprieta della proiezione descritte in 3.7.2, ¢ ben ricoperto, cioé che
la sua controimmagine tramite 7 ¢ unione di aperti di X ciascuno dei quali é

omeomorfo a m(U). Si ha
" (0) = L0,

pertanto ci resta da dimostrare che m;, y: Ly(U) — m(Lg(U)) ¢ un omeo-
morfismo. Tale restrizione si ottiene dalla composizione dei due omeomorfismi
Ly1: Ly(U) = U e my: U — 7w(U), quindi & un omeomorfismo. Per dimo-
strare il viceversa, supponiamo che 7: X — X/G sia un rivestimento; allora
esiste un aperto V' di 7(x), dove x € X, ben ricoperto da 7. Ciod significa che
(V) = UUj e my,: U; — V & un omeomorfismo. Considerato I'aperto Uj,
contenente x, se (g - U;) UUj, # 0,¥g € G, due punti di Uj, dovrebbero appar-
tenere alla stessa orbita rispetto all’azione di G, venendo meno l'iniettivita della

restrizione 7y, . La (3.11) dev’essere pertanto soddisfatta.
[



60 CAPITOLO 3. CLASSIFICAZIONE DEI RIVESTIMENTI

Il teorema che segue offre un criterio che consente di stabilire se una data

azione di un gruppo G su uno spazio X sia propriamente discontinua:

Teorema 3.10. Sia G un gruppo finito che agisce liberamente su uno spazio di

Hausdorff X. Allora lazione di G su X & propriamente discontinua.

Dimostrazione. Siano go =1, g1, ..., g, gli elementi di G e sia x € X. Ricordando

che un gruppo G agisce liberamente su uno spazio X se per ogni g # 1 e per ogni

x € X, si ha g-x # x, osserviamo che i punti g; - x, ..., g, -  sono tutti distinti
da gy - * = x. Poiché X é& di Hausdorff, esistono Uy, ...,U, aperti contenenti
rispettivamente x, g1 - @, ..., g, - @ € tali che UyNU; = 0 per ogni j =1,....n
Allora ;
U=Ng* U
§=0

¢ un aperto che contiene x e che soddisfa la (3.11). Infatti, se g € G, g # 1, allora
g=gr € G,k # 0, ottenendo:

=gk ﬂ ﬂgkgj ) C Uk,

poiché gj_1 -U; C Uy e gr-Uy C Uy Inoltre, poiche U C Uy, gr-U C Uy e
UNUg # 0, si ottiene (g - U)NU = 0. O

Esempio 3.7.1. Lo spazio lenticolare

Sia S = {(21,22) € C?||z1]* + |22/*> = 1} la sfera unitaria in R* = C? e

consideriamo 'applicazione definita come segue:
h:S* — S% (21, 22) > (€2™/P2y, e 10/P 2,)),

dove p e ¢ sono interi positivi primi tra loro e tali che 1 < g < p. Tale applicazione

¢ un omeomorfismo la cui inversa é data da
ht. 8% — 53, (z1,22) — (e‘Qm/pzl, e‘27riq/p22)
e h? = idgs. Definiamo un’azione di Z, su S* nel modo seguente:
Z,x S* = 53 [n],- (21, 20) = h"(21, 22) = (¥"Pz, 2P ),

Si tratta di un’azione libera, in quanto se e*™™/Pz; = 2z e 24Py = 2z, e 21 # 0,
si ha che e?™/P = 1 e pertanto p|q; se invece z; = 0 allora zp # 0 e e2™"/P = 1,
e quindi p|ng; ma, essendo per ipotesi p e ¢ primi tra loro, si ha p|n. Per il
precedente teorema l’azione é propriamente discontinua e per il Teorema 3.9,
esiste un rivestimento S® — S$3/7Z,, dove lo spazio topologico quoziente S%/Z, &

detto spazio lenticolare.
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3.7.3 Rivestimenti regolari

Un rivestimento p: X — X si dice regolare (normale o di Galois) se dato g € X
esiste 7 tale che p,m (X, o) & un sottogruppo normale di 7 (X, zo). Conseguenza

immediata del Teorema 3.5 ¢ il seguente corollario:

Corollario 3.7.1. Sia p: X — X un rivestimento, X, X connessi e localmente
connesst per archi, ro € X. Il rivestimento p & regolare se e solo se per ogni
i1, @y € pYxo) esiste un automorfismo ¢ € Aut(X,p) tale che ©(iy) = &5 ed
7T1(Xlx0)
~p*7T1(X,f0)
rivestimento ¢ regolare e Aut(X,p) = w1 (X, o).

inoltre Aut(f(,p) ¢ 1somorfo a . Se X ¢ semplicemente connesso, il

Un rivestimento p: X — X ¢ un’applicazione aperta e quindi un’identifica-
zione; esiste pertanto una relazione d’equivalenza su X che identifica i punti che
stanno sulle stesse fibre. Non é detto perd che quest’identificazione avvenga tra-
mite 'azione di un gruppo; cio accade solo se il rivestimento € regolare e il gruppo
che identifica i punti delle fibre é proprio il gruppo degli automorfismi del rivesti-
mento. Osserviamo che la prima parte del precedente corollario, si puod esprimere
in maniera alternativa, mettendone in evidenza il legame con 'azione del gruppo

degli automorfismi sulla fibra, definita come

Aut(X) x p~Hxo) = p~ o), (p, o) — (o). (3.12)

Possiamo affermare che il rivestimento p: X — X ¢ regolare se e solo se 'azio-
ne (3.12) é transitiva. Ricordando il Teorema 3.9 sappiamo che l'applicazione
quoziente m: X — X/G associata ad un’azione di un gruppo G su uno spazio
topologico X ¢ un rivestimento se e solo se ’azione ¢ propriamente discontinua.

La proposizione che segue mostra, in particolare, che tale rivestimento ¢ regolare:

Proposizione 3.7.3. Sia G un gruppo che agisce in modo propriamente disconti-
nuo su uno spazio topologico X connesso e localmente connesso per archi. Allora
m: X = X/G ¢ un rivestimento regolare e Aut(X,m) = G.

Dimostrazione. Abbiamo precedentemente dimostrato che 7 ¢ un rivestimento.
Per dimostrare che Aut(X,7) = G consideriamo un elemento g € G ed osserviamo
che si ha m o g = m, da cui segue che G C Aut(X, 7). La seconda inclusione si
dimostra invece nel modo seguente: dato ¢ € Aut(X,7) si ha che mo ¢ = 7,
quindi ¢(z1) = x5 e w(x;) = 7(x2). Allora esiste g € G tale che g - 7 = x5
e per l'unicitd deve aversi ¢ = g, che dimostra Aut(X,7) C G. Resta ora da
dimostrare che il rivestimento é regolare. Siano x; e xy tali che 7(z1) = 7(z2);
allora esiste g € G = Aut(X, ) tale che g-x; = x5 e quindi per il Corollario 3.7.1

il rivestimento € regolare. O]
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Un’altra conseguenza del Corollario 3.7.1 ¢ il seguente risutato:

Corollario 3.7.2. Siano G e X con le stesse ipotesi della Proposizione 3.7.5.
Allora

G = m(X/G, p(x0))/pem1 (X, 20).

Quindi se X é semplicemente connesso
G = m(X/G, p(x0)).

In particolare, il nostro interesse € rivolto al fatto che i rivestimenti regolari
nascono tutti da un’azione propriamente discontinua di un gruppo G. Prima
di enunciare il teorema che dimostra tale affermazione, dimostriamo un fatto

generale:

Proposizione 3.7.4. Sia p: X — X un rivestimento (non necessariamente re-
golare). Allora il gruppo Aut(X,p) agisce in modo propriamente discontinuo su
X.

Dimostrazione. Sia U un aperto di X tale che Py U— p(U) sia un omeomorfi-

smo. Allora
Une(U)=0, Aut(X,p), ¢ #idg.

Infatti, se esistesse & € U tale che ¢(7) € U, allora p(%) = p(¢(%)) e (grazie al
fatto che py ¢ iniettiva), si ha che ¢(Z) = T e quindi p = idx. O

Teorema 3.11. Sia p: X — X un rivestimento regolare e m: X — X /Aut(X,p)
il rvestimento dato dall’azione propriamente discontinua di Aut(X,p) su X.

Allora esiste un omeomorfismo F: X — X /Aut(X,p) , tale che F op = .

Dimostrazione. Sia F: X — X /Aut(X,p) definita come F(z) = 7(Z), dove # &
un punto della fibra su x. Si tratta di un’applicazione ben definita, in quanto non
dipende dalla scelta del punto; infatti se & € p~'(z), esiste ¢ € Aut(X,p) tale
che p(z) = &, e quindi 7(Z) = 7(&). Inoltre F o p = m. Occorre ora dimostrare
che F' ¢ iniettiva, suriettiva, continua e con inversa continua. Per dimostrare che
¢ iniettiva, supponiamo che F(z) = F(y). Cio implica che 7(Z) = 7(J), con Z,7

punti appartenenti rispettivamente alla fibra su x ed alla fibra su y. Si ha



3.7. RIVESTIMENTI E AZIONI DI GRUPPI 63

dove [Z] € X /Aut(X,p), & ¢ un rappresentante di tale classe e x = p(Z). Infine
F risulta continua con inversa F'~! continua in quanto composizione dell’identi-

ficazione p e dell’applicazione continua 7. O

Proposizione 3.7.5. (Incollamento di rivestimenti regolari) Sia X uno spazio
topologico e Uy, Uy sottoinsiemi aperti di X tali che X = U NUy, UyNUy # 0 e
sta xo € Uy NU;y. Siano

fi: (U1, 21) = (Uy, ) (3.13)

for (Us, &2) = (Us, o)
due rivestimenti regolari. Consideriamo inoltre i rivestimenti regolari dati da:

ffli (Ul N Ug,fl) — (Ul,SL’()) (314)

[t (U N Uy, &) — (U, ).

Se esiste un omeomorfismo G-equivariante F: fi (U, N Us) — f,1(UL N Us),

esiste un rivestimento regolare p: X — X con fibra G.
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Capitolo 4

La dimostrazione di Grothendieck

4.1 Monodromia di un rivestimento

Dato un rivestimento p: X — X ed un punto z¢ € X, si definisce monodromia

del rivestimento p ’applicazione

p_1<$0) X WI(Xa l’o) - p_l(x())7 (‘%07 [f]) = f<1)7 (41)
dove f ¢ il sollevamento del rappresentante f € [f] che inizia in o (cfr.(3.1)).

Lemma 4.1. L’applicazione di monodromia di un rivestimento definita in (4.1)

definisce un’azione destra di 7 (X, zo) sulla fibra p~* (o).

Dimostrazione. Per dimostrare che 7 (X, 7o) agisce sulla destra della fibra p~(zg)

occorre dimostrare che:

Zo [610] = flvl(), v3~70 € pil(ﬂfo),

la quale é immediata in quanto un qualsiasi sollevamento dell’arco costante é un

laccio, e che

(Zo - [f]) - lg] = Zo(f] - lg]), VIS, 9] € m(X, o).

Per dimostrare quest’ultima osserviamo che si tratta di sollevamenti che finiscono

nello stesso punto della fibra:

(Zo - [f]) - l9] = Uz (/)(1)) - 9] = (L0y(9)) (1),

dove Iz, (f) rappresenta l'unico sollevamento di f che inizia in Zo e [f,(g) I'unico

sollevamento di g che inizia nel punto f (1). D’altra parte, grazie alle proprieta dei
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sollevamenti rispetto all’operazione di concatenazione tra classi definita in (1.2),

si ha:

Zo([f1-19]) = Zo([f - 91) = (o (f - 9)) (1) = Lao (F) (1) - L0 (9) (1) = L74)(9)) (1)

Da cio segue che il punto finale sollevamento dell’arco g che inizia in f(1) ed il
punto finale del sollevamento di f - ¢ che inizia in Z, coincidono e questo conclude

la dimostrazione del lemma. O

L’azione di monodromia di un rivestimento soddisfa inoltre le proprieta ripor-

tate nella seguente proposizione:

Proposizione 4.1.1. Sia p: X — X un rivestimento e xo € X. Valgono allora i

sequenti fatti:

1. lazione di monodromia ¢ transitiva se e solo se la fibra p~'(xo) appartie-
ne alla stessa componente connessa per archi di X (in particolare se X ¢
connesso per archi allora ’azione di monodromia é transitiva su qualunque
punto di X );

2. il gruppo di isotropia di 7o € p~(xg) ¢ p*7T1<X, Zo);
3. esiste una bigezione equivariante tra p~'(zo) e m (X, z0)/pem (X, Fo).

Dimostrazione. 1. Per dimostrare la transitivita dell’azione, occore mostrare
che, per ogni Tg, 71 € p~'(xp), esiste [f] € m (X, xg) tale che Ty - [f] = ;.
Grazie all’ipotesi di connessione per archi, esiste un arco f: I — X tale
che f(0) = Zo e f(0) = Z. Ma tale arco non é altro che il sollevamento del

laccio f: I — X basato in zg, in quanto po f = f.

2. La classe [f] appartiene al gruppo di isotropia se e solo se [f](Zy) = f(1) =
Zo. Segue che f & un laccio basato in Zg e la conclusione segue dal Teorema
3.2.

3. E’ conseguenza della Proposizione 3.7.1.
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La monodromia di un rivestimento determina il rivestimento, secondo il se-

guente teorema:

Teorema 4.1. Sia X uno spazio topologico connesso, localmente connesso per
archi e semilocalmente semplicemente connesso e xo € X. Per ogni insieme G
e per ogni azione destra di w1 (X, x9) su G, esiste un rivestimento p: X — X ed

una bigezione ®: G — p~(xq) tale che

(g - [f]) = @(9) - [f], Vg € G,V[f] € m (X, xo).

Inoltre la coppia (p, ®) & unica a meno di isomorfismi, cioé per ogni altra coppia

(P, CfD) esiste un isomorfismo di rivestimenti che estende ® o 1.

Corollario 4.1.1. Sia Z uno spazio topologico connesso, localmente connesso per

archi e localmente semplicemente connesso, zg € Z e sia G un gruppo. Allora:

1. esiste una bigezione naturale
{7T1(Z, Zo) — G} < {(Z, 20) — (Z, Zo)}/ ~, (42)

che associa ad ogni omomorfismo a: m(Z, z9) — G un rivestimento regolare
fla): (Z,%) = (Z,2) con fibra G.

2. Se U ¢é un aperto connesso per archi contenuto in Z, j: U — Z l’inclusione
e ju: m (U, z0) = m(Z, z0) Uapplicazione indotta, allora si ha che f(aoj,) =
fla)y, dove a ¢ definita in (4.2).

La relazione d’equivalenza introdotta sull’insieme dei rivestimenti regolari con
fibra G ¢é definita come segue:
(Z, %) ~ (W, 1) se e solo se esiste un omeomorfismo F tale che, per ogni coppia
di rivestimenti regolari p: (Z, %) — Z e q: (W, 1) — Z il seguente diagramma
commuti:

(Z, 20) ;) (W, 12)0)

oA

Z

e che sia G-equivariante:

Flg-2)=g-F(Z).
Osservazione 4.1.1. Il rivestimento regolare associato ad un omomorfismo come
nel precedente teorema, non é necessariamente connesso; basti pensare infatti
all’omomorfismo banale id: 7 (Z, z9) — m(Z, z9) che corrisponde al rivestimento

regolare Z x G — Z, (z,g) — z, nel quale Z x G non ¢ connesso.
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4.2 La dimostrazione di Grothendieck

In questa sezione analizzeremo la dimostrazione di Grothendieck del Teorema di
Seifert-Van Kampen, seguendo lo schema proposto da Fulton. Tale dimostrazione,
nonostante richieda che gli spazi topologici coinvolti siano connessi, localmente
connessi per archi e localmente semplicemente connessi, risulta essere piu breve
e facile da memorizzare rispetto a quella proposta nel secondo capitolo; inoltre, é
interessante osservare che tali ipotesi sono soddisfatte dalla maggior parte degli

spazi topologici ed in particolare dalle varieta topologiche.

Teorema 4.2. Sia X uno spazio topologico connesso, localmente connesso per
archi e localmente semplicemente connesso e siano Uy e Uy due sottoinsiems aperti
di X tali che X = Uy UU,. Assumiamo inoltre che Uy, Uy e Uy N Uy siano spazi
topologici non vuoti, connessi per archi e semilocalmente semplicemente connesst.

Allora per ogni x¢ € Up N Us, il diagramma seguente

/ \
m (U N Uz, x9) (X, 1)
/

I

(U27'T0

U7 33'0)

e commutativo.

Dimostrazione. Partiamo dalla considerazione del diagramma seguente:
(U1 N UQ, 0) G (X I‘g)

Per il Teorema 4.1, esistono un rivestimento associato ad h dato da:

fl(h)l (ﬁl,fil) — (Ul,ZL'()) (43)

ed un rivestimento associato a k :

fg(l{?)l (UQ, Ii‘g) — (UQ, 1’0). (44)
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Consideriamo inoltre i seguenti rivestimenti regolari:
filhow): (fi (UL NUy), 21) = (U N Us, o) (4.5)

falk o p2): (f3 {(Ur N Us), &2) = (Ur N Us, o). (4.6)

Osserviamo che, poiché h o p; e k o ¢o, grazie alla commutativita della parte
sinistra del diagramma, sono esattamente lo stesso omomorfismo, segue dal Co-
rollario 4.1.1 che esiste un’applicazione F: f; (U N Uy, 1) — f3 (U N Us, T9)
che sia un isomorfismo di rivestimenti regolari. In particolare F' ¢ un omeomor-
fismo G-equivariante e possiamo utilizzarla per applicare la Proposizione 3.7.5
ed incollare i due rivestimenti ottenendo un rivestimento (X, &) — (X, zo) che
sia G-regolare. Applicando il Corollario 4.1.1 a tale rivestimento, otteniamo 1'o-
momorfismo ¥: m (X,z9) — G desiderato, ma per concludere la dimostrazione

occorre mostrare che tale ¥ rende commutativo il diagramma seguente:

U1,96‘0

N

(UlmUz,l’o G(—?Tqu)

~ 1 <

(U2,$0
cioé che
Vo, =h (4.7)
\i/ O ¢2 =k

e quindi le precedenti composizioni rappresentino lo stesso rivestimento regolare.
Ma tali relazioni risultano soddisfatte in virtu del secondo punto del Corollario
4.1.1. m
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