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«La paura dell'infinito ¢ una forma di miopia che distrugge la possibilita
d1 vederlo realmente»
beorge Gantor
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Costruzione

SiaV = {A| Asiaun insieme} la classe di tutti gli insiemi, definiamo su
di essa la seguente relazione di equivalenza:

A~B & 3f:A - Bapplicazione biunivoca

numeri cardinali con la lettera I




Prime osservazioni circa la definizione di cardinale

a) Ciascuna classe di equivalenza della partizione e un insieme e non una
classe propria;
b) La classe dei cardinali e una classe propria, infatti:

v=|Jm

mel’

¢) Possiamo vedere ogni numero naturale con un numero cardinale, ad
esempio:




Operazioni elementan tra cardinall

Siano m, n € I' due cardinali qualsiasi.

Consideriamo M,N e V taliche [M| =me |[N|=neM NN =0

IS|=s=m+n Pl=p=m-n

QOSS: si noti che le due definizioni non dipendono
dalla scelta degli insiemi M ed N




Proprieta

a) Dalle proprieta insiemistiche di unione e prodotto cartesiano si ottiene che
v m,n, [ e I valgono le proprieta:

i)m-|—n=n-|—m iv)(m+n)+I=m+(n+I)
i)m-n=n-m Vy(m-n)-I=m- (-1
H)I-(m+n)=>-m+0l-n

b) Queste operazioni possono essere induttivamente generalizzate ad un numero

finito k € N di cardinali my, m,, ..., my:

m; =nmy +m2++mk

k
‘ ‘mizml.mz.....mk
=1

||'M =
(U




Potenze fra numen cardinali

Siano m,n € I' due cardinali qualsiasi.

Consideriamo M,N e V taliche |[M| = me |N| = n




Proprieta

a) Come e lecito aspettarsi, V m e I' valgono le due uguaglianze:

Dml=m
i) 1m = 1

Infatti, se M e un insieme di cardinalita m, si ha che:
MW = {f | f(1) = M}men ~ M
{B"={fIfm)=1vmeM}~ {1}
b) Vm, my, my,n,ny,n,,p el SIha:
) mhtnz = mh .yt

i) (my - ) = ml - m
i) (m")® = m"?




Ricordando che ['unione di una famiglia finita di insiemi ha cardinalita pari alla
cardinalita massima della famiglia otteniamo:

a) Ng + Xg = X Dove X, denota la cardinalita del
D) k-Ry =8, VkeN numerabile e ¢ denota quella del
C) Np+c=c¢ continuo

dk-c=cVkeN

Ricordando che dati due insiemi infiniti M, N si ha che |M x N| = max{|M|, |N|}
desumiamo:

e) No - g = X
f) Rgrc=c¢




g) Notevole importanza riveste, circa le potenze tra cardinali, ['insieme delle
parti di un insieme.

Questo fatto discenda relazione:
PM)~{01M vMeV
Questo ci permette di asserire, tramite il linguaggio dei cardinali, che:

IP(M)| =2Ml v M eV




Ordine nella classe dal cardinali

Siano m,n € I" due cardinali qualsiasi e M, N tali che |[M| = m, [N| =n

In simboli,

def
m<n < 3If: M- N iniettiva




Proprieta ed osservazioni circa 'ordine

Il teorema che segue pone in evidenza uno stretto legame con [’ordine usuale
di N.

Teorema

Siano m,n € I' due cardinali tali che m < n, allora esiste p = 0 tale che:

n=m-+?yp
Dimostrazione

Consideriamo due insiemi M, N di cardinalita m, n rispettivamente.
Senza ledere la generalita possiamo pensare che M € N e definire [’insieme:

P=N\MCN,sia|P|=p

Naturalmente P ed M sono due insiemi disgiunti, per la definizione di somma
tra cardinali si han = m + p come volevasi dimostrare.




Mostriamo ora un risultato che permette di invertire il risultato
appena dimostrato.

Lemma

Siano m,n, mq, n,€ I' cardinali tali per cui m < nemy; < ny. Allorasi ha:

m+m <n+mny
Dimostrazione

Siano M, N, M, Ny insiemi di cardinalita m, n, my, n; rispettivamente. Dalle
Ipotesi possiamo supporre che M € N e M; € N, da cul desumiamo:

MUM, SNUN,

Che permette di asserire cio che volevasi dimostrare.




Come anticipato questo lemma permette di invertire il risultato del teorema.
Infatti se m, n, p € I' sono tre cardinali tali che n = m + p, possiamo considerare
Il fatto chem < mep = 0, per il lemma otteniamo:

m=m+0<<m+p=n

Quindi potremmo definire la relazione d’ordine tra cardinali nello stesso modo
In cul la si definisce tra numeri naturali.

In maniera del tutto analoga alla dimostrazione del lemma precedente si
dimostra anche cio che segue:

Lemma
Siano m,n, mq, n,€ I' cardinali tali per cui m < nemy; < ny. Allorasi ha:

m-my S<n-mny
mm < n'




Famglieinfinitedi cardinali

Consideriamo una famiglia § = {m;},.; infinita di cardinali, ci proponiamo di
definire una somma e un prodotto dei cardinali della famiglia.

Consideriamo la famiglia di insiemi F = {M,},.,; tale per cui | M;| = m;
VieleM;NM; =QVi+].

da cui defintamo: da cui defintamo:

|S|=5=zmi |P|=P=l_[mi

lel lel




Proprieta ed osservazioni
a) «Perché e possibile definire la famiglia F?».
Domanda non banale dal momento che si e supposto | infinito.
La risposta viene fornita dall’assioma della scelta, il motivo di questo giace

nel fatto che la famiglia & e una famiglia di insiemi a tutti gli effetti e

determinare la famiglia F e equivalente a determinare una funzione di
scelta:

f:I—>U m;con f(j)em;Vjel

lel




b) Il prodotto insiemistico dato nella definizione necessita di qualche

parola.
Cio che si intende nella definizione altro non e che una generalizzazione

del prodotto cartesiano di una famiglia finita di insiemi, nella fattispecie:

1_[ M; = {f ] - U M; | f applicazione tale che f(j) e M; Vj el

lel lel

Cioe e l’insieme delle funzioni di scelta possibili, il suo essere non vuoto e

dunque garantito dall 'assioma della scelta.
Dungque la definizione di prodotto infinito necessita dell utilizzo doppio

dell’assioma della scelta.




Esenm

a) Consideriamo una famiglia numerabile di naturali § = {m;};.n+, allora si ha:

m; = M;| = IN| =X,

i
Hanl

DovelMl-|=mi VlEleMlnM]=QVl#—']

Quindi potremmo dire anche che:

o0

Y1y,

i=
Q0

Zl=xo

0
=0




b) Si puo dimostrare uno dei risultati precedenti piu in generale: sia M un
iInsieme di cardinalita m, allora:

> 1=m

XeEM

c) In particolare se m = m; = m; Vi,j e N =1 ed M e un insieme di
cardinalita m allora il prodotto infinito é la cardinalita dell’insieme delle
successioni a valori in M. In simboli:

(o o]
m; = | |m=mbo
‘ ‘ l_‘ ‘ —
i=0

_ el
In particolare:

1_[2=2N0=c
0

=



d) Diremo che un cardinale m divide un cardinale n se esiste un cardinale p
tale per cui:
n=p-m

Consideriamo ora un gruppo G qualsiasi. Preso un sottogruppo H di G,
possiamo definire due relazioni di equivalenza che partizionano il gruppo G:
una partiziona il gruppo nella famiglia F; = {xH},..c € una nella famiglia
Fs = {Hx}xeq-
Si ha che:

|Fal = |F| £ [G:H] e |[xH| = |Hx| = |H]

Consideriamo F,, essendo una partizione di G si ha:

G = UxH

XHeF 4




Le classi laterali sono tutte disgiunte (essendo F, una partizione) quindi
possiamo asserire che:

Gl= ) lxHl= ) [HI=IH|- ) 1=H|-|F4l = IH|[G:H]

xXHeF 4 xXHeF 4 xHeF 4

Quindi abbiamo dimostrato il seguente:

Teorema (di Lagrange)

Sia G un gruppo qualunque e H un suo sottogruppo, allora:
|G| = |H]| - [G: H]

Quindi la cardinalita di un sottogruppo, divide la cardinalita del gruppo.




