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Introduzione

Un problema affascinante nell’ambito della teoria dei gruppi ¢ quello di classificare (a me-
no di isomorfismi) tutti i gruppi finiti. Ad oggi, una classificazione completa, non esiste.
Sappiamo classificare solo pochi di essi. Notevole ¢,ad esempio, il teorema di Frobenius-
Stickelberg circa la classificazione per i gruppi abeliani finiti oppure il teorema di classi-
ficazione per i gruppi semplici finiti (quest’ultimo non ha un vero e proprio nome, con-
siste di centinaia e centinaia di articoli che messi assieme permettono di classificare tutti
i gruppi semplici finiti). Sfortunatamente esistono gruppi non abeliani e non semplici e
una loro classificazione non ¢ ancora stata prodotta. Ma che senso ha classificare i gruppi?
In generale i teoremi di classificazione in matematica sono importanti perché permettono
di passare da qualcosa di astratto a qualcosa di piu concreto. In che senso ? Per capirlo
supponiamo che io non conosca un teorema di classificazione per i gruppi semplici non
abeliani di ordine 60 e supponiamo che un giorno congetturi qualcosa su di essi. Senza
un teorema di classificazione dovrei prendere un generico gruppo semplice di ordine 60 e
non abeliano e vedere se la mia congettura ¢ verificata. Se invece ci fosse un teorema di
classificazione (esiste, come vedremo nel corso della tesi) questo mi direbbe quali gruppi
studiare, su quali concentrare le mie attenzioni. Comunque essi, sono , a mia modestissima
opinione , affascinanti di suo, a prescindere dal fatto che abbiano un’applicazione teorica
rilevante. Uno degli strumenti piu potenti per classificare i gruppi finiti ( e non solo ) sono
i teoremi di Sylow. Questa tesi € suddivisa in 4 capitoli. Nel primo capitolo dimostreremo i
teoremi di Sylow e la semplicita di A,, conn > 5 (quest’ultimo fatto ci servira in realta solo
nel caso particolare in cui n=5). Nel secondo capitolo introduciamo i prodotti semidiretti
(perché saranno importantissimi per i teoremi di classificazione) e introduremo il gruppo
dei quaternioni generalizzato (J;». Nel terzo capitolo dimostreremo alcuni teoremi di clas-
sificazione generali (ad esempio classificheremo i gruppi di ordine p® con p primo). Infine

nell’ultimo capitolo classificheremo tutti i gruppi di ordine n con n < 32. Il lettore dovra



avere giusto le conoscenze teoriche istituite in un corso introduttivo sulla teoria dei gruppi,

ovvero le nozioni di gruppo,sottogruppo,omomorfismo,quoziente e prodotto diretto .
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Capitolo 1

Preliminari

In questo capitolo fissiamo le notazioni che adotteremo nel seguito e richiamiamo alcuni

risultati fondamentali per la comprensione dei capitoli 2 ,3 e 4.

1.1 Notazioni adottate

Nel seguito se G & un gruppo e N ¢ un sottogruppo normale di G (contenuto strettamente
in esso) scriviamo N < G oppure N < G (se puo capitare anche che G = N) Se invece H ¢
un sottogruppo di G (non necessariamente normale) scriviamo H < G (se H & contenuto
strettamente in G) o0 H < G (nel caso possa capitare che H = G). Inoltre denoteremo con
1 I'elemento neutro del gruppo oppure , se non ci sara rischio di ambiguita , solamente
con 1. Denotiamo con Aut(G) il gruppo degli automorfismi di G cioeé il gruppo di tutti
gli isomorfismi da G in G. Se H < G e g € G, denotiamo con HY il sottogruppo HY =
{97 hg : h € H}.Se X & un sottoinsieme di G denotiamo con <X> il sottogruppo generato

da X, cioé l'intersezione di tutti i sottogruppi di G che contengono X.Si ricordi che :

<X>= {xfll...xkg cwy, € XVi, g, ke € 2,9t =1,...,m,m € N*}

i
Se x € G e H < G denotiamo con xH e Hx le classi laterali sinistre e destre di x rispettiva-

mente. Ovvero:
xH={zh:h e H}
Hx ={hz: h € H}

Si ricordi inoltre che se N < G nel gruppo quoziente G / N (oppure lo indicheremo con N

) 'operazione é :
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(aN)(bN) = (ab)N

Ricordiamo che se H ¢ un sottogruppo di G allora H 4G <= Vxe GH=H"SeH <
Gallora HaG <= H = HY. Inoltre denoteremo con Z(G) il centro di G. Nel seguito se
X & un insieme denotiamo con | X | la sua cardinalita.Se a € G denotiamo l'ordine di a con
o(a). Ricordiamo che se H & un sottogruppo di G allora [G:H] := | {zH : x € G} | viene

detto indice di H in G. Se G é finito | G | = [G:H]| H |, tale relazione viene detto teorema di

Lagrange.Ricordiamo che se H < G e x,y € G allora: xH=yH <= xy '€ H.Se XC Ge

g € G, si denotacon X9 ={gtzg:z € X}

1.2 Teoremi principali sui gruppi

I teoremi che seguono verranno usati ripetutamente durante la tesi.

Teorema 1. (Teorema fondamentale delle permutazioni) Sia X un insieme non vuoto e f €
Sx | suppf| < oo dove suppf = {x € X : f(x) # x}. Allora esistono t € N cicli 07,...,0
disgiunti (cioé suppo; N suppo; = OV i # j) tali che f = 0y o ... o 0y. Tale decomposizione é

unica a meno dell’ordine dei fattori.Inoltre o(f)=m.c.m(o(o1),...,0(c¢))

Teorema 2. (Il segno € una funzione moltiplicativa) Sia X un insieme non vuoto e f,g € Sx
;| suppf| < oo e| suppg | < oo. Allora sgn(fo g) = sgn(f)sgn(g) (dove sgn denota la funzione

segno)

Teorema 3. Sia X un insieme non vuoto e f € Sx : | suppf| < co. Allora: sgn(f) =1 <= f

e il prodotto di un numero pari di trasposizioni
Teorema 4. Sia X un insieme non vuoto e f,g € Sx : suppf N suppg = 0. Allora fog=go f

Teorema 5. Se G é un gruppo finito e HK < G allora:

| H || K|

L HK| =

2.5¢e KIdG—HK<G
3. e HKIG—HKJG

Teorema 6. (Teorema numerico) Sia G un gruppo : | G| = mn con (mn)=1, HK < G : | H |
=me|K|=nalloraG~HX K.

10
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Teorema 7. (Teorema prodotto) Sia G un gruppoe HK<G: HN K = {1} e HK = G allora G
~ Hx K

Teorema 8. Aut(Z,,) é ciclico <= m € {1, 2,4, pk, ka} con p primo dispari.
Teorema 9. Aut(Z,,) ~ U(Z,,) dove UZ,,) = {[a]m : (a,m) =1}
Teorema 10. Se H,K sono gruppi isomorfi allora Aut(H) ~ Aut(K)

Teorema 11. Se HK sono gruppi finiti : (|H]|

K|)=1 allora Aut(H x K) ~ Aut(H) x Aut(K)

>

Teorema 12. Z,, X Z,, ~= Ly < (m,n)=1

11
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Capitolo 2

I teoremi di Sylow e la semplicita di An

2.1 Sottogruppo derivato, cuore, chiusura normale e cen-

tralizzante

2.1.1 Sottogruppo derivato
Definizione 1. Sia G un gruppo e a,b € G.Viene detto commutatore di a e b 'elemento di G:
[a,b] := aba='b~!
Osservazione 1. Sia G un gruppo e a,b € G. Allora
ab =ba < [a,b]=1
Infatti
ab=ba <= ab(ba)"'=1 <= aba~'b7'=1
Osservazione 2. Sia G un gruppo e N G. Sianon € Ne g € G. Allora

[ng]EN

1

Infatti [n,g]=ngn"'g~! e siccome gn~'g~! € N (esseno N normale in G) si ha [n,g] € N.

Definizione 2. Sia G un gruppo e H < G. H e detto caratteristico in G seV ¢ € Aut(G) si ha
che p(H) < H.

Proposizione 1. Sia G un gruppo e H < G caratteristico.Allora H < G.

13
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Dimostrazione. Ricordiamo che H G <= Vgec G H? <H Sia quindi g € G, mostriamo
che HY < H. Abbiamo che H9= {g'hg:h € H} = {¢,(h) : h€ H} = ¢,(H) < H dove
¢, denota 'automorfismo di G definito da ¢,(h) := g"*hg V h € H. Quindi si ha la tesi. [

Definizione 3. Sia G un gruppo.Viene detto derivato di G il sottogruppo di G cosi definito:
G’=<{[a,b] : a,b € G} >
Proposizione 2. Sia G un gruppo.Allora G’ < G.

Dimostrazione. Mostriamo che G’ ¢ caratteristico in G.Sia ¢ € Aut(G),dimostriamo che

?(G’) < G’ Sia g € ¢(G’).Allora g=¢(x) per qualche x € G’. x avra la forma:
x=[ay, by]°...[a, by
per certi a; e b; i=1,...,t in G e per certi ¢; i=1,...,t in Z.Quindi:

g=0()=0([ar, b1]°...[as, be]*)=d([ar, b1]*)...0([ay, be]*)

ora fissatoi € {1,...,t} si ha che

¢[ai, i) )=((aibia; b7 ")) =[p(ai).p(bi)]
che € un elemento di G’,quindi si ha la tesi. ]
Proposizione 3. Sia G un gruppo e N < G.Allora:
G/N é abeliano <— G’'< N
Dimostrazione. G/N é abeliano <= Va,b € GaNbN =bNaN <= Va,b € G (ab)N=(ba)N

< VabeG(ab)(ba) ! eN < VabeG[ab]eN < G <N. O

2.1.2 Cuore e chiusura normale

Definizione 4. Sia G un gruppo e H < G. Definiamo:

« il cuore di H in G il sottogruppo:
Hg=<U{NZN§]G,NSH}>
« la chiusura normale di H in G il sottogruppo

H¢=-ON{N:N<G,H<N}

14



2.1. SOTTOGRUPPO DERIVATO, CUORE, CHIUSURA NORMALE E
CENITRALIZZANTE

Osservazione 3. Si osservi che
1. Hg e il piu grande sottogruppo normale di G contenuto in H
2. HC ¢ il pin piccolo sottogruppo normale di G contenente H

Proposizione 4. Sia G un gruppo e H < G, allora:

¢ HG =nx€G H*
* HG =<Ux€G H* >

Dimostrazione. Iniziamo a dimostrare che Hg =) H?*Sia hg € Hg, mostriamo che hg

zeG
€ ﬂzeG H?” cioeé che V x € G hg € H".Sia quindi x in G fissato.Siccome H; € normale in G
si ha che Hg = (Hg)® e quindi hg=2"'yx per qualche y in Hg. Siccome Hg < H si ha hg
€ H” e quindi H; < ()., H* Viceversa siccome H; ¢ il pit grande sottogruppo normale
zeG H*<dGe[)
H* <HV x € G, mostriamo che (,., H* <GSiag € Geh € (), , H*. Mostriamo che

g 'hg € (,cc H*. Siax in G. Allora:

zeG

di G contenuto in H e sufficiente mostrare che () H?* <H.Ovviamente

zeG

g9~'hg =27 ((gx™") h(gx ))x
siccome h € H* )" si ha
h=(gx Hhgx )
con h in H.Allora:
g 'hg=2r"'hx € H*

Mostriamo ora che H® = < U,ec H® >.Mostriamo la doppia inclusione.Iniziamo a far ve-
G T N . €T \
dere che H” < <, H® >. Per farlo ¢ sufficiente mostrare che < | J,., H" > ¢ normale

in G e contiene H. Sia quindi gin Ge hin < | J ., H" >. L’elemento h avra la forma:
h:hl .. -ht

dove: h; € H" per un certo z; in G per i=1,...;t e quindi hi=xi_1f;ixi per un certo f; in H%

per i=1,...t, da cui

g 'hg=(219) "1 (219)-(209)  he(209) € < Uper H® >.

15



CAPITOLO 2. I TEOREMI DI SYLOW E LA SEMPLICITA DI AN

Mostriamo ora che H < < J, ., H” >. Ma questo ¢ banale perché seh € Hallorah € | J, .,
H* < <J,e H* >. Dimostriamo ora I'altra inclusione ovvero che < | J,., H* > < HC.
H®* < H% Siay e |J

che y = 27'haz con h € H. Siccome H < H® si ha che y € (H%)*=H e quindi la tesi. [

Sara sufficiente mostrare che | J H? allora esiste x in G tale

z€G e
2.1.3 Centralizzante
Definizione 5. Sia G un gruppo e X C G. Viene detto centralizzante di X in G Uinsieme:
CoX)={g € G : gr = xgV¥x € X}
Proposizione 5. Sia G un gruppo e X C G.Allora :
1. Ca(X) < GeZ(G) < Ca(X)
2. SeH allora < GHN Cx(X) = Z(H)
Dimostrazione. Dimostriamo i due punti:

1. Osserviamo che Cg(X) € non vuoto perche 1 vi appartiene. Se a e b sono due elementi

di C¢(X) allora per ogni x in G:
(ab)x=axb=x(ab)

quindi ab € C(X).Inoltre per ogni x in G ax=xa e quindi per ogni x in G x=a"'xa e
quindi per ogni x in G a~'x=xa~! e quindi C5(X) & un sottogruppo di G. Il fatto che
Z(G) é contenuto in C(X) € banale perché un generico elemento di Z(G) commuta

con tutti gli elementi di G e quindi in particolare con tutti gli elementi di X.

2. HN Ce(X) ={h € H : hx = xh¥x € H}=Z(H)

2.2 Equazione delle classi,Jemma di Cauchy,p-gruppi e

normalizzante

2.2.1 Equazione delle classi
Sia G un gruppo.Definiamo in G la seguente relazione binaria,ponendo per ogni x,y € G:

16



2.2. EQUAZIONE DELLE CLASSI,LEMMA DI CAUCHY,P-GRUPPI E
NORMALIZZANTE

x~y < JgeG:y=g 'xg
Si verifica facilmente che ~ é una relazione di equivalenza in G.Quindi posto V x € G:
x%:=[x] . (detta classe di coniugio di x)
si ha che:

G=U,cq2”

Osserviamo che | x“ | =1 <= x € Z(G).Conseguentemente se G & un gruppo finito non

abeliano, denotate con x?,.., xtG t> 1 le classi di coniugio di G di ordine > 1, si ha che:

G=Z(G) U (¢ U .U %)
da cui:
|G| =]Z(G) | +|af | +.+ | af |

quest’ultima identita viene detta equazione delle classi.

2.2.2 Lemma di Cauchy

Prima di dimostrare il lemma di Cauchy, dimostriamo il seguente fatto:

Proposizione 6. Sia G un gruppo finito e x € G. Allora:
| 29| = [GCa({x})]
Dimostrazione. Abbiamo che:
[G:Ca({z})]=[{Cc({z})g: g € G} |
Mostriamo quindi che x“ ¢ in biezione con {C¢({z})g : ¢ € G} .Definiamo I'applicazione:
f:{Cc({z})g:9€ G} —x
Co({z})g— g 'xg

Iniziamo a vedere che f é ben definita, cioé che non dipende dal rappresentante scelto.
Effettivamente se C({z})a=Cq({x})b con a e b in G allora ab~! € Cg({z}) e quindi

commuta con X, cioé:
ab 'x=xab™! — b~ !xb=a"'xa

17



CAPITOLO 2. I TEOREMI DI SYLOW E LA SEMPLICITA DI AN

quindi f & ben definita.Vediamo ora che f e biettiva.Ovviamente ¢ suriettiva per com’e

1

fatto x“ ed ¢ iniettiva perché se a,b sono due elementi di G tali che b-*xb=a~!xa allora

ab~'x=xab™! e quindi ab™! € C({z}) da cui Cc({z})a=Cq({z})b . O
Ricordiamo che vale il seguente:

Lemma 1. (Lemma di Cauchy nel caso abeliano) Sia G un gruppo abeliano finito e p un

primo: p || G|. Allora esiste x € G : o(x) = p.
Siamo pronti per dimostrare il seguente:

Teorema 13. (Lemma di Cauchy) Sia G un gruppo finito e p un primo : p | |G| allora 3 x €
G : o(x)=p.

Dimostrazione. Siccome p divide I'ordine di G esiste n € N con n>0 tale che | G | =pn.Dimostriamo
il lemma per induzione su n.Se n=1 allora | G | =p e quindi G é ciclico cioé esiste x in G
tale che G = <x> e quindi esiste x in G tale che o(x)=p.Supponiamo ora vero il lemma per
ogni « naturale positivo tale che a < n. Se esiste H < G tale che p divide | H | allora | H
| =pa per qualche naturale positivo o minore di n e quindi per ipotesi induttiva esiste h
€ H tale che o(h)=p e pertanto esiste h in G di ordine p.Supponiamo per assurdo che non
esista H < G tale che p divide | H |. Allora G non puo essere abeliano, infatti altrimenti per
il lemma di Cauchy nel caso abeliano troverei x in G di ordine p e quindi <x> sarebbe un
sottogruppo di G (contenuto strettamente in esso) tale che p divide | <x> |.Quindi Z(G) <
G.Allora siaa € G \ Z(G). Si ha che C;({a}) < G (altrimenti a € Z(G)).Quindi p non divide
| Co({a}) | ma siccome p divide | G | = [G:Cs({a})] | Cs({a}) | troviamo che p divide
[G:Ca({a})] = | a® |.Allora, essendo a un generico elemento di G \ Z(G) dall’equazione
delle classi deduciamo che p divide |G| - |Z(G)| quindi |G| - |Z(G)| = pk per quale naturale
positivo k e quindi p(n-k) = pn-pk= |G| - pk = |Z(G)| che ¢é assurdo essendo Z(G)< G. [

2.2.3 p-gruppi

Definizione 6. Sia G un gruppo e p un primo. G é detto p-gruppo seV x € G o(x)=p* per
qualche k € N

Definizione 7. Sia G un gruppo e p un primo. Se H < G : H é un p-gruppo allora H é detto
p-sottogruppo di G.

18



2.2. EQUAZIONE DELLE CLASSI,LEMMA DI CAUCHY,P-GRUPPI E
NORMALIZZANTE

Proposizione 7. Sia G un gruppo finito e p un primo.Allora G é un p-gruppo <= |G|=p*

per qualche naturale positivo k

Dimostrazione. Supponiamo che G sia un p-gruppo..Per il teorema fondamentale dell’arit-

metica:

|G[=p{"...p¢"
dove py,..,p; sono primi distinti e ,..,a; sono naturali positivi.Supponiamo che esista p; #
p per qualchei € {1, ..., t}.Per il lemma di Cauchy esiste x in G di ordine p; Tuttavia esiste r
in N tale che o(x)=p" e quindi p;=p" che & assurdo, quindi per ognii € {1, ..., ¢} si ha che p;
= p consegue che |G|=p®'...p*=p" per qualche k naturale positivo.Il viceversa ¢ immediato
perche preso x in G si ha che o(x) divide p* e quindi,essendo p primo, si ha che o(x)=p" per

qualche naturale r e quindi G é un p-gruppo. [

Proposizione 8. Sia G un p-gruppo finito con p primo. Allora Z(G) # {1} (si dice che G ha

centro non banale)

Dimostrazione. Mostriamo che |Z(G)| > 1.Sappiamo che |G|=p™ per qualche naturale po-
sitivo n.Quindi se G & abeliano |Z(G)|=|G|>1.Supponiamo che G non sia abeliano, siano
quindi z¢,..,z¢ le classi di coniugio di G di ordine maggiore di 1 con t>1.Dall’equazione

delle classi:
1Z(G)|=p"-(| 2| + ... + | x])

Ora, Vi€ {1,...,t} si hache | %] = [G:Cs({;})] quindi | z{| divide p" Vi€ {1,...,t} da

cui Vie {1,...,¢t} 3 r; naturale positivo tale che |z'| = p"i. Allora se r = min{ry,...,r;} si
ha che:

ZG)|=p"(@" " - (" "+ ..+ ptT)) > 1
da cui la tesi. O

Proposizione 9. Sia G un gruppo. Se G/ Z(G) é ciclico allora G é abeliano.

Dimostrazione. 3z € G : G / Z(G) = <zZ(G)>.Siano x,y € G, dimostriamo che xy=yx.
Abbiamo che:

xZ(G)=2"Z(G),a € Z
VZ(G)=2"Z(G),b € Z
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consegue:
x=2°% con T € Z(G)
y=2%9 con §j € Z(G)
da cui:

xy=222 =272 T =yx

2.2.4 Normalizzante

Definizione 8. Sia G un gruppo e X C G. Viene detto normalizzante di X in G I'insieme:
Ne(X)={ge G: X = X9}
Osservazione 4. Si osservi che se G é un gruppo e H < G allora:
NG(H)={g cG:H= Hg‘l}.

Proposizione 10. Sia G un gruppo e H < G. Allora:

1. Ng(H) < Ge[G: No(H)]=| {H : g € G} |

2. HI Ng(H)

3. SeK<G:H<KalloraK< Ng(H)
Dimostrazione. Dimostriamo i 3 punti

1. Osserviamo che N¢(H ) € non vuoto in quanto 1 € Ng(H). Sianooraaebin Ng(H)
mostriamo che ab € Ng(H) cioé che H = H® Per dimostrarlo facciamo vedere la

doppia inclusione. Sia h in H allora, essendo H = H?
h=b"'hb

con h € H. Tuttavia H = H* quindi:
h=a"'ha

con ;L in H.Allora vediamo che:
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h=(ab)*1(abhb*1a*1)(ab)=(ab)*1(aﬁa*1)(ab)=(ab)*l;L(ab)
e quindi h € H® Viceversa se x € H% allora
x=(ab)"'h(ab)
con hin H, cioé:
x=b"Y(a"'ha)b
ma a~'ha € H* = H quindi a~'ha=h con h in H e quindi:
x=b"'hb € H' =H

consegue che ab € N (H). Mostriamo ora che a~! € Ng(H) cioé che H=H* ' Siah

€ H allora:
h=a(a"tha)a~!
ma a 'ha e H*=H quindih € H* . Viceversa se x € H* ' allora:
x=aha !

con h € H. Ma H=H* quindi h=a"'ha con % in H consegue x=h e pertanto x €
H.Quindi Ng(H) < G. Ora:

[G:Ng(H)]=| {Nc(H)g : g € G} |

Mostriamo quindi che { N¢(H)g : g € G} ¢ inbiezione con { HY : g € G}.Definiamo

I'applicazione:
f: {Ng(H)g:9€ G} — {HY: g€ G}
Ng(H)g— HY

mostriamo che f é bigettiva.Iniziamo a far vedere che f ¢ ben definita.Siano a e b in

G tali che Ng(H)a=Ng(H)b, dimostriamo che H*=H"Se x € H® allora:
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x=b—"((ab~))"1h(ab~")b

per un certo h in H. Ma (ab~)'h(ab™') € H**"' = H quindi x € H® Similmente se x €
H? allorax € H®. Quindi f & ben definita. Mostriamo ora che ¢é bigettiva. Ovviamente

f & suriettiva, per mostrare che é iniettiva si prendano a e b in G tali che H* = H b,

mostriamo che H* ' =H. Se h € H si ha che:
h=(ab~')"'(ab~'hba~')(ab™!)
siccome b~'hb € H’=H* si ha che b~"hb = ¢~ 'ha con h € H e quindi:
h=(ab~")"'h(ab~) € H® .
Similmente se x € H* " allora:
x=b(a"tha)b™! € H

e quindi il primo punto ¢ dimostrato.

2. Osserviamo che se h € HalloraH = H" e quindi H < Ng(H ).Inoltre preso g € Ng(H)
e h € Hsiha che g 'hg € H=H e quindi H < Ng(H).

3. Sia k € K, mostriamo che H = H*. Se h € H allora essendo H normale in K
h=k='(khk~Yk € H*

Viceversa se y € H" troviamo che y=k~'hk con h € H e quindi, per la normalita di

Hin K, si hachey € H.

2.3 Lasemplicita di An

In questa sezione dimostreremo che V' n > 5 il gruppo alterno A5 € semplice e non abeliano.
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2.3.1 Alcune proposizioni preliminari

Teorema 14. Sia o € A,, con n > 3 allora o é prodotto di 3-cicli.

Dimostrazione. Se o = 1d allora o = (123)(123)(123).Supponiamo quindi o # Id. Siccome o
ha segno 1 ¢ il prodotto di un numero pari di trasposizioni.Se mostriamo dunque che ogni
coppia di trasposizioni € un triciclo o il prodotto di tricicli avremmo concluso.Siano (ab) e

(cd) due trasposizioni.Abbiamo tre possibilita:

L [ {a,b} n{c,d}|=0
allora (ab) e (cd) sono trasposizioni disgiunte e dunque:
(ab)(cd)=(ab)(bc)(bc)(cd)=(abc)(bcd)

2. | {a,b} n{c,d} | =1
allora (ab)(cd) € un triciclo
3. |{a,b} N {c,d} | =2

allora (ab)(cd)=Id=(123)(123)(123)

Proposizione 11. Siano (a;...aq), o € S,.Allora:

o(ay...ag)o =(0(ay)..c(aq))

Dimostrazione. Sia f = (a;...a4), dimostriamo che ofo~'=(c(ay)...c(ay)).Abbiamo che V i

=1,...,d-1:
ofo ™o (a;))=0(air1)=(o(ar)..o(aq)(o(a:)
inoltre:
oto=(0(aq))=0(a1)=(0(a1)..0(aq))(o(ad))
infine se x € {1, ..,n} \ {o(a1), ..., 7(ay)} si ha che:
ofo= (x)=x=(0'(a1)...0(a4))(¥)
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O
Proposizione 12. Siano (a;...aq),(b...bg) € S,.Allora3 v € S, : (by..bg)=y (a1...aq)y

Dimostrazione. Osserviamo che V v € S,, y(ay...aq)y '=(7(ay)...7(a4)) quindi definiamo:
v:{1,..,n} —{1,...,n}
x — (x)
dove v(x)=b; se x=a; e y(x)=x altrimenti.Si vede subito che v € S,, ed inoltre:
Y(araa)y~" =(y(ar)..7(aqa))= (b1..ba)
quindi 3=y"1 € S, ¢ tale che
B~ Haq...aq)B=(b;...by)
segue la tesi. O

Proposizione 13. Siano o,p tricilidi A,, conn > 5. Allora3 a € A, : a toa=p.

Dimostrazione. Per la proposizione anteriore esiste a € S, : a toa=p. Ora se a € A,
avremmo finito.Supponiamo che « non sia un elemento di A,. ¢ avra la forma:o=(abc).

Siano d,e € {1,...,n} \ {a, b, ¢} distinti allora f=(de)o € A, e si ha che:
B loB=a"toa=p.

e quindi la tesi. []

2.3.2 Sottogruppi normali di S, conn > 5

Teorema 15. Sia N< S,,,n > 5, alloraN={Id} V N=A,.

Dimostrazione. Abbiamo due possibilita: N N A,, = {Id} oppure NN A, # {/d}. Analiz-

ziamo i due casi separatamente:

« NN A, ={Id}

Dimostriamo che N = {Id}. Per farlo dimostreremo che |[N| = 1.Poiché A,, e N sono
sottogruppi di S, si ha che:

| N[ An |

NA,|=
| | NNA,

=[N Ap |
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quindi:
| An |
tuttavia A,, <NA,, e quindi:
NA
NA, | = | A
INA, | =] S ] A
da cui:
NERY
s
NA, S, _
Ora ™ < 1 quindi:
NA, Sn
| <5 =2
A, Ay,
da cui:
IN| <2

Se per assurdo | N | = 2 scriviamo N = {/d,a} cona € S, : a#Id.Siab € S, allora
essendo N normale in S, troviamo che b~'ab € N e quindi b~ 'ab=a oppure
b~'ab=Id ma se per assurdo b~ 'ab=Id allora a=Id, assurdo, quindi b~'ab=a e quindi
ab=ba cioé N < Z(S,,).Tuttavia Z(S,)={/d} quindi abbiamo trovato un assurdo.
Pertanto N={/d}.

- NN A, #£{Id}

Dimostriamo che N = A,,. Osserviamo che se A, <N N A, allora A, < N quindi |
A, | divide | N | da cui | N | =kZ con k naturale positivo e quindi essendo N
contenuto strettamente in .S,, si deduce che N=A,, Mostriamo allora che A,, <N N

A,.Sia p € A,,. Siccome n > 5 > 3 si ha che p é prodotto di tricicli:

p= P10

dove f3; € un triciclo per ogni i=1,...,t con t naturale positivo.Ora prendiamo un
attimo per buono che N N A,, contenga un triciclo (lo dimostriamo alla fine) e

chiamiamolo 7. Siccomen > 5Vi=1,..tda; € A, : Bi=ozi_17a,~ e quindi:
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~1 ~1
P=0] YO0y YO

maNN A, <A, quindi V i=1,..,t ozl-_lyozi e NN A, segue che p € NN A, e quindi
la tesi. Manca da dimostrare che N N A,, contiene un triciclo. Poichée NN A,, #
{Id} possiamo prendere o in N N A,, diverso da Id.Quindi esiste b € {1, ..., n} tale
che o(b):=c#b.Sia oraa € {1, ...,n} tale che a & diverso da b e c. Allora
[0,(ac)](a)=(c(ac)o~!(ac))(a)=c quindi esiste una trasposizione 7 tale che [o,7]

#1d.Osserviamo che [0,7] € NN A, essendo N N A,, normale in S,, Inoltre [o,7] =

oro 1771 quindi [o,7] ¢ il prodotto di due trasposizioni e dunque, non potendo

essere I'identita, o € un triciclo oppure ¢ il prodotto di due trasposizioni
disgiunte.Ora se [0,7] € un triciclo abbiamo finito. Supponiamo allora che
[0,7]=(ab)(cd) con ab,c e d tutti distinti, mostriamo che comunque N N A,, contiene

un triciclo.Sia e € {1,...,n} \ {a,b, ¢, d}.Siha che:

(eba)~1(ab)(cd)(eba) € NN A,

(eba)~*(ab)(cd)(eba)=(be)(cd)
quindi (be)(cd) € NN A,,.Consegue:

(be)(cd)(ab)(cd) € N N A,

(be)(cd)(ab)(cd) =(eba)

e quindi I’asserto.

2.3.3 A, é semplice e non abeliano Vn > 5
Il teorema che segue €, a mio avviso, un vero e proprio gioiellino:
Teorema 16. A,, é semplice e non abelianoV n > 5.
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Dimostrazione. Sia n > 5. Iniziamo a dimostrare che A, € semplice.Sia N < A, : N #
{Id},mostriamo che N = A,,.Siccome N < A,, allora A, < Ng (N) quindi A,=Ng, (N) V
Sn=Ng, (N).Se S,=Ng, (N) allora siccome N < Ng,_ (V) risulta che N < S,, (strettamente
perché N ¢ contenuto in A,,) e quindi, essendo N # {Id} si ha che N=A,, .Mostriamo che
questo & proprio il caso che si verifica cioé che non puo accadere che A,=Ng, (/V).Supponiamo

per assurdo che A,,=Ng (N) allora:
| {N?:p € Su} | =[SnNs, (N)]=[Sn.A,]=2
quindi se 7 € S,, € una trasposizione, essendo 7 ¢ A,,. si avrebbe 7 ¢ Ng, (V) e cioé N #
N7 e quindi:
Ng, =NNN"e N"=<NU N">=NN"
Osserviamo che N,N™ sono sottogruppi normali di A, .Infatti N & normale per ipotesi, per

vedere che N7 é normale in A,, consideriamo un tipico elemento in N7, 7n7 ,conn € Ne

sia poi « € A,, allora:
a~Y(rnr)a=r((tat) n(rar))r

siccome N é normale in A,, allora (ta7) 'n(ra7) € N e quindi o~ !(7n7)a € N™.Mostriamo
orache NN N7 = {Id} e NN"=A,.Di fatto N N N™ = Ng_ < S,,, quindi N N N™ = {Id}
oppure NN N7 = A, Tuttavia N N N7 & contenuto strettamente in N dato che altrimenti
N=N7, maN ¢é contenuto in A,, quindi non puo che essere NN N7 = {/d}.Similmente NN
= N°» a4 S, quindi NN7 = {Id} oppure NN = A,. Tuttavia N < NN” e N # {Id} quindi

non puo che essere NN7=A,, Pertanto per il teorema prodotto si ha che:
A, ~Nx N"

Quindi | A, | =| N |* ma essendon > 5, 2 divide | A,, | e quindi, essendo 2 primo, 2 divide
| N |. Allora per il lemma di Cauchy esiste x € N : o(x)=2.Per il teorema fondamentale delle

permutazioni:
X=p1 O ... O Py
dove i p; sono cicli disgiunti.Allora:

2=m.c.m(0(p1),...,0(p¢))

e quindi V i=1,...,t 2=0(p;)k; per qualche k; nei naturali positivi.Siccome p; # Id V i=1,...,t si

ha che o(p;) = 2 V i=1....,t.Allora x ¢ prodotto di trasposizioni disgiunte, da cui:

27



CAPITOLO 2. I TEOREMI DI SYLOW E LA SEMPLICITA DI AN

X=0] 0 ... 0 P4=P1 O P1 O ...0 P O P = P1 X Py

quindi x € N cap N”* = {Id} e quindi x = Id, assurdo. Quindi A,, & semplice. Per mo-
strare che non é abeliano basta osservare che (123) e (214) sono elementi di A,, tali che

(123)(214)=(143)£(234)=(214)(123) O
Corollario 1. Sia p un primo > 5. L’equazione n! = 2p* non ha soluzioni in N

Dimostrazione. Se esistesse un n € N soddisfacente 'equazione allora n sarebbe tale che

n!

5 = p? (si osservi che n > 5) Allora il gruppo A, avrebbe ordine p? e quindi sarebbe abe-

liano.Infatti sarebbe un p-gruppo e allora il suo centro sarebbe non banale quindi o avreb-

Z(A)

oppure avrebbe ordine p? e in tal caso A,=Z(A,). Quindi A,, sarebbe abeliano con n>5,

be ordine p e in tal caso ha ordine p e quindi ¢ ciclico e quindi A,, é abeliano

assurdo. ]

2.4 Azioni di gruppo e teoremi di Sylow

2.4.1 Cenni alle azioni di gruppo

Definizione 9. Sia G un gruppo e ) un insieme non vuoto.Se esiste un omomorfismo di gruppi

f:G— Sq diciamo che G agisce su () tramite f ed f é detta I'azione di G su ()
Esempio 1. Sia G un gruppo.Allora:
v, :G— Sq
g— Vi(g)
dove V1 (g)(x)=xV x € G é un azione
Esempio 2. Sia G un gruppo.Allora:
U, :G— Sg
g— Us(g)

dove Uy (g)(x)=gxg~' ¥V x € G é un azione

Esempio 3. Sia G un gruppo e H < G. Allora detti:
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Q={zH:2€G}
Q={Hz:z € G}
le applicazioni:
b1 : G—> Sq
gr— bi(g)
B2 : G— Sg
g§— ba(8)

dove 31 (g)(xH)=gxHY xH € ) e 35(g)(Hx)=Hxg ' V Hx € Q sono azioni.

Esempio 4. Sia G un gruppo e (2 un insieme non vuoto.Supponiamo che G agisca su () tramite

f:G— Sq, allora G agisce su P({)) tramite:

U :G— Sp)
g— ¥(g)

dove U (g)(X)={f(g9)(z) : x € X}V X € P(Q). Tale azione puo essere ristretta ai sottoinsiemi

diQ diordinen,n € Nt , cioé, posto:
[ ={X € P(Q):| X |=n}
Papplicazione:
®:G— S
g§— 2()

dove (g)X)={f(g)(x) : x € X}V X € [Q]" é un azione

Definizione 10. Sia G un gruppo e {2 un insieme non vuoto e sia f: G — Sq un omomor-

fismo di gruppi. AlloraV/ x € () definiamo:
« O, :={f(9)(z) : g € G} lorbita di x
« G, ={9€G: f(9)(x) = x} lo stabilizzatore di x
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inoltre definiamo i punti fissi di {2 come :
« Qg ={z €Q: f(g)(z) =aVg € G}

Sia ora G un gruppo e {2 un insieme non vuoto e sia f : G — Sq un omomorfismo di
gruppi.Osserviamo che le orbite indotte dall’azione f possono essere viste come classi di

equivalenza. Infatti definiamo su (2 la seguente relazione binaria, ponendo V x,y € {2:
x~y < dgeG:f(g)(x)=y

¢ immediato verificare che ~ € una relazione di equivalenza su ().Inoltre, osserviamo che,

fissato x € ()
2]~ ={f(9)(z) : g € G} = O,
e quindi:
Q0 =Uzen®O,
Osserviamo inoltre che:
|0, ]=1 <= x€Qq

infatti se | ©, | = 1 allora ©, = {z} e quindi V g € G : f(g)(x)=x cioe x € (g, viceversa se X
€ Qg alloraV g e G:f(g)(x)=x e quindi ©, = {z} cioé | O, | = 1. Mettiamo ora in relazione

orbite e stabilizzatori:

Proposizione 14. Sia G un gruppo che agisce su insieme non vuoto §2 tramite f : G —

Sq.Allora:
e G, <GVxe.
« |0, | =[GG,]Y xe Q.
Dimostrazione. Dimostriamo i due punti.Sia x € (2.

« Osserviamo che G, € non vuoto in quanto 1 vi appartiene (poiche f(1)(x)=Id(x)=x).Siano

oraaebin G, .Allora

f(ab)(x)=f(a)(f(b)(x))=f(a)(x)=x
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quindi ab € G,. Inoltre essendo f(a)(x)=x si ha che x = f(a"')(x) e quindi G, & un

sottogruppo di G.

« Osserviamo che [G:G,]=| {gG. : g € G} | . Mostriamo quindi che {¢G, : g € G} &

in biezione con ©,.Definiamo 'applicazione:
¢:{9G,: g€ G} — 0O,
9G . — f(g)(x)

mostriamo che ® ¢ bigettiva.Iniziamo a vedere che ® ¢ ben definita.Se a e b sono
due elementi di G tali che aG,=bG,, allora f(a~'b)(x)=x e sfruttando il fatto che f &
un omomorfismo si ottiene che f(a)(x)=f(b)(x).Quindi ® é ben definita.Ora $ e banal-
mente suriettiva ed & iniettiva percheé se f(a)(x)=f(b)(x) allora f(a~'b)(x)=x e quindi

a'b € G, da cui aG,=bG,.Segue I'asserto.

2.4.2 1teoremi di Sylow

Definizione 11. Sia G un gruppo : | G| = p®m con p un primo,a€ N, me€ N* | (pm)=1. H
< G:| H| =p* édetto p - sottogruppo di Sylow di G (0 semplicemente p-sylow di G). L’insieme
dei p-sylow di G e denotato con Sylp(G)

Teorema 17. ( Primo teorema di Sylow) Sia G un gruppo : | G | = p®m con p un primo, a €

N, me Nt , (pm)=1. Allora3 H< G:|H| =p°.

Dimostrazione. Consideriamo l'insieme:
Q={XCG|X|=p"}
L’applicazione:
f:G— S
X+— {gz:z € X}
¢ un azione di G su 2. Denotiamo con A\q,...,2\; le orbite indotte dall’azione, allora:
| Q=] Ay |+t | A
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ora siccome:

21 = ()
si verifica (lo facciamo alla fine della dimostrazione) che p non divide | € | e quindi esiste i

€ {1,...,t} tale che p non divide | A\; | allora p® non divide | A\; |. Adesso A\; avra la forma:
Ai = @X

per qualche X € €. Quindi siccome p® divide | G | = [G:Gx]| Gx | = | ©x | | Gx | si ottiene
che p® divide | Gx | quindi | Gx | = p°k per qualche naturale positivo k.Se mostriamo che
k=1 abbiamo finito.Sia x € X, consideriamo G yx.Abbiamo che G xx C X infatti se y € G'xx
allora y=gx con g € Gx. Ma se g € Gx si ha f(g)(X)=X e allora {gz : z € X} = X da cui

y=gx € X.Allora:

| Gx | =] Gxx| <[X[=p"
consegue che k = 1. Per concludere rimane da dimostrare che p non divide (pﬁjn) . Suppo-
niamo per assurdo che p divida (pﬁjn) allora:

(p*m)!
p*)!(p*m — p*)!

p|
(
cioe:

(p*m —1)...(p"m —i)...(p*m — p* + 1)
(p* —1)...(p* —0)...(p* — p* + 1)

p|lm-

ma (p,m)=1, quindi:

| (p®m — 1)...(p"m —i)...(p°m — (p* — 1))
(p* = 1)..(p® —i)...(p* — (p°* — 1))
oraVse€NTseie{l,..,p* — 1} siha che:
p° | pPm-i <= p° | p*-i
infatti se s € N* : p° | p®m-i allora esiste un naturale positivo k tale che i = p®m-p°k da
cui p? - i = p*(k-p*(1 — m)) e siccome a > s deduciamo che p°® | p®-i.Similmente se s
€ Nt : p° | p®-i allora esiste un naturale positivo k tale che i = p*-p°k da cui: p*m - i =
p°(k+p®~*(m-1)) e siccome a > s deduciamo che p* | p®m - i. Allora Vi =1,...,p*-1 denotiamo

con p* la massima potenza di p che divide p®m -i e p® - i cioe :
pm-i = pik; , k; € NT e (p,k;)=1
p-i=p°q,q € NT e (p,g)=1
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allora:
klk a__1
p ’ i
q1...qpa_1
e quindi:
p ’ kl...kpa_l
ma allora essendo p primo divide un k; e questo & assurdo. [

Lemma 2. Sia G un p-gruppo finito che agisce su insieme finito e non vuoto §) tramite f : G

— Sq.Allora:
Q] =, Q6 |

Dimostrazione. Se || =g | allora il teorema é banalmente vero. Supponiamo quindi che
| Q| >| ¢ | e denotiamo con Ay,...,A\; le orbite di ordine maggiore di 1 indotte dall’azione

f, allora essendo:
Q=0 UL U... ULy
si ha che:
[ Q-1 Qc [ =] Ay [+t | A
Siaorai€ {1,...,t}. Supponiamo che A\; = ©, con x €  allora:
| Ai | =16, | = [G:Gy]
quindi | A; | divide p" per qualche naturale n € N* da cui | A; | = p" per qualche r; € NT

deduciamo che p divide | Q2 | - | 2 | e quindi si ha la tesi. O

Lemma 3. Sia G un gruppo : | G| = p®m con p un primo, a € N, m € Nt | (p,m)=1. Siano S
< G:|S|=p*eP< Gun p-sottogruppo di G. Alloraa x € G: P < S

Dimostrazione. Sia Q2 = {Sz : © € G}. Definiamo I'applicazione:
f:P— Sq
gr— f(g)
dove f(g)(Sx)=Sxg~! V Sx € . O

f é un’azione di P su (). Osserviamo che | Qp | # 0. Infatti se | Qp | = 0 siccome P & un

p-gruppo finito:
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Q1= Q=0
quindi p divide | Q | = [G:S] e cioé esiste un naturale positivo k, tale che: [G:S]=pk quindi:

pm = | G | = pkp?
e quindi

m = pk da cui (m,p) # 1.
assurdo. Quindi esiste Sx € () tale che V g € P Sx=Sxg~!. Sia allora g € P, allora:
xg '=sx,s €S
da cui:
gesS”

alloraP < S*

Teorema 18. (Secondo teorema di Sylow) Sia G un gruppo : | G | = p®m con p un primo, a
e N, me NT, (p,m)=1. Siano S,P € Sylp(G). Allora3 x € G : P = S* (si dice tutti i p-sylow di
G sono coniugati). Conseguentemente | Sylp(G) | = [G:Ng(S)] e | Sylp(G) | divide [G:S]

Dimostrazione. Poiché P & un p-sottogruppo di G esiste x in G tale che P < S*. Ma | P | =
| S|=S5%|quindi P = S*. Allora deduciamo che:

Sylp(G)={S* : = € G}
consegue:
| SYIp(G) | = [G:NG(S)]
Inoltre applicando 3 volte il teorema di Lagrange si ha che:
| G [ = [G:Na(5)]| Na(S)
| Na(S) | = [Na(5)S]| S|
|G[=[GS][S]
da cui deduciamo che
[G:S]=] SyIp(G) | [Na(S):S]
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e quindi la tesi. ]

Teorema 19. (Terzo teorema di Sylow) Sia G un gruppo : | G| = p®m con p un primo, a €

N, m € Nt , (p,m)=1. Allora:

| Sylp(G) | =, 1

Dimostrazione. SiaS € Sylp(G).Per il secondo teorema di Sylow [G:S]=| Sylp(G) | [N (5):S]

. Definiamo l'insieme:
Q={zS:2 € G}
allora:
Q= [GS]
e dunque:
| 2] =] Sylp(G) | [Ne(S5):S]
Definiamo ’applicazione:

f:SHSQ

gr— f(g)

dove f(g)(xS)=gxS V xS € 2. f & un’azione di S su 2 e si ha che | Qg | = [Ng(S5):S] . Per

mostrare questo fatto, essendo :
[Nc(S9):S] =|{zS :2 € Ng(9)} |
¢ sufficiente dimostrare che:
Qg ={xS:2 € Ng(9)}

Sia xS € (g, mostriamo che x € Ng(.S) e cioe che S=5%.Poiché xS € Qg si ha che V g €
S xS=gxS. Sia quindi g € S allora gx=xs per qualche s € S da cui g € S* e quindi S <
57 e quindi S = S* ' .Allora sia g € S. Abbiamo g = 2~ !(xgz~!)x € S consegue che S =
S* Viceversa consideriamo un elemento della forma xS con x € Ng(S) e sia g € S, vogliamo
mostrare che xS=gx8. Di fatto:

S=5% — xS=Sx — gxS=gSx=Sx=xS

e quindi | Qg | = [Vg(5):S].Allora:
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| ] =Sylp(G) | | 25 |
tuttavia S € un p-gruppo e quindi:
[ Q] =p | Qs ]
allora:
[ SylpG) | | Qs | =, | Qs |
ma p non divide (2g (altrimenti p divide m e questo ¢ assurdo essendo (p,m)=1).Quindi:
| Sylp(G) [ =, 1

]

Osservazione 5. Sia G un gruppo : | G| = p®m con p un primo,a € N, m € N* | (pm)=1.
Sia S € Sylp(G) allora:

S<4G <= |Sylp(G)| =1

inoltre nel seguito porremo | Sylp(G) | = n,(G) o se non ci sara rischio di ambiguita semplice-

mente | Sylp(G) | =n,, .
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Capitolo 3

Prodotti semidiretti e il gruppo Qon

3.1 Prodotti semidiretti

Teorema 20. . Siano H e K due gruppi , ® : K — Aut(H) un omomorfismo di gruppi e -

Papplicazione:
:(HxK)x (HxK)— HXK
(hk)(hk) — - (hk)(h’K)) =(h ®(k)(h').kK’)

allora la coppia (H x K, -) é un gruppo detto prodotto semidiretto tra H e K relativo all’omo-

morfismo ® e viene denotato con H x4 K .

Dimostrazione. Prima di tutto osserviamo che - € ben definita, nel senso che se (h,k) e (h’k’)
sono elementi di H x K allora -((h,k)(h’,k’)) € di fatto un elemento di H x K. Ora dobbia-
mo dimostrare che (H X K, -) € un gruppo cioé un monoide in cui tutti gli elementi sono
invertibili.Iniziamo a verificare che - & associativa. A tal proposito si prendano (h,k),(h’k’)

e (h”k”) in H x K allora abbiamo:
((hk)(h’.k))(h"k7))=-(h P (k)(h').kk’)(h” k™))
=(((h@(k)(h"))(P(k)oD(k’))(h7)).kk’k”)

=((h@k)(h’ ®(k*)(h7))),kk’k”)=(h,k)(h’ ®(k")(h”).k’k”)=(h.k)((h".k")(h" k"))

pertanto - e di fatto associativa. Osserviamo ora che detto 1 ’elemento neutro di H e

1 I'elemento neutro di K si ha che comunque scelto (h,k) in H x K: (h,k)(1 7,1 x)=(15,1)(h,k)=(hk)
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infatti: (h,k)(14,1x)=(h®(k)(1x).k)=(h,k) dove I'ultima uguaglianza segue dal fatto che es-
sendo ®(k) un isomorfismo da H in H esso manda 1 in 1 5.Similmente (1,1 5 )(h,k)=(®(1 x)(h).k)=(h,k)
dove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che essendo ® un omomorfismo esso manda 15
nell’elemento neutro di Aut(H) cioe I'identita di H e pertanto ®(1x)(h)=h. Quindi (H x K,
-) € un monoide con elemento neutro (1,1 x).Per finire mostriamo che ogni elemento in

(H x K, -) & invertibile.Sia quindi (hk) € H x K definiamo:
(h k)~ = ((@(k7)(R)) L") €H x K
Osserviamo che
(h, k)~ (hk)=(h k) (h, k)~ =1y, 1)
Infatti
(hy k)M J)=((@(k") (h)) "Lk~ (k)=((P(E 1) (h)) " (@R~ )(h).k ™ Rk)=(1r, 1 k)
Similmente:

(hk)(h, k)~ =(h k) (@) ()~ EH=(h@R)(P(: (M) ). 1K)
=(h@(k)(P(k ™) (A~ ) Li)=(h@(Lr) (), L)=(1 .1 k)

Pertanto (h,k) & invertibile con inverso (%, k). Consegue che (H x K, -) & un gruppo. []

Osservazione 6. Si osservi che se H e K sono due gruppi e ®: K — Aut(H) é 'omomorfismo
banale, cioé ® ¢ tale che V k € K ®(k)=1 44 (ry=Idy allora il prodotto semidiretto H x¢ K
non é altro che il prodotto diretto tra H e K. Un prodotto semidiretto sara detto non banale
se € determinato da un omomorfismo non banale, verra invece detto banale se é determinato

dall’omomorfismo banale .

Osservazione 7. Siano H e K due gruppi e ®: K — Aut(H) un omomorfismo non banale
cioé 3 k € K tale che ®(k) # Idg, mostriamo che H xg K non é abeliano.Sia k € K tale
che ®(k) # Idy.Allora 3 h € H tale che ®(k)(h) # h, pertanto: (1,k)(h, 1k )=(®(k)(h).k) #
(h.k)=(h.1 )(L1.k).

Teorema 21. Sia G un gruppo e HK < G tali che:
1. G=HK
2. HNK ={1s}
3. HJI G
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allora G~ H x¢ K dove ®: K — Aut(H), k +— ®(k)=®;, con &), H— H, h+ khk™!.

Dimostrazione. Definiamo I’applicazione:
’l/]: H AP K—G
(h,k) — hk

Chiaramente 1) é suriettiva dato che se g € G, essendo G=HK, si ha che esistonoh € Hek &
K tali che g=hk pertanto g = ¢ (h,k).Mostriamo ora che v ¢ iniettiva.Consideriamo (h,k) €
Ker,allora hk=1¢ da cui h=k~! e quindi h € HN K. Per 2. deduciamo che h=1. Similmen-
te k=1¢.Pertanto (h,k)=(14,1¢) che € 'elemento neutro di H x4 K,pertanto ¢ é iniettiva.
Mostriamo adesso che 1) € un omomorfismo. Siano (h,k) e (h’k’) due elementi di H x4
K allora: 1 ((hk)(h’k’))=1(h®,(h’),kk’)= h®,(h’)kk’=hkh’k~'kk *=hkh’k’=1)(h,k)y(h’ k).

Pertanto ¢ € un isomorfismo e quindi il teorema ¢ dimostrato. [

Teorema 22. Siano Hy,Hy,K1,K5 dei gruppi tali che Hy ~ Hy e K; ~ K5. Per ogni omo-
morfismo v : K1 — Aut(H, ) esiste un omomorfismo ¢ : Ky — Aut(H;) tale che H, %,
Kl ~ Hg Xy KQ.

Dimostrazione. Sia v : K1 — Aut(/;) un omomorfismo e siano f: H; — Hye g: K,

— K> degli isomorfismi.Definiamo I’applicazione:
o : Aut(Hl) — Aut(HQ)
X fo X © f -1

Osserviamo che @ & ben definita, nel senso che per ogni x € Aut(H;) la funzione fo xy o f~*
é di fatto un isomorfismo da H, in Hs essendo composizione di isomorfismi.Verifichiamo

ora che ® € un isomorfismo. Di fatto ¢ e invertibile con inversa:
w : Aut(Hy) — Aut(H,)
g— flogof
ed inoltre prese x1,x2 € Aut(/;) si ha che:
D(x1 0 x2)=fox10ox20 f=(foxi o f7)(Eoxa0 f )= P(x1) 0 P(x2).
Quindi ® € un isomorfismo.Adesso definiamo I’applicazione:
) Ko — Aut(H»)
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k— (@ oyog k)

1 € un omomorfismo essendo composizione di omomorfismi, quindi ha senso considerare
il prodotto semidiretto Hy x, K. Mostriamo che H; x, K; ~ Hy x, K,. Definiamo

I’applicazione:
F: H, Xy K, — Hs N Ky
(h.k) — (f(h),g(k))

Essendo f e g biettive 'applicazione F ¢ biettiva.Mostriamo ora che F & un omomorfismo.

Siano (h,k) e (h’,K’) in H; x., K allora:
F((h,k)(h’ k))=(f(hy(k)(h)).g(kk")=(f(h)f(v(k)(h')),g(k)g(k"))

mentre

F(h,k)F(h’ k)=(f(h),g(k)(f(h’),g(k"))=(f(h)s (g (k))(f(h)).g(k)g(k))

quindi se mostro che:
f(y(k)(h")=1(g(k))(f(h’)
avremmo concluso.

Effettivamente abbiamo che:

U(g)(E(h))=(® o 7 0 g~ )(gM)(E(h’)=(P o 7 )K)(ER)=(f o (k) o f~H)({(h")=f(v(k)(h)).

]

Capire se due prodotti semidiretti sono isomorfi non e banale, per questo ci serviremo

spesso della seguente:

Proposizione 1. Siano H e K due gruppi e ®,¥ : K — Aut(H) due omomorfismi. Se esistono

a € Aut(H) e 5 € Aut(K) tali cheV k € K
ao®(k)oa ! =V(B(k)
allora H Xy K~ H xy K

Dimostrazione. Consideriamo la mappa:
I''Hxs K— H x¢ K
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(hk) — (a(h),5(k))

I é biettiva essendo « e 3 biettive.Mostriamo che I' € un omomorfismo.Presi (h,k),(h’,k’)

in H x4 K abbiamo che:

[((h,k)(hk))=(ah)((or o D(k)(h)),5(k)5(K))=(a(h)((W(5(k)) o
a)(h’)),5(k)5(k’)=(a(h),fk)((h’),5(K)

consegue ’asserto. [

3.2 11 gruppo an

Un gruppo costruito tramite prodotto semidiretto € il gruppo Qo che comparira spesso nei

teoremi di classificazione del capitolo 4.

Sia n un naturale maggiore o uguale a 3.Consideriamo il prodotto semidiretto:
Zanl >Q\I; Z4

dove

U Zy — Aut(Zognr)
[1]s — ¥([1]1)(x)=-x

Per costruire il gruppo dei quaternioni generalizzato dobbiamo verificare che il
sottogruppo <([2"72]yn-1,[2]4)> & normale in Zyn—1 Xy Z4.Per mostrarlo ¢ sufficiente far
vedere che ([2"2]yn-1,[2]4) € Z(Zyn—1 Xy Z4).Effettivamente preso ([a" 2]on-1,[b]4) €

Zion—1 Xg 24 siha che:

([alan-1,[bla)([2"*]9n-1,[2]4)= ([a]on—1 +P([D]a)([2"*]gn-1),[b+2]4)=
(([a]gn-1+[2"*]on-1,[b+2]4)=(([a+2"*]gn-1,[b+2]4)

mentre
([272]on-1,[2]a)([a]an-1,[bla)=([2"2]2n-1+ W([2]2)([a] 2n-1).[D+2]a)=(([a+2"*]gn-1,[b+2]4)
quindi:

<([2"?lon-1.[2]0)> D Zgn-1 Xy Zy
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Possiamo allora dare la seguente:

Definizione 1. Sia n € N con n > 3.Viene detto gruppo dei quaternioni generalizzato il

gruppo quoziente:
Q2n = Zanl >4\1/ Z4 /<([Zn_2]2nfl,[2]4)>
dove

U : Zy — Aut(Zon-1)

[1]y — Y ([1]4)(x)=-x

Osservazione 8. Consideriamo il gruppo dei quaternioni generalizzato Qan. Osserviamo che
| Qon | = 2", Infatti: | Qon | = (27712%)/2 = 2 dove abbiamo utilizzato il fatto che U'ordine di
([2772]yn-1,[2]1) € due dato che

([2" 2 Jon -1, [21 (2" Jon-1,[200)=([2" 2 +2" 2 Jn, [2+2]4)=([2" >~
27 om0, [242]4)=1z,, _, xy24

Proposizione 2. Sian € N conn > 3.Detto N=<([2""2 Jon-1,[2]4)>, x=([1]3n-1,[0])N € y=([0]pn-1,[1]s)N

si ha che:
1. Qo = <x,y>
2. o(x)=2""1, o(y)=4
520 oy

4. Se g € Qun allora g=x" o0 g=x"y per qualche a € Z

5.V g€ Qun <x>si ha che gxg~t=x"1

Dimostrazione. 1. Dobbiamo dimostrare che:

Lon-1 Xy Ly | <([2"2]on-1,[2]4)> = <([1]on-1,[0])NL([0]2r-1,[1]4)N>.

Chiaramente <([1]2n-1,[0]4)N,([0]2n-1,[1]4)N> € contenuto in Zon—1 X Zy4 /
<([2"72]9n-1,[2]4)> , mostriamo I'altra inclusione.Preso ([a]on—1,[b]4)N in Zon—1 Xy
Zy | <([2"7%]9n-1,[2]4)> si ha che: ([a]yn-1,[b]4)N =
(([1]on-1,[0])N)*(([0]2n-1,[1]4)N)* € <([1]2n-1,[0]4)N,([0]2n-1,[1]4)N> quindi si

ottiene la 1.
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2. Basta osservare che la prima potenza di ([1]5n-1,[0]4) che stain N é la 2"~ - esima e
quindi o(x)=2""1, similmente la prima potenza di ([0]3»-1,[1]4) che stain N ¢ la

quarta e quindi o(y)=4

3. Abbiamo che 1¢,, = ([2"%]yn-1,[2]4)N =
([1]20-1,[0]ON)Z" > (([0]2n-1,[1]0)N)2=x2"""y? e quindi x*" " =y2.

4. Per il procedimento fatto al punto 1 abbiamo che se g € Qo allora esistono a e b in

7 tali che g = x%y®.Si hanno due casi:
A ; an=2 _ 2 : Oy 2k _a(,2\k _ga’
« se b é pari allora essendo x = y* troviamo che g=xy*"=x%(y”)"=x" per un
certo a’ in Z
« se b & dispari g=x*y**y=x"y per qualche a” in Z.

5. Prima di tutto osserviamo che yxy~'=x"! (sono semplici conti) quindi preso g € Qyn

a_a,—1-1,—a_,—1

<x>, e quindi g ha la forma g=xy, si ha che gxg~!=x%yxy lx %=xx X %=x

]

Osservazione 9. Osserviamo che per ogni n € N con n > 3 il gruppo dei quaternioni ge-
neralizzato Qyn é non abeliano.Infatti se per assurdo lo fosse yx=xy e quindi yxy ' =x da cui

x~'=x,che é assurdo dato che x ha ordine maggiore di 2.
Siamo pronti per il seguente:

Teorema 23. Sian € N con n > 3 e G un gruppo tale che:
L |G|=2"
2. G=<x,y> con x,y € G tali che o(x)=2""1, o(y)=4, yxy t=x"1

allora G >~ Qon.

27172

Dimostrazione. Abbiamo che Qon = <Z,ij> con o(Z)=2""1,0(§)=4, yzy =71 e y*=2%*" " Per

induzione si mostra facilmente che per ogniiin Nsiha che 7'y 1=z " e yx'y " '=x""Inoltre

osserviamo che:
G=<X><y>
infatti | <x><y> | = (2" '4)/2=2" Definiamo ora la mappa:
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f: QQn — G
jagb ’_> Xayb

cona € {0,...,2"7'} e b € {0,1}.Osserviamo che f ¢ suriettiva perché se g € G allora

g=x%" cona € {0,...,2" '} eb € {0,1, 2, 3}. Quindi si hanno quattro casi:

b=0 quindi g=x"=f(2?)

b=1 quindi g=x"y=£{(z"y)

-2

b=2 quindi gzxayzzxaxyk2 =f(z%) con a’ in N (abbiamo utilizzato il fatto che y?=x?"
infatti y? € <x> N <y> quindi y* = x* per qualche k in N ma siccome y* ha ordine 2

I'unica possibilita & che k=2""2)
. g=x°y’=x"y=f(Z% 7)) per qualche a’ in N

consegue che f ¢ suriettiva e siccome dominio e codominio sono insiemi finiti con la stes-
sa cardinalita tale applicazione ¢ anche iniettiva. mostriamo che f ¢ un omomorfismo.

Consideriamo due tipici elementi in Qon:

conac € {0,...,2" '} e b,d € {0, 1}.Proviamo che:
flzegzey? )=f@ y")fzy” )
A tal proposito distinguiamo quattro possibili casi:

« b=d=0. In tal caso:
fxeybzey? )=f(z*z%)=xx=f(z)f(z¢ )=f(z*y")f(zy? )
« b=0,d=1. In tal caso:
fzeg’zey? )=f(z 2y J=x"x"y=H(z")f(z°y)=f(z7")f(z°y")
« b=1,d=0. In tal caso:
fz g’ zey? )=f(z 3~ g)=x"x" y= x"yx“=f(z7)f(z°)=f(z7")f(7°g" )

e b=d=1. In tal caso:
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f(zeybzey?)=f(z gz y)=fz*y?)=x"x"yy=x"yx“y=Hzy){(z°y)=Hz"§"){(zy?).

Pertanto f ¢ un isomorfismo e quindi G =~ Qan
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Capitolo 4

Teoremi di classificazione per gruppi

finiti

4.1 Gruppi ciclici finiti
Teorema 24. Sia G un gruppo ciclico : | G| = n. Allora:
G~7,
Dimostrazione. Siax € G : G = <x>. Definiamo ’applicazione:
v:G—272,
x" — [h],

mostriamo che ¥ ¢ un isomorfismo. Effettivamente U ¢ suriettiva ed essendo | G | = | Z,, |
si ha che ¥ ¢ iniettiva e quindi bigettiva.Per mostrare che ¢ un omomorfismo si prendano

g e g in G.Allora esistonoh e h’in {0, 1, ...,n — 1} tali che:

g=x"
e
g=x"
consegue: U(gg)=U(x"t")=[h + W], =[h],+[W],=V(g)+T(g’). O
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4.2 Gruppi di ordine p
Teorema 25. Sia G un gruppo tale che | G| = p con p primo, allora G ~ 7,

Dimostrazione. Basta osservare che G ¢ ciclico e quindi avendo ordine p si ha, per il teorema

anteriore, G ~ Z,, ]

4.3 Gruppi di ordine 2p

Ricordiamo la definizione del gruppo diedrale. Si prenda X,, C R%, n € Nconn > 3, un n-
agono regolare. Viene detto gruppo diedrale D, il gruppo delle isometrie di X,,. Si mostra

che X,,=<x><y> dove o(x)=n,o(y)=2 e yxy=xz""1.

Teorema 26. Sia p un primo maggiore di 2 e G un gruppo : | G | = 2p.Allora:
G~ 75,V G~ D,

Dimostrazione. Poiche n, = 1+pk con k € N e p>2 necessariamente n,, = 1. Sia P il p-sylow
di G (che é normale in G).Inoltre n, divide p,che € primo, quindi ci sono due possibilita: n,
= 1 oppure ny = p. Analizziamo i due casi separatamente.Se n, = 1 detto Q il 2-sylow di G

(che € normale in G) essendo (2,p)=1 per il teorema numerico si ha immediatamente che:
GP X Qx7Zy X Ly > Ty .

Supponiamo ora che n; = p allora ci sono p elementi di ordine 2 in G,prendiamone uno,diciamolo
y.Ora P=<x> per qualche x in G : o(x)=p.Osserviamo che G=<x><y>.Infatti <x> e <y> si
intersecano banalmente (ovvero solo in 1¢) dato che (2,p)=1 quindi | <x><y> | = 2p/1=2p=|
G | quindi non puo che essere G = <x><y>. Vogliamo mostrare che G ~ D,= <r><s> dove
o(r)=p, o(s)=2, srs=r ! Iniziamo ad osservare che yxy=x"! Effettivamente essendo <x> nor-
male in G si ha che yxy=x’ per qualche iin {0, 1, ..., p — 1}.Ora (yx)? = yxyx= x""! e o(yx)
divide 2p quindi o(yx) € {2, p, 2p}.Tuttavia se o(yx)=2p allora G sarebbe ciclico e quindi
abeliano e pertanto ny=1, assurdo.Inoltre o(yx) non puo essere p infatti se o(yx)=p allora
yx € <x> da cui y € <x> che ¢ assurdo.Quindi o(yx)=2 e quindi x'*! = 1 da cui p< i+l e
quindi i > p-1 allora i=p-1.Pertanto: yxy=x"'.Per induzione si mostra facilmente che Vi €

N si ha che yx'y=x"" e che sris=r—*.Definiamo ’applicazione:
®:G—D,
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X'y — r's’/

coni€ {0,1,...,p — 1} eje€ {0, 1} Dimostriamo che ® & un isomorfismo di gruppi.Chiaramente
® & suriettiva e siccome | G | = | D, | abbiamo che ¢ & iniettiva e quindi bigettiva.Rimane

da mostrare che ¢ € un omomorfismo di gruppi.Siano g; e g, due elementi di G. Allora

gi=x"y’ percertii € {0,1,....,p— 1} eje {0,1}

go=x"y’ percertii’ € {0,1,....,p— 1} ej € {0,1}
dimostriamo che: ®(x'y/x"y/')=®(x'y? )®(x"y?").Distinguiamo 4 possibili casi:

1. j=j’=0.

allora ®(x'y/x" y7') = O(x'y'x" y0)=P(x'x" )= r' T =r's’r" s"=D(x'y? )D(x" y°)=P(x'y’
)P(y).

2. j=0,’=1

allora ®(x'y/x" y7') = B(x'y'x" y)=0(x'x" y)= r't" s=r's'1" s=B(x'y? )P(x" y)=P(x'y’
)P y).

3. j=1,j’=0

allora ®(x'y/x"y7') =
O(xyxy)=0(x'yx" )= (x'x " y)=r'"" s=risr’ =®(x'y)®(x" y)=D(x'y? )D(x" y7").

4. j=j’=1
@(xiiji/yj/) = @(Xiyxi'y)=q>(xix*"/)=r"*i/=r"sri/s=®(xiy)@(xi/y)=®(xiyj )@(xilyj/).
quindi @ ¢ un isomorfismo e pertanto G ~ D,, tramite P.

]

Osservazione 10. Sia p un primo dispari. Osserviamo che Zs, e D), non sono isomorfi essendo

il primo abeliano e il secondo non abeliano.
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4.4 Gruppi di ordine p*
Per classificare i gruppi di ordine 4 e 9 ci serviamo del seguente fatto pit generale:

Teorema 27. Sia G un gruppo : | G| = p* con p primo.Allora:
G2y N G~ 1y X Ly

Dimostrazione. Se 3x € G : o(x)=p? allora G = <x> ~ Z,>.Supponiamo che non esista x in
G di ordine p?. Siccome | G | = p? >1 esiste x in G di ordine p.Definiamo H :=<x> .Iniziamo
a mostrare che H ¢ normale in G. Supponiamo per assurdo che H non sia normale in G,
allora esiste g in G tale che H # HY. Ora H N HY é un sottogruppo di H che é contenuto
strettamente in esso percheé se per assurdo HNHY =H alloraH <HYma |H|=|H? | e
quindi H = HY,assurdo. Allora,essendo 'ordine di H p,che é primo, si deduce che H N HY ¢
il sottogruppo banale e quindi | HHY | = p? da cui G = HHY. Allora esistono h e h’ in H tali
che g'=g~'hgh’e quindi g=h~*h’~! da cui g € H e pertanto H = HY,assurdo.Quindi H &
normale in G.Sia oray € G \ H tale che o(y)= p. Similmente a come fatto prima,se K := <y>,
abbiamo che K ¢ normale in G.Quindi abbiamo trovato H e K sottogruppi normali di G tali
che |H|=|K|=p,HNK= {1} (infatti se H e K non si intersecano banalmente allora H
N K = K e quindi K & un sottogruppo di H e quindi y sta in H assurdo) da cui HK=G,per il

teorema prodotto deduciamo che G ¥ H x K ~ Z,, x Z,. O]

Osservazione 11. Sia p un primo. Osserviamo che Z,> e Z, X Z, non sono isomorfi dato

che il primo ha un elemento di ordine p* mentre il secondo no.

4.5 Gruppi di ordine p*

Sia p un primo maggiore (stretto) di 2. Si consideri il gruppo (detto gruppo di Heisenberg)

Heis(Zy) := § Mape := | 0 L [d, | : alp, [b]p, [c], € Z,
0 0 [1
e il gruppo:
14+ pml|,2 |bl,2
Gp =4 Npp := [ +pmlye [0, :m,beZ
0 [1];02



4.5. GRUPPI DI ORDINE P?

Osserviamo che Heis(Z,) e G, sono gruppi di ordine p*. Iniziamo a mostrare che non
sono isomorfi.Contiamo gli elementi di ordine p in entrambi i gruppi.Osserviamo che, in

generale, sen € N

1], [nal, [nb+ "5,
(Mape)" = 0 1 [TLC]p v [a]p, [b]p, [C]p € Zp
0 0 [1],

e quindi
(Mape)P=1dV [a]y, [V, [c]p € Zy

quindi tutti gli elementi di Heis(Z,) che non sono I'’elemento neutro del gruppo hanno

ordine p mentre in G, 'elemento Ny; ha ordine p? infatti, preso un naturale n:

[z [n]pe
0 [

(N01)n=

p2

che ¢ diverso da Id se n = p. Quindi GG, e Heis(Z,) non sono isomorfi. Si osservi che:
® MabcMa’b’c’ =M(a+a’)(b+b’+ac’)(c+c/)
° mbNm’b’ ZN(m—l—m’)(b-l—b’—i-pmb’)

allora osserviamo che i due gruppi non sono abeliani. Effettivamente M, Moo =M gty o Mape
<= ac’=a’c che in generale ¢é falsa (basta prendere c=0,a’ qualunque, a=c’=1) ed inoltre

N Ny =Ny Ny <= pmb’=pm’b che, anche in questo caso, ¢ falsa in generale.
Lemma 4. Sia G un gruppo non abeliano di ordine p> con p un primo > 3.Allora:

-1 2G)]=p

« G/Z(G) =7y X Ly,

. G'=Z(G)
Dimostrazione. Dimostriamo i tre punti:

+ Essendo G un p-gruppo il centro ¢ non banale ed essendo G non abeliano non puo
capitare che il suo ordine sia p®. Quindi le uniche possibilita sono che I’ordine di Z(G)
sia p o p®. Ma quest’ultimo caso & assurdo in quanto implicherebbe che G/Z(G) ha

ordine p e quindi ciclico e quindi G sarebbe abeliano.Pertnato Z(G) ha ordine p?.
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« Siccome Z(G) ha ordine p il quoziente G / Z(G) ha ordine p?, siccome non puo essere

ciclico I'unica possibilita e che sia isomorfo a Z, X Z,.

« Siccome G / Z(G) e abeliano si ha che G* < Z(G) e siccome G non ¢ abeliano G’ non

¢ banale quindi G’=Z(G)
O
Si osservi che vale il seguente fatto generale (non necessariamente per gruppi finiti)
Lemma 5. Sia G un gruppo e g,h due elementi di G che commutano con [g,h] allora:
« VnmeZlg, h™=[g" h"]
« YV n e Z (gh)"=g"h"[g, h](3)

Teorema 28. Sia p un primo > 3 e G un gruppo : |G| = p*.Allora G~ Z,s V G~ Z,2 X L,
V G~ Zy X Ly X Ly N G~ Heis(Z,)V G~ G),.

Dimostrazione. Per il lemma anteriore:

G

@) ~ Zp X Ly = < ([1],[0],), ([0]ps[1]p) >

quindi esistono x e y in G con x ¢ <y> tali che:

G
——— = <xZ(G),yZ(G)>
Ora Z(G)=<z> per qualche z in G di ordine p. Osserviamo che [x,y] # 1 altrimenti G &

abeliano ( infatti se g € G allora esistono interi a; e b; per i=1,...,t tali che:
JZ(G)=(z" Z(G))(y" Z(G))...(x" Z(G))(y™ Z(G))

e quindi § = x¥y"..2%yb z* per un certo intero k. Tuttavia presi comunque i e j interi si
ha per il lemma anteriore che 'y = yia'[z, y]"/ quindi § alla fine avra la forma §=y®z?3*
dove @,b e k* sono interi e Z & un elemento del centro di G allora presi g e g’ in G si ha che
g = 2yl 2% per certi interi ij e k e g’=2"y/ 2% per certi interii’j’ e K’ e con % e % in Z(G)
quindi siccome x e y commutano allora % commuta con y° comunque scelti due interi a e b

k

e quindi z,37,2%, ¥ 37" e Z¥ commutano tutti tra loro e quindi gg’=g’g). Pertanto possiamo

scegliere come generatore per Z(G) I'elemento [x,y] ovvero:
zi) b
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e quindi si ha anche che G = < x,y> (Infatti chiaramente <x,y> < G e inoltre preso un ele-
mento g in G si ha che g hala forma z'y’[z, y]* con i,j e k interi e quindi g € <x,y>).Distinguiamo

due casi:
1. o(x)=o(y)=p

Definiamo ’applicazione:

® : Heis(Z,) — G

Mape — vz, y]°

mostriamo che ® € un isomorfismo. L’applicazione ¢ ¢ ben definita, nel senso che
di fatto ®(M agp.) € un elemento di G.Iniziamo a vedere che ® ¢ un omomorfismo.In

effetti se Moy € My sono due tipici elementi di Heis(Z,,) si ha che:

<I>(MabcMa’b’c’)=(I)(M(a+a’)(b+b’+ac’)(c+c/))=
yc+c’$a+a’ [l’, y] b—l—b’—&-ac’:yc—&—c’ma—i—a’ [ill', y]b+b’ [ZIZ’, y]ac’ — yc(yc’xa[x7 y]ac’)xa’ [$’ y]b+b’ —

ye(zy )z [z, y)P TV =(ye [z, y]°) (v 2% [z, y]Y) = P(Maupe) D(Maryyer)

quindi ¢ € un omomorfismo.Per mostrare che ¢ biettiva ¢ sufficiente verificare che ¢
suriettiva (essendo G e Heis(Z,,) dello stesso ordine). Sia g un elemento in G. Allora

esistono i,j e k interi tali che: g=y’z7[x, y]*.Ora per il teorema della divisone euclidea:
i=mp+qconm;eqinZe0<gq <p
j=mjp+qgjconmjeq;inZe0<gq;<p
k=mgp+q.conmpeqinZe0<gq,<p
da cui, avendo x,y e [x,y] ordine p
g=yba® [z, y|" = q)(MfIile‘Ik)

e quindi G ~ Heis(Z,)).

53



CAPITOLO 4. TEOREMI DI CLASSIFICAZIONE PER GRUPPI FINITI

2. Uno trax e y ha ordine p®. Senza perdita di generalita supponiamo che y abbia ordine
p?. Vogliamo dimostrare che esiste Z € G di ordine p : G = <Z,y> e [Z,y]=y”. Iniziamo
ad osservare che esiste r € Z tale che G = <xy~",y>. Infatti V g € G si ha che ¢?Z(G)
= (gZ(G))? = Z(G) e quindi g* € Z(G) e inoltre presige hin G :

p(p—1)

(gh)P=g°hP[g,h| = = g’h?

ora: o(y?)=p e y? € Z(G) quindi Z(G)=<y’> allora xP=(y?)" per qualche intero r

consegue:
(zy )P = 27y ~=1
e siccome x ¢ <y> si ha che xy™" # 1 e quindi xy~ " ha ordine p e allora:
G=<zy "y>
poniamo Z = zy~". Quindi
G = <i,y> con o(Z)=p e o(y)=p?

Adesso:

[Z,y]=(y?)* per qualche k intero : k #,, 0

Sial in intero tale che kl =, 1 (1 #, 0) allora:

yP=(y'* )=z, y]'=[Z", y]

quindi definendo I'elemento 7 := #' notiamo che Z # 1 (percheé 1 #, 0) e quindi G =

< Z,y> con o(Z)=p,o(y)=p? e [%, y]=yP. Definiamo I’applicazione :
P G, — G
Ny — yPz™

® & ben definita nel senso che CTD(Nmb) ¢ di fatto un elemento di G. Mostriamo che ¢

un omomorfismo.Effettivamente se N,,; e N,y sono due tipici elementi di GG, si ha

che:
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D (N Nty ) =@ (N b+ pmpr) ) = 20 '

yb—O—b/a:jm(yp)mb/%m/=yb(yb/.%.m [.%7 y]mb/)i.m/=yb.%myb/.%m’= (I)(Nmb)(i)(Nm’b’)

quindi ® é un omomorfismo.Per mostrare che e biettiva e sufficiente verificare che e

suriettiva.Effettivamente sia g € G. Allora esistono interi i,j e k tali che:
g=y' @', Y=z, yFy 7’ = yPH T
quindi:
g = yPZ® per certiinteria e b
per il teorema della divisione euclidea:

a=a;p’ +rcona;r €Ze0<r<p
b=b;p* + qconby,q€ Ze 0 < q<p?

da cui:
g:yq'%r = é(qu)
e quindi G ~ G,
O

Osservazione 12. Siosservi che i gruppi Z,s, Zy> X Zy, e Ly, X Ly X Ly, sono gruppi abeliani
non isomorfi e siccome i gruppi Heis(Z,,) e G, sono non abeliani non isomorfi si deduce che i

gruppi che compaiono nel teorema anteriore sono tutti non isomorfi.

4.6  Gruppi di ordine pq,p*q,p*q>

Teorema 29. Siano p,q primi e G un gruppo finito.Se

1. | G| = pq con p>q, q1 p-1 allora

Pq
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2. |G| =p*qconp>q,qtp-1eqtp+1allora

G Zp X Lig N G2 Ty X Ly X Ly

3. |G| =p*qconqg>p,ptq-1eqtp*1allora

G Zp X Lig N G2 Ly X Ly X Ly

4. | G| =p*q* con pt¢*-1, qf p*-1 allora:

Gl X Lip N G Lo X Lig X Lg N G L X Ly X Ly N G Lig X Lig X Ly X
Z

P

Dimostrazione. 1. Mostriamo che n,=n,=1.Effettivamente n,=1+pk per qualche natu-
rale k e n,, divide q.Se per assurdo k>0 allora n,, > p > q assurdo,quindi k=0 e n,,=1.Similmente
n, divide p, quindi n,=1 o n,=p.Tuttavia n,=1+qk per qualche naturale k,quindi se
n,=p allora q divide p-1 che ¢ assurdo per l'ipotesi fatta e quindi n,=1.Allora se P &
il sottogruppo normale di G di ordine p e Q il sottogruppo normale di G di ordine q

siccome P e Q si intersecano banalmente:

GP X QxZy X Ly~ Ly

2. Mostriamo che n,=n,=1.Effettivamente n,=1+pk per qualche naturale k e n,, divide
q.Se per assurdo k>0 allora n,, > p > q assurdo,quindi k=0 e n,,=1.Similmente n, divide
p? quindi n,=1 o n,=p o n,=p*Tuttavia n,=1+qk per un naturale k.Quindi se n,=p
allora q divide p-1 ed ¢ assurdo per l'ipotesi fatta,se n,=p* allora q divide p* -1 e
quindi q divide p+1,assurdo.Pertanto se P ¢ il sottogruppo normale di G di ordine p?

e Q il sottogruppo normale di G di ordine q siccome P e Q si intersecano banalmente:

Gx~PxQ

tenendo conto che P ¢ un sottogruppo di G di ordine p? si ha immediatamente che:

G Zypr X Lig N G =7y X Ly X Ly
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3. Mostriamo che n,=n,=1.Abbiamo che n, divide q.Se n,,=q allora p divide q-1,assurdo
per ipotesi.Similmente n, divide p*>.Se n,=p allora q divide p-1 e quindi q divide
p? -1 assurdo per ipotesi.Se n,=p? allora q divide p* -1,assurdo per ipotesi,quindi
n,=1.Pertanto se P ¢ il sottogruppo normale di G di ordine p* e Q il sottogruppo

normale di G di ordine q siccome P e Q si intersecano banalmente:
Gx~P xQ
tenendo conto che P ¢ un sottogruppo di G di ordine p? si ha immediatamente che:
G Zpr X Lig\N G =7y X Ly X Ly

4. Ragionando come nei punti precedenti si trova che n,=n,=1.Allora se P ¢ il sottogrup-
po normale di G di ordine p* e Q il sottogruppo normale di G di ordine ¢* siccome P

e Q si intersecano banalmente:
Gx~PxQ
allora

GZyr X Lgp NG = Lz X Log X g\ G = Lo X Ly X Ly N G = Lg X Lg X Ly X
Z

P

4.7 Gruppi abeliani finiti

Enunciamo, senza dimostrazione,il teorema di classificazione per i gruppi abeliani finiti.

Teorema 30. (Teorema di Frobenius-Stickelberg) Sia G un gruppo abeliano finito. Allora G

é isomorfo a un prodotto diretto di gruppi ciclici.

4.8 Gruppi in cui ’equazione 7"=1 ha al piu n soluzioni
per ognin € N

Teorema 31. Sia G un gruppo : | G| = m. SeV n € N lequazione
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x"=1
ha al piu n soluzioni in G allora G ~ Z,,

Dimostrazione. Sia p un primo che divide I'ordine di G e sia P un p-sylow di G.Mostriamo
che P é normale in G ed é ciclico. Supponiamo che | P | = p® con a € N.Per il teorema di

Lagrange si ha che:

V x € P.Se per assurdo n, # 1 allora troverei un elemento y € G \ P tale che:
yr =1

contraddicendo I'ipotesi quindi n,=1 e percio P ¢ normale.Osserviamo inoltre che P ¢ ci-
clico.Infatti se P non fosse ciclico preso y € P, o(y)=p* per qualche k € N con k<a.Allora
siccome p* | p®~! troviamo y?"~" = 1.Quindi si avrebbe che per ogni x € P:

a—1

=1
assurdo per l'ipotesi fatta.Quindi P é ciclico.Ora per il teorema fondamentale dell’aritme-
tica:

al at

m=p;“..p;

con py,....p; primi distinti (osserviamo che possiamo assumere t>1 perche se t=1 allora G

é ciclico e quindi isomorfo a Z,, e pertanto avremmo concluso) e ay,....a; naturali positi-

a

vi. Allora siano P,...,P; i sottogruppi di Sylow di G con | P; | =p}* V i=1,...,t. Essi sono

sottogruppi normali di G (per il discorso fatto sopra) quindi 'applicazione:

f: P x..xP—G
(N1yee0sg) —> My
¢ un omomorfismo.Inoltre tale applicazzione ¢ suriettiva dato che:
G=P,..P,

in quanto P;..P, < Ge| P..P | =p1™..p;* = m ma alloraessendo |G | = | P, X ... X P,

| tale applicazzione é anche suriettiva e quindi:
G~P x.xP
ma V i=1,...t P; e ciclico di ordine p;** e dunque:
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4.9. OGNI GRUPPO FINITO E ISOMORFO A UN SOTTOGRUPPO DI
PERMUTAZIONI

G~ Zp‘fl X ... X Zp;zz ~ prlnmp;lt = Zm.

e quindi la tesi O

4.9 Ogni gruppo finito ¢ isomorfo a un sottogruppo di
permutazioni
Teorema 32. Sia G un gruppo: | G| =n. Allora G~ Hcon H< S,,.

Dimostrazione. V g € G ¢ definita 'applicazione L, : G — G x — gx. Si vede immedia-
tamente che V g € G L, ¢ biettiva (se g € G l'inversa di L, ¢ L,-1). Allora ¢ ben definita

I’applicazione:
L:G— SG
g— Ly

Osserviamo che L € un omomorfismo. Infatti se x, y € G allora presoa € G L, (a)=xy(a)=x(ya)=x(L,(a))=1L

o L,)(a). Allora per il primo teorema di isomorfismo:

G
KerL

>~ L(G) < SG
tuttavia KerL={¢g € G : ga = aVa € G}={1} quindi:

G G
= {T} - KerL ~LO)

Sia ora ¥ : S — S,, un isomorfismo. Allora:
G~LG) ~IYLG) < S,

e quindi la tesi [

4.10 Ogni gruppo finito e isomorfo a un sottogruppo di
matrici
Ricordiamo due fatti di algebra lineare:

Lemma 6. Siano Ve W due spazi vettoriali a dimensione finita e f: V— W un’applicazione

lineare. Allora:
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1. dim(Imf)=dim(W) <= feé suriettiva
2. se dim(V) = dim(W) allora f é biettiva <= f¢é iniettiva <=> fé suriettiva

Lemma 7. Sia V uno spazio vettoriale a dimensione finita, B una sua basee f,g: V— V

applicazioni lineari.Allora:

Mpp(fo g=Mps(f)Mps(8)
dove M pp(f) denota la matrice associata ad f rispetto alla base B

Teorema 33. Sia G un gruppo : | G| = n e K un campo. Allora G ~ H per qualche H <
GLn(K)

Dimostrazione. L’idea é costruire un omomorfismo iniettivo ¥ : G — G L, (K) di modo

che

G~ —=
{1} Kery

Per il teorema anteriore possiamo considerare un isomorfismo :

o e O~ u(E) < CL(K)

L:G— S,

Denotiamo con Iso(K™) lo spazio vettoriale delle applicazioni lineari e invertribili da K"

in se. Definiamo ora ’applicazione:

S, — Iso(K")
o— fo

dove, per 0 € S, f, & costruita nel seguente modo: Sia B = {e, ..., ¢,,} la base canonica di
K" esiaF:B — K" definita da F(e;)=¢,(;). Per il teorema fondamentale delle applicazioni
lineari esiste un unica applicazione lineare f : K™ — K™ tale che la restrizione di f a B
coincide con F. Poniamo f = f,.Ora per mostarre che ® € ben definita occore verificare che
fo sia bigettiva. Effettivamente Imm(f,) € un sottospazio vettoriale di K" che contiene i
vettori ej,....,e,, € quindi dim(f,)=n=dim(K™) quindi f, & suriettiva e quindi per il lemma
anteriore biettiva. Mostriamo ora che ¢ ¢ un omomorfismo iniettivo di gruppi. Infatti se o

eT €S, sihacheVi=1,.n

P(o o T)(ei)=€(ao7')(i)=f0(67'(i))=(f0 © fr)(ez‘)=((1’(0) © cI)(T))(Bz‘)
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e quindi ® ¢ un omomorfismo.Osserviamo che ® ¢é iniettivo dato che se o0 € Ker® allora

o(i)=€; Vi=1,..,n e quindi 0(i)=i V i=1,..,n da cui o = 1g, . Infine definiamo 'applicazione:
v : Iso(K") — GL,(K)
fr— MBB(f)

dove Mpp(f) denota la matrice associata a f rispetto alla base canonica B. v € un omo-
morfismo iniettivo di gruppi. Infatti prese f,g € Mpp(f) si ha che y(f o g) = Mpp(f o
g)=Mpp(t)Mpp(g)="(f)y(g) ed ¢ iniettiva perche se y(f)="(g) allora V i=1,...,n si ha che

f(e;)=g(e;) e quindi f=g.Quindi la composizione:
U=yoPoL:G— S, — Iso(K") — GL,(K)

€ un omomorfismo iniettivo di gruppi. [

4.11 Un teorema di classificazione per p-gruppi finiti
Teorema 34. Sia G un gruppo : | G| =p™=n con m,n € N e p primo.Allora:
G~H
per qualche H < U,f (Z,,) dove:
Uy (Zy) ={A = (ay) € T, (Zy) : aiy = [1],¥i = 1,...,n}
essendo T.1(Z,) l'insieme delle matrici nx n triangolari superiori a entrate in Z,,.

Dimostrazione. Iniziamo ad osservare che U,/ (Z,) & un sottogruppo di GL,,(Z,) in quanto
prese A=(a;;) e B=(bij) in U} (Z,,) si ha che la matrice C=AB ¢é triangolare superiore e dette
c;; le sue entrate per ogni i=1,...,n si ha che: ¢;;=a;;b;; = [1],.Ora € noto che:
n(n—1) n—1 n—k
| GLy(Zy) [=p o (P" "= 1)
con (p,HZ;é (p"~* — 1))=1.Allora essendo
n(n—1)
| U (Zp) | =p >
si ha che U} (Z,) & un p-sylow di G.Ora siccome G ¢ finito di ordine n :

G~K
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per qualche K < GL,,(Z,).Osserviamo che K ¢ un p-sottogruppo di GL,,(Z,) e quindi 3 S
p-sylow di GL,,(Z,) tale che:

K<S
Ora sia x € GL,(Z,) tale che:
Ui (Zy) = 5°
allora vediamo che
U(Z,) ~S

Quindi:
G~K<S~Ut(Z,)
Consideriamo allora due isomorfismi:

f:G—K
g:5 — U, (Zy)
L’applicazione:
h: K — g(K)
k— g(k)

& ancora un isomorfismo con g(K) sottogruppo di U, (Z,,) .Allora la composizione ® = h o

f & un isomorfismo tra G e g(K) e quindi si ha la tesi. [

4.12 Gruppi semplici non abeliani di ordine 60

Lemma 8. Sia G un gruppo finito,semplice e non abeliano e H < G.Allora
| G| [ [GH]!
Dimostrazione. Consideriamo 'insieme cosi definito :
& .={gH:g€G}
G agisce su % tramite:
o:G—> S%
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g— ¢(g)
dove ¢(g)(gH)=(gg) H.Ora Ker¢ & un sottogruppo normale di G quindi essendo G semplice:
Ker¢p={1} V Ker¢=G
Tuttavia se Ker¢ = G allora preso g € G con g # 1 si ottiene che V g € G :
o(@)(GH)=gH
e quindi
gH=¢(@)(1LH) = LH = H
da cui g € H, e pertanto G=H,assurdo.Allora ¢ ¢ iniettiva e quindi
Gl=1 9@ ||| 5 | = [GH]!

]

Corollario 2. Sia G un gruppo finito,semplice e non abeliano e p un primo tale che p | | G

|.Allora:
|G [mny!

Dimostrazione. Sia P un p-sylow di G.Allora n,=[G:N¢(P)].Quindi se mostro che Ng(P)
per il lemma anteriore avremmo finito.Se per assurdo N¢(P) = G allora P &€ normale in G

e quindi P=G, ma allora G € un p-gruppo e quindi non é semplice,assurdo. [
Corollario 3. I gruppi di ordine 24,36 e 48 non sono semplici e non abeliani.

Dimostrazione. basta osservare che non soddisfano la proprieta enunciata nel corollario

anteriore. O]
Teorema 35. Sia G un gruppo semplice e non abeliano : | G | = 60.Allora:
G~ A5

Dimostrazione. Iniziamo a mostrare che esiste H < G : [G:H]=5.Abbiamo che | G | = 22-15.0ra
ny € {1,3,5,15} tuttavia per la semplicita non puo capitare che ny=1 inoltre se ny,=3 al-
lora 60 divide 3! che é assurdo.Supponiamo per assurdo che n,=15.Abbiamo che n3=10
e n5=6.Quindi ci sono 20 elementi di ordine 3 e 24 elementi di ordine 5.Siano H;,....H15 i
2-sylow di G.Osserviamo che V i # j si ha che | H; N H; | > 2.Allora ci sono almeno 30

elementi di ordine 2.Quindi:
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| G| > 1+20+24+30=75

assurdo.Quindi ny=5 da cui [G:Ng(S)]=5 per qualche 2-sylow S.Quindi sia H < G tale che

[G:H]=5. Ora G / H (come insieme) avra la forma :
G/H={qH,..,g:H}
G agisce su G/ H tramite:

¢:G— Sq/u

g— ¢(9)

dove ¢(g)(g;H)=(gg;)H i=1,...,5.Ragionando come nel corollario anteriore si ottiene che ¢

¢ iniettiva.Allora:

¢:G— ¢(G)

g+— ¢(g)
¢ un isomorfismo.Sia ora:
'Lﬁ : Sg/H — 55

un isomorfismo.Allora:

Y o(G) — P(d(G))
a— (a)

& un isomorfismo.Pertanto G ~ 1/(¢(G)) tramite ¢/ o ¢.Ora ¥(¢(G)) & un sottogruppo di
S5 di ordine 60.Se mostro che ¢ (¢(G)) é contenuto in A; abbiamo finito.Consideriamo

I'omomorfismo:
sgn: Y(o(G)) — {1, -1}
p — sgn(p)

Siccome 1 (¢(G)) é semplice Ker(sgn)=1(¢(G)) oppure Ker(sgn)={1}:Tuttavia la funzione
sgn non & iniettiva quindi Ker(sgn)=1¢(¢(G)), consegue che V x € ¥ (¢p(G)) sgn(x)=1 e
quindi ¥ (4(G)) & contenuto in Aj;, segue la tesi. O

Lemma 9. Sia p un primo tale che 2P-1 ¢é primo . Se G é un gruppo : | G| = 2P(2P-1) allora

G non é semplice.
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Dimostrazione. Sia q=2P-1.Abbiamo che n, divide 27 e n,=1+(2P-1)k per qualche naturale
k.Quindi n,=1 o n,=2P.Supponiamo per assurdo che n,=2".Siano H;,...,Ha» i q-sylow di G.
Essi hanno ordine q che ¢ primo quindi hanno intersezione banale.Quindi se n ¢ il numero

di elementi di G di ordine q:

n=(q-1)2P=| G | - 27
quindi | G | = n + 2”. Pertanto ny = 1 e quindi G non ¢é semplice. ]
Teorema 36. As; ¢ (a meno di isomorfismo) il piu piccolo gruppo semplice e non abeliano.

Dimostrazione. Sappiamo che A5 € semplice e non abeliano e ha ordine 60 (e , a meno di
isomorfismo,e I'unico ad avere queste proprieta).Sia G un gruppo finito semplice e non

abeliano dobbiamo mostrare che il suo ordine ¢ maggiore o uguale a 60.

+ Vediamo immediatamente che | G | non sta nell’insieme
{1,2,3,4,5,7,9,11,13, 15,17, 19, 23,29, 31, 33, 35, 37, 41, 43, 45, 47, 51, 53, 50}
perche in tal caso sarebbe abeliano.

« Inoltre | G | ¢ {8, 16,25, 32,49, 27} percheé in tal caso G sarebbe un p-gruppo non

abeliano e quindi non sarebbe semplice

« Inoltre G| ¢ {6, 10, 14, 18, 20, 21, 22, 26, 28, 34, 38, 39, 42,44, 46, 50, 52, 54, 55, 57, 58}
dato che in tal caso I'ordine di G sarebbe della forma p*m con p primo e m un naturale

tali che 0O<m<p e quindi non sarebbe semplice.
Rimane da dimostrare che | G | ¢ {12, 24, 30, 36, 40, 48, 56}.

« Dallemma 9| G| ¢ {12,56}

« Inoltre G non puo avere ordine 40 perché i gruppi di ordine 40 ammettono un sotto-

gruppo normale di ordine 5
« Per il corollario 3 G non puo avere ordine 24,36 e 48

Rimane da mostrare che G non pud avere ordine 30. Supponiamo per assurdo che | G |
= 30=2-3-5.Siccome G ¢é semplice avremmo che 73=10 e n5=6.Siccome 3 e 5 sono primi il
numero di elementi di ordine 3 sarebbe 20 mentre quello di ordine 5 sarebbe 24, quindi | G

| > 44, assurdo.Quindi | G | > 60. O
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Capitolo 5

Classificazione dei gruppi di ordine n <

32

5.1 Gruppi di ordine 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31

Siccome 2,3,5,7,11,13,17,19 sono numeri primi se G ¢ un gruppo:

| G| =2 allora G >~ Z;

| G| =3 allora G ~ Z;

| G| =5 allora G ~ Zj

| G| =7 allora G ~ Z;

| G| =11 allora G ~ Z;

| G| =13 allora G ~ Z3

| G | = 17 allora G ~ Z;

| G | =19 allora G ~ Zqg

| G | = 23 allora G ~ Zo3

| G | = 29 allora G ~ Zyg

| G| =31allora G ~ Z3;

67



CAPITOLO 5. CLASSIFICAZIONE DEI GRUPPI DI ORDINE N < 32

5.2 Gruppi di ordine 6,10,14,22,26

Per il teorema sui gruppi di ordine 2p con primo risulta che se G & un gruppo tale che:

| G| =6alloraG~ZsVG~D;3~S;

| G| =10alloraG~Zy VG ~D;s

|G| =14alloraG~7Zy, VG~Dy

| G| =22 allora G ~ Zy V G ~ Dy

| G| =26 allora G~ Zys V G~ D3

5.3 Gruppi di ordine 4,9,25

Per la classificazione dei gruppi di ordine p? con p primo risulta che se G & un gruppo tale

che:
¢ |Gl=4dalloraG~7Z,V G~7Zy X Zy
e |G|=9alloraG~ZgV G~7Z3 X Zs

« |G| =25allora G~ Zsy; VG ~Zs X Zs

5.4 Gruppi di ordine 8

Prima di vedere il teorema di classificazione per i gruppi di ordine 8 osserviamo il seguente

fatto:

Osservazione 13. Quanti prodotti semidiretti ci sono tra Z4 e Zo ? Per rispondere alla do-
manda dobbiamo capire chi sono gli omomorfismi tra Zy e Aut(Z4). Siccome Aut(Z,) ha
solamente due elementi (perche é isomorfo a Z, ) abbiamo solamente due omomorfismi possi-
bili.Uno sara quello banale che indurra il prodotto diretto tra Z4 e 7 e quindi sara abeliano,
mentre [’altro non sara banale,chiamiamolo ¢, e quindi il prodotto semidiretto da esso indotto
Ziy Ay, Lo non sara abeliano.Quindi ci sono solo due prodotti semidiretti tra Z4 e 75 ed essi

sono non isomorfi.
Teorema 37. Sia G un gruppo tale che | G| = 8 allora:
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Gﬁ’Zg\/GZZ4XZ2\/GZZQXZQXZQ\/GED4\/GEQ8.

Dimostrazione. Se 3x € G: o(x)=8 allora G = <x> ~ Zg, supponiamo quindi che non esista

x in G di ordine 8.Allora ci sono due possibilita:

1. Vx € Go(x)=2.

Se tutti gli elementi di G hanno ordine 2 significa che G ¢ abeliano.Siano quindi a,b
€ G\ {lg} con a # b.Allora <a,b> < G (perché G é abeliano) e <a,b> ~ Zy X Zs
(perché ha ordine 4 con almeno due elementi di ordine 2).Sia orac € G \ <a,b>
(esiste perche G ha ordine 8 e <a,b> ordine 4).Allora <c> < G e <¢c> ~ Z,.0ra <a,b>
M <c> si intersecano banalmente (perche c non appartiene a <a,b>) quindi
deduciamo anche che G = <a,b><c> ma allora per il teorema prodotto si ha

immediatamente che: G ~ <a,b> X <c¢> ~ Zy X Zg X Zs.
2. 3x € G:o(x)=4
Sia quindi a € G . o(a)=4.Distinguiamo due sottocasi:

« Jy € G\ <a>:o(y)=2. Siaallorab € G \ <a> di ordine 2. Allora essendo <a>

normale in G, <a> N <b> = {15} deduciamo che:
G ~ <a> X, <b>
per un certo omomorfismo ¢ da <b> in Aut(<a>).Quindi:
G~7y Xy Lo

Se U é 'omomorfismo banale allora G ~ Z, X Zs se ¥ non ¢ ’omomorfismo

banale allora G ~ Zy X4, Zs.

« Vx € G\ <a>o(x)=4. Siab € G\ <a> di ordine 4. Chiaramente
G=<a,b>Vediamo che bab~'=a~! Effettivamente ba € {ab, a®b, a>b} (poiché ba
€ G=<a,b>=<a><b>e quindi ba=a’b’ e se per assurdo j= 0 allora ba € <a> e
quindi b € <a>,che ¢ assurdo) Tuttavia ba # ab e ba # a®b infatti se ba=ab
allora G ¢ abeliano e quindi (a®b)?=a®bh?=a%=1 (dove abbiamo utilizzato il
fatto che essendo a? I'unico elemento di ordine 2 di G e o(b?)=2 allora a®=b?)
che ¢ assurdo perché a®b ha ordine 4.Infine se per assurdo ba=a®b allora ba=b?
da cui a = b2,assurdo perche a ha ordine 4 e b2 ha ordine 2.Allora si deduce che

GZQg.
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Pertanto se G ¢ un gruppo di ordine 8 ¢,isomorfo ad uno dei seguenti gruppi:

GﬁZg\/GZZ4 X ZQ\/GZZQ XZQ X ZQ\/GZZ4 X py ZQ\/GZQg OraD4éun
gruppo di ordine 8 non abeliano che non puo essere isomorfo a Qg (perché D, ha solo due

elementi di ordine 4 mentre Qg ne ha almeno 3 ) quindi Dy ~ Z, x4, Zs , segue 'asserto.

]

5.5 Gruppi di ordine 12

Lemma 10. Sia ® € Hom(Zs3,Aut(Z,)) allora Z.y X¢ Z3 = Ly X Zs3.

Dimostrazione. Essendo ® un omomorfismo o(® (1)) deve dividere o(1)=3 e siccome in
Aut(Z4) non ci sono elementi di ordine 3 I'unica possibilita é che o(®(1) )=1 e cioe che

®(1)=Idz, quindi deduciamo che ¢ ¢ 'omomorfismo banale. []
Lemma 11. Aut(Zy X Zs) > S3

Dimostrazione. Basta osservare che Aut(Zy X Z5) ha ordine 6 ed & non abeliano, quindi

possiamo applicare il teorema di classificazione per gruppi di ordine 6. [
Lemma 12. V' V € Hom(Zs,Aut(Zs X Zs)) non banale, si ha che (Zo X Zs) Xy L3 =~ Ay.

Dimostrazione. Sia ¥V € Hom(Zs3,Aut(Zy X 7)) non banale ,mostriamo che (Zy X Z3) Xy
Z5 ~ A4.Osserviamo che
Ay >~ K xg <(123)>

dove K={1d, (12)(34), (13)(24),(14)(23)} e /5 & un qualche omomorfismo da <(123)> a
Aut(K). Ora essendo K ~ Zy X Zs e <(123)> ~ Zs, Ay =~ (Zo X Z3) X, Zs per qualche «
€ Hom(Zs,Aut(Zs X Z5)) non banale (perché A, é non abeliano). Quindi per mostrare il
lemma é sufficiente dimostrare che se ®,I" € Hom(Z3,Aut(Zy X Zs)) non banali allora (Z,

X Zg) N Lz =~ (Zg X Zs) Xr Zs3.Consideriamo un isomorfismo
Q:S3 — Aut(Zy X Zs)
Allora 'applicazione:
F: Hom(Z3,S3) — Hom(Z3,Aut(Zs X 7))
pr— Qo
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¢ una bigezione.Quindi | Hom(Z3,S3) | = | Hom(Z3,Aut(Zy X Zs)) |.Contiamo gli omomorfi-
sminon banali da Z3 a S3. Un generico omomorfismo non banale da Z3 a S3 € univocamente
determinato da dove mappa [1]3. L’ordine dell’immagine di [1]3 deve dividere 3,siccome
in S5 gli elementi hanno ordine 1,2 e 3 deduciamo che I'ordine dell’immagine di [1]5 € 3

quindi gli omomorfismi non banali da Zs a S5 sono:
¢1: Zg — Sg

[1]5 — (123)

gbgt Zg — Sg
[1]3 — (132)

Quindi gli omomorfismi non banali da Zs a Aut(Z, X Zs) sono F (¢1) e F(¢2).Vogliamo

mostrare che (Zy X Zy) X pg,) Lz ~= (L X Z3) X p(¢,) Zs3. Definiamo 'applicazione:
f: 73 — 73
[1]5 — [2]5
f & un isomorfismo e ¢5 = ¢ o f. Allora:
F(¢2) = 0 ¢y =2 o ¢ 0 f=F(¢1) o f.
Consegue:
(Za X L) Ap(gy) Ls = (Lo X L) Appy) L3

e quindi si ha la tesi. ]

Esempio 5. Studiamo adesso i prodotti semidiretti tra Zs e Z4. Iniziamo a capire quanti sono
gli omomorfismi tra Z, e Aut(Zs). Siccome Aut(Z3) é isomorfo a Zo abbiamo solamente due
omomorfismi possibili: quello banale, che determina il prodotto diretto Z3 x Z4 e quello che

manda 1 nell’unico elemento di ordine 2 in Aut(Z3) e cioé 'omomorfismo:
V: 7y — Aut(Zs)

dove
V([1]1): Zs — Z3
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[1]5 — [2]5
Lemma 13. V'V € Hom(Zy X Zy,Aut(Z3)) non banale, si ha che Zz Xy (Zo X 7o)~ Dg.

Dimostrazione. Sia WV € Hom(Zs X Zsy,Aut(Z3)) non banale.Osserviamo che:
D¢ ~ {Id,r? r*} %, {Id, s, 13 r’s}

per qualche omomorfismo v : {Id, s, 73 r3s} — Aut( {Id,r? r*}). Infatti

{Id,s,r3,13s} <Dg,{Id,r*,r*} 4 D¢, {Id, s,73,r3s} N {Id,r* r'} = {Id}

Tuttavia:
{Id,s,73,135} = Ly x Ly e {Id,r* '} ~ 7
consegue che esiste un omomorfismo non banale ®: Zy x Zy — Aut(Zs3) tale che:
D > Z3 Xg (Zy X Zs)

Pertanto per provare il lemma ¢é sufficiente dimostrare che comunque scelti f,g € Hom(Z,

X Zip,Aut(Z3)) non banali si ha che:
TLig X f (g X Lig) = Lz X g (Ly X o)
Sia
Q: Zoy — Aut(Zs)

un isomorfismo. L’applicazione:

F: Hom(Zy X Z9,Z.5 ) — Hom(Zy X Zg,Aut(Z3))

pr— Qoo

¢ una bigezione.Quindi:

| Hom(Zy X Z2,Z ) | = | Hom(Zy X Za,Aut(Z3)) |

Adesso, gli omomorfismi non banali tra Zs X Zy e Zs sono ¢1,05 € ¢3 completamente

determinati da:

» 01([1]2,[0]2)=[0]2 e @1([0]2,[1]2)=[1]>
« 02([1]2,[0]2)=[1]2 e @2([0]2,[1]2)=[0]>

« 03([1]2,[0]2)=[1]2 e @3([0]2,[1]2)=[1]2
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Consideriamo ora le applicazioni hy,hy : Zo X Zg — Zo X Zs definite da:

« hi([1]2,[0]2)=([0]2,[1]2) e hy([0]2,[1]2)=([1]2,[0]2)

o hy([1]2,[0]2)=([1]2,[1]2) € ha([0]2,[1]2)=([1]2,[0]2)

h; e h, sono isomorfismi tali che:

¢2=¢1 0 hy e p3=¢p3 0 hy

Ora tutti e soli gli omomorfismi non banali da Zs X Zs a Aut(Zs) sono F(¢1),F(¢2) e F(¢ps)

e sono tali che:
F(2)=82 0 o = Q2 0 1 0o h1=F(¢1) o hy
F(¢3)=02 0 ¢3 = (2 0 @3 0 ha=F(¢) 0 hy
Consegue:
Lz X p(gy) (Lg X L) == L3 X p(gy) (Lo X L) = L3z X pgy) (Lo X Lo)

e quindi la tesi. O
Siamo pronti per il seguente:
Teorema 38. Sia G un gruppo : | G| = 12. Allora:
G~713NV G~Zy X Zg\N G~A; N G~DgV G~ 73 Xy Ly
dove
U: Zy — Aut(Z3)
con W([1]s): Zs — Zs, [1]3 — [2]3.

Dimostrazione. Abbiamo | G | = 12= 223. Allora n; | 3 e quindi ny=1 o ny=3.Similmente
n3=1 o n3=4.0sserviamo che uno tra ny e ng vale 1.Effettivamente se n3 # 1 allora n3 = 4
e quindi,siccome tutti i 3-sylow si intersecano banalmente, ci sono 8 elementi di ordine 3.1

restanti elementi possono formare un solo 2-sylow e quindi ny=1.Distinguiamo i vari casi.

« no=1e n3g=1.

Siano P, il 2-sylow di G e Pj il tre sylow di G .Entrambi sono normali, | Py | =4 e |

P; | = 3.Per il teorema numerico si ha immediatamente che:
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G ~Py; X P3

quindi:

GEZ4X2322120G222XZ2XZgEZQEZG.

no=1 e n3=4.

Siano P il 2-sylow di G (normale)e P3 un tre sylow di G. Siccome P5 e P3 si

intersecano banalmente si ha che:

G~DPy ><1¢P3

per un qualche ¢ : P3 — Aut(P3) omomorfismo.Siccome | Py | = 4 abbiamo due

sottocasi:

1. Py ~ 7Z, e quindi G sarebbe isomorfo un prodotto semidiretto tra Z, e Z3 e

quindi abeliano,ma questo ¢ assurdo perche implicherebbe nz=1.

2. Py ~ 74 X 7 allora G sarebbe isomorfo a un prodotto semidiretto
(determinato da un omomorfismo non banale non essendo G abeliano) tra Z,

X Zs e Zs e quindi isomorfo ad A4

no=3 e n3=1

Sia allora Pj il 3-sylow di G (normale) e P; un 2-sylow di G.Siccome P e Pj3 si

intersecano banalmente si ha che:

GﬁPg N'YPZ

per un qualche v : Py — Aut(P3) omomorfismo.Siccome | Py | = 4 abbiamo due

sottocasi:

1. Py ~ 7,4 e quindi G sarebbe un prodotto semidiretto tra Zs e Z,.Siccome G

non ¢ abeliano 'unica possibilita ¢ che G ~ Z3 Xy Z, dove
U: Zy — Aut(Zg)
con
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con \I/([l]4) Zg e Z3, [1]3 — [2]3

2. Py >~ Zy X Zsy. Allora G € isomorfo a un prodotto semidiretto (determinato da
un omomorfismo non banale non essendo G abeliano) tra Zs e (Zy X Zs) €

quindi G ~ Dg.

quindi il teorema é dimostrato. O

Osservazione 14. Si osservi che i gruppi Zi5 e Zs X Zg sono abeliani non isomorfi (il primo
ha un elemento di ordine 12, il secondo no) mentre i gruppi Ay, Dg e Z3 Xy Z4 sono non
abeliani e non isomorfi tra loro. In effetti A, ha 3 elementi di ordine 2, D¢ invece ha 7 elementi
di ordine 2 mentre Z3 Xy Z4 ha 2 elementi di ordine 2. Quindi tutti i gruppi del teorema

anteriore sono non isomorfi.

5.6 Gruppi di ordine 15

Se G é un gruppo di ordine 15 allora G ~ Z5. Infatti 15 =5 - 3 con 3 e 5 primi tali che 3
non divide (5-1) e quindi G ~ Z5.

5.7 Gruppi di ordine 16
Lemma 14. Siano ® e V € Hom(Z4,Aut(Zo X 7o )) non banali, allora:

(Zy X Ziy) X Loy = (Lig X Lig) XNy ZLy.

Dimostrazione. Osserviamo che: Aut(Zy X Zs) = {Id,v1, 72,73, 74,75} dove le 7;,i=1,...,5

sono definite da:

* 71([1]2, [0]2) = ([1]2, [0]2) € 7 ([0]2, [1]2) = ([1]2, [1]2)

* 72([1]2, [0]2) = ([0]2, [1]2) € 72([0]2; [1]2) = ([1]2; [0]2)

* 13([12, [0]2) = ([1]2, [1]2) e v3([0]2, [1]2) = ([0]2, [1]2)
* 7a([1]2, [0]2) = ([0]2, [1]2) € 7a([0]2, [1]2) = ([1]2 [1]2)

 5([1]2, [0]2) = ([1]2, [1]2) € ¥5([0]2; [1]2) = ([1]2; [0]2)

75



CAPITOLO 5. CLASSIFICAZIONE DEI GRUPPI DI ORDINE N < 32

Gli elementi di ordine 2 di Aut(Z, x Zs) sono 71,7, e v3,Deduciamo che gli omomorfismi

non banali da Z4 a Aut(Zy X Zs) sono:
D0 Zy — Aut(Zy X Zs)
[1]a—
con i=1,2,3.Vogliamo dunque dimostrare che:
(Zg X L) X, Ly =Ly X L) Na, Ly = (L X L) Na, Ly
Osserviamo che per ogni x in Z, si ha che:
Dy(2)=y3 0 Py(2) 0 93~
Consegue:
(Zg X L) X, Ly =Ly X ZL3) XNo, Ly
Similmente per ogni x in Z;, si ha che:
Py(2)=71 0 Py(x) 0y~
e quindi
(Zg X L) Xy Ly = (Ly X L3) XNa, Ly
segue l'asserto. O
Lemma 15. C’¢ un solo prodotto semidiretto non banale tra 7, e 7.4

Dimostrazione. Basta osservare che Aut(Zy) >~ Z,. ]

Osservazione 15. Osserviamo che il prodotto semidiretto non banale tra 7y e 2y € Zy X

Z4 dove
f.‘ Z4 — Aut(Z4 )
con

dove f{[ 1] )([1]1)=[3]4

Lemma 16. Aut(Zy X Zo )~ D,
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Dimostrazione. Iniziamo ad osservare che Aut(Z4 X Zs ) ha 8 elementi. In effetti il gene-
ratore ([0]4, [1]2) puo essere mappato, da un isomorfismo ¢ € Aut(Z4 x Z, ), solamente in

([0], [1]2) € ([2]4, [1]2) mentre il generatore ([1]4, [0]2) in ([1]4, [0]2), ([1]4, [1]2).([3]4; [0]2) e

([3]4, [1]2). Inoltre Aut(Z, x Zs ) non ¢ abeliano, ad esempio:

¢1:Z4XZQ—>Z4XZQ
([014, [1]2) — ([0]4, [1]2)
([14, [0]2) — ([1]a, [1]2)

¢2:Z4XZ2—>Z4XZ2
([0, [1]2) = ([2]4, [1]2)
([, [0]2) = (3]s, [0]2)

sono tali che :

(@1 0 2)([1]4, [0]2)=([3]4, [1]2)

(92 © ¢1)([1]4, [0]2)=([2]4, [1]2)

quindi Aut(Z4 X Zs ) non e abeliano. Quindi Aut(Z, X Zs ) ~ Qs V Aut(Zy X Zo ) =~
D, Tuttavia Aut(Z4 X Zs ) non puo essre isomorfo a (Js. Infatti in Q)g ¢’é un solo elemento

di ordine 2 mentre in Aut(Z, X Z, ) gli elementi:

1/}13Z4XZ2—>Z4><Z2
([0]4, [1]2) ¥ ([0]4, [1]2)

([1]4, [0]2) = ([3]4, [1]2)

Yo : Ly X Ly — Ty X Lig
([0, [1]2) = ([2]4; [1]2)

([1]s, [0]2) = ([3]4, [0]2)
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hanno ordine 2. Quindi Aut(Z4 X Zs ) ~ Djy.
[

Lemma 17. A meno di isomorfismo ci sono due soli prodotti semidiretti non banali tra Z, %

Lo e Zo.
Dimostrazione. Sia
[': Dy — Aut(Zy X 7o)
un isomorfismo. L’applicazione
® : Hom(Zs,D4) — Hom(Zo,Aut(Zy X Zs3))
pr—T oo

€ bigettiva.Quindi il numero di omomorfismi non banali tra Z, e Aut(Z, X Zs) coincide
con il numero di omomorfismi non banali tra Zs e D,.Gli elementi di ordine 2 in D, sono
s,r2,s1,572 e sr° . Deduciamo che gli omomorfismi non banali tra Z; e D, sono 1;,2,13,404,15

definiti da:
« ¥1([1]2)=s
» Ya([1]2)=r"
* Y3([1]2)=sr
« Ya([1]2)=sr?
o Y5([1]o)=sr’

e quindi gli omomorfismi non banali tra Zs e Aut(Z4 X Zs) sono ¢;=P(1);) per i=1,...,5.0sserviamo

che fissati i,j in {1, ..., 5} se trovo k in D, tale che:

ki([1]2)k ™ = 4;([1]2)

allora applicando ambo i membri I" si ottiene che esiste o € Aut(Z, x Z,) tale che V x €

Zs:
aodi(x)oat = ¢;(x)
e quindi:
(Zy X ZLg) Xy, Ly = (Ly X L) X, Lo
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Allora essendo:
e rst ! = sr? siha: (Zy X Zy) Xy, Lo == (Zy X L) Xy, Lo
o (r%s)(st®)(r?s) 7! siha (Zy X Zg) Xy, Zo == (Ly X ) X, Lo

o (rs)(st?)(rs)'=sr siha (Zy x Za) Xy, Ly =~ (Zy X L) Xy Lo

quindi:
(Z4 X Zz) N, ZQ ~ (Z4 X ZQ) Nepy ZQ
~ (Z4 X ZQ) N ps ZQ ~ (Z4 X ZQ) N5 Z2

deduciamo che a meno di isomorfismo ci sono n < 2 prodotti semidiretti non banali tra

Ty X 7y € L. Ora siano I'y e I'y in Hom(Zo,Aut(Z4 X 7Zs)) cosi definiti:

[i([1]z)=are Iy([1]2)=5

dove

—
—
=
>
=
[N}
N—
N—
I
~
Mt
N
=
(Y]
S~—
o
—
—
=
>
=
[N}
N—
N—
I

(24, [1]2)

A(([1]4, [0]2)) = ([3]4, [0]2) € B(([0]4, [1]2)) = ([2]4, [1]2)

¢ immediato verificare che (Z4 X Zs) Xr, Zo ha 7 elementi di ordine 2 mentre (Z4 X Zs)

X, Z9 ha 11 elementi di ordine 2,quindi si ha la tesi.

O
Lemma 18. Ci sono 3 prodotti semidiretti non banali tra Zg e Z5 e questi sono non isomorfi.

Dimostrazione. Osserviamo che: Aut(Zg)={Id, ¢1, ¢2, ¢3} dove:

le ¢;, i=1,2,3 hanno ordine 2. Deduciamo che gli omomorfismi non banali da Z, a Aut(Zsg)

sono ¥{,W,, W5 dove:

i ([1)2) = ¢n
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Us([1]2) = ¢2
Us([1]2) = &3
Abbiamo quindi i prodotti semidiretti non banali:
Ly Xy, Lo, g Ny, Ly € Lg Ny, Lo
si mostra facilmente che:

Zs X, Zs2 ha 5 elementi di ordine 2
Zs Xy, Zs ha 3 elementi di ordine 2
ZLg Xy, Ly ha 9 elementi di ordine 2
pertanto non possono essere isomorfi. ]

Lemma 19. Sia G un gruppo non abeliano : | G | = 16 e che contiene almeno due sottogruppi

di ordine 8 abeliani allora | Z(G) | > 4

Dimostrazione. Siano G; e G5 due sottogruppi di G di ordine 8 abeliani.Abbiamo che:
| G1Gy | =64/ G1 NGy |

deduciamo che:
G=GGye|GiNGy | =4

Siaorag € G; NGy e g € G. Mostriamo che gg’ = g’g.Abbiamo che esistono g; € G e g2
€ (G tali che g’=g; g2.Quindi:

g8’ =801 92=01892=01G28=8 &

pertanto G; N G2 < Z(G) e quindi si ha la tesi. [

Teorema 39. Sia G un gruppo : | G| = 16. Allora G é isomorfo ad uno dei gruppi sotto

elencati:
 Zag
o Zg X Ui
o Ly X Ly

Z4XZQ><ZQ
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o Lo X g X Ly X Ui
o Dy X 7y
« (Zg X ZLs) Xa, Ly
o Ly Xy Ly
s Qg X Zy
© (Zy X ZLs) Xr, L2
« Zg Ny, Lo
o Lg Xy, Lo
o Lg Ny, Lo
« Qi
dove Oy,f1'1,01,U, e U3 sono definiti nei lemmi precedenti.

Dimostrazione. Se G ¢ abeliano per il teorema di Frobenius-Stickelberg si ha immediata-

mente che:
GZ1gVG Uy X ZiogNG=2ly X Uy X LigNG2lig X Uiy X lig X ZigNG2ly X Ly
Supponiamo quindi che G non sia abeliano, allora il gruppo quoziente:
G/ Z(G)
non puo essere ciclico. Per il teorema di Lagrange:
| Z(G) | € {1,2,4,8,16}

ma essendo G non abeliano non puo essere | Z(G) | = 16 e similmente se | Z(G) | = 8 il gruppo
G/ Z(G) sarebbe ciclico.Inoltre,essendo G un p-gruppo, non puo capitare che | Z(G) | = 1.Per

tanto
| Z(G) | =4V |20 | =2
Studiamo quindi i due casi separatamente.
1. |Z(G)| =4
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Siccome G / Z(G) non puo essere ciclico si ha che G/ Z(G) ~ Zy X Zy.Siccome Zy X
Z ha esattamente 3 sottogruppi di ordine 2 allora G / Z(G) ha esattamente 3
sottogruppi di ordine 2 e quindi esistono esattamente 3 sottogruppi di G,diciamoli

(GG1,G5 e (G3, di ordine 8 contenenti il centro Z(G).

G1,G5 e G5 soddisfano i seguenti fatti:

i)Se gi € Gi \ Z(G) e g; € G; \ Z(G) allora ¢,9; € G, \ Z(G) con ij.,k € {1,2,3}

distinti

ii) Se g; € G; \ Z(G) e g; € G; \ Z(G) allora ¢;g; # g;g; con i,j € {1, 2, 3} distinti

iii) V ij € {1,2, 3} distinti G; N G, = Z(G)

iv) G1,G4 e G3 sono abeliani.

Dobbiamo distinguere due sottocasi:
(@) Z(G) >~ Zgy X Zs
Allora Z(G) avra la forma:
Z(G):{17a7 /677}
con a,3 e v elementi di G di ordine 2.

Osserviamo che GG1,G3 e G3 non possono essere isomorfi a Zg dato che quest’ulti-
mo non contiene 3 elementi di ordine 2.Quindi si possono presentare solamente le

seguenti possibilita:

a1) G; >~ Zy X Ly X 7o per ogni i=1,2,3
a9) Gy ~ Zy X Uy e Go,(Gg >~ Ly X Ly X Yo
a3) G1,Go >~ 7y X Ty € G3 = Ty X Ty X Zig

ay) G; ~ Zy4 X Zy per ogni i=1,2,3
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Analizziamole separatamente:

a1) Mostriamo che si giunge ad un assurdo. Effettivamente esistono a,b e cin G \

Z(G) di ordine 2 e distinti tali che:

G1={17 a, 67 7, a, ac, aﬁ? CL’)/}

G2:{17 «, ﬁ? Y5 bu bOé, bﬁ? b”}/}

G3={17 «, 57 7, ¢, ca, 657 ny}

e abbiamo che baab=bb=1=baba e quindi ba=ab che ¢é assurdo.

az) Mostriamo che G ~ Dy X Z,.Effettivamente esistono a € G \ Z(G) di ordine 4 e

b,c € G\ Z(G) di ordine 2 tutti distinti tra loro tali che

G1:{17 o = a27/87ry7 a, (13, aﬂa ary = a3ﬁ}

G2={17 a, ﬁa e ba bOé, bﬁv bﬁ)/}

G3:{]—7 «, /67 7, ¢, ca, c/87 CV}

Osserviamo che:

G ~ <a><b> X <ﬁ>

Effettivamente <a><b> ha ordine 8 (e quindi € normali in G) e ha intersezione banale
con <3> (che € normale in G) e quindi si ha quanto scritto sopra.Ora poiche ba € G3

esso ha ordine 2 e quindi baba=1 da cui bab=a? e quindi <a><b> ~ D, e quindi si ha:

G2D4XZ2

ag)Mostriamo che G >~ (Zy X Zs) X g, Z4.0sserviamo che non puo capitare che

esistono a,b in G \ Z(G) distinti di ordine 4 e ¢ in G \ Z(G) di ordine 2 tali che:

G1={17 o = 6L2,6,’}/, a, a3’ aﬁv ary = a3ﬁ}
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GQZ{lva = b275777ba b37b/67b’7 = bBB}
G3={1,a,ﬁ,%c, 0@70670/}/}

Infatti in tal caso si ha che essendo ba € (5, ba ha ordine 2 e pertanto baba=1 da cui
ba=a3b3=a’abb*=ab che ¢ assurdo. Quindi esistono a,b in G \ Z(G) distinti di ordine

4ecin G\ Z(G) di ordine 2 tali che:
G1:{17 a = CLQ,B,”}/, a, CL3, (Iﬁ, ay = 0’36}

Gy={1,a, 3 = b%,7,b, b3, ba, by = b3}

G3:{17 a, ﬁ? 7, ¢, CQ, Cﬁ? CfY}
Osserviamo che:
G~ <7y><C> HAp <b>

per qualche h : <b> — Aut(<y><c>) omomorfismo. Di fatto <y><c> € normale
in G e ha intersezione banale con <b> (che ha ordine 4) e quindi G ~ <y><c> Xy,
<b>. Siccome <y><c> ~ Zy X Zs e <b> ~ Z, si ha che G ¢é isomorfo a un prodotto

semidiretto tra Zs X Zs e 7, ma essi sono tutti isomorfi e quindi possiamo scrivere:
G~ (ZQ X Zg) X @, Z4
a4) Mostriamo che G ~ Zy Xy Z, V G ~ Qg X Z5.Si possono presentare due casi:

i) Esistono a,b e c in G \ Z(G) di ordine 4 distinti tali che:

G1:{17 o = a2>57% a, CL3, aﬂa ay = a3ﬁ}
GQZ{]-?Oé?B = b2777b7 b37ba7b’7}

Gs={1,q, B,7,c...}

per capire come sono fatti i restanti elementi di G'3 dobbiamo capire chi & ¢>.Abbiamo che
ba € G3 \ Z(G) quindi ba ha ordine 4 e siccome in Z, X Z; se x,y hanno ordine 4 allora x*

= y? otteniamo che:
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(ba)? = ¢
allora poiche:
(ba)*ba=(ba)*=a*abb*=~ab
otteniamo
ct#9
allora possiamo assumere senza ledere generalita che ¢? = 3.Pertanto:
Gs={1,a,8 =%, ~,c, 2, ca,cy}
Osserviamo che:
G ~ <a> X, <b>

per qualche omomorfismo q : <b> — Aut(<a>).Effettivamente <a> € normale in G e ha
intersezione banale con <b> e siccome entrambi sono isomorfi a Z, si ha che G ¢é isomorfo
a un prodotto semidiretto tra Z, e Z4 non banale. Ma di prodotto semidiretto tra Z, e Z,4

non banale vi ¢ solo Z, X Z4 e quindi:
G Zy Xy Ly
ii) Esistono a,b e ¢ in G \ Z(G) di ordine 4 distinti tali che:
Gi={l,a =d? B,7,a,a’ aB,ay = a*B}
Go={1,a = f3,7,b,b% b3, by = b*3}
Gs={l,a = B,7,¢,c cB,cy = B}
Osserviamo che:

G ~ <a><b> X <ﬁ>

infatti <a><b> é normale in G (perche ha ordine 8) e <> ¢ normale in G perche ¢ contenuto
nel centro inoltre essi si intersecano banalmente perché I'unico elemento di ordine 2 di
<a><b> ¢ a?=.Ora siccome <a><b> ha un solo elemento di ordine 2 e non ¢ abeliano

I'unica possibilita e che sia isomorfo a Qg e pertanto:
G~ QS X ZQ
(b) Z(G) = Z4
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In tal caso Z(G)=<a> con a € G : o(a)=4.0Osserviamo che nessun G; & isomorfo a Z, X
Zs X 75 perché questultimo non ha elementi di ordine 4 quindi preso i € {1,2,3} G; &

isomorfo a Z, x 7, oppure Zg.Deduciamo i seguenti fatti:

i) Sia g € G; i=1,2,3 allora ¢* € Z(G)

ii) Preso g € G; eh € G con i,j € {1, 2, 3} distinti o([g,h])=2.
Anche adesso abbiamo da analizzare quattro possibilita.

b1) G; ~ Zy X Z4 per ogni i=1,2,3

by) G1 ~Zs e G; ~ 7Ly X Zy4 per i=2,3

b3) G3 >~ Zoy X Ly e G; ~ Zg per i=1,2

by) G; ~ Zsg per ogni i=1,2,3

Studiamo questi casi singolarmente:

b1) Dimostriamo che G ~ (Zy X Zs) X, Zs2

Effettivamente guardando com’é fatto Z, X Z, esistono a,b e ¢ in G \ Z(G) di ordine 2

distinti tali che:
Gy ={l,a,a% a3 a,aa, aa?, ac®}
Gy ={1,a,a? a3, b,ba, ba?, ba’}
Gs={l,a,a% a3, ¢, ca,ca? ca’}
Osserviamo che
G ~ <a><a> Xy <b>

per qualche omomorfismo k : <b> — Aut(<a><a> ).Infatti ordine di <ar><a> é 8 (quindi
¢ normale in G) e si interseca banalmente con <b> (se cosi non fosse ba avrebbe ordine 2 e
questo implicherebbe ab=ba che é assurdo).Ora siccome <a><a> ¢ abeliano di ordine 8 che
non ha elementi di ordine 8 e ha elementi di ordine 4 si deduce che <a><a> é isomorfo a Z,
X Z, e quindi G é isomorfo a un prodotto semidiretto non banale tra Zy X Z,4 e Z5.Siccome

sotto queste ipotesi G ha 7 elementi di ordine 2 deduciamo che:
G~ (Z4 X Zg) X, ZQ
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by) mostriamo che tale caso non si puo verificare.

Effettivamente in tal caso esiste a in G \ Z(G) di ordine 8 e b,c in G \ Z(G) di ordine 2 distinti

tali che:

Gy ={l,a,0% a3, a,aa, aa?, ac®}
Gy ={1,a,a% a?, b, ba, ba?, ba’}
Gz ={1,a,a% a3, ¢, ca,ca? ca’}

Consideriamo l’elemento ba. ba € G3 quindi o ha ordine 2 oppure ha ordine 4.Se avesse
ordine 2 troverei ba=a%ab e cioé a® = [b,a] assurdo perche a% non ha ordine 2.Se invece

o(ba)=4 allora (ba)’ba=a’ab e siccome a* € {a, @} implicherebbe o(x)=2 assurdo.
b3) Mostriamo che G ~ Zg Xy, Zs
Abbiamo che esistono a,b in G \ Z(G) di ordine 8 e ¢ in G \ Z(G) di ordine 2 tali che:
Gy ={l,a,0% a3, a,aa, aa?, ac®}
Gy ={1,a,a% a?, b, ba, ba?, ba’}
Gz ={1,a,a% a3, ¢, ca,ca? ca’}
Osserviamo che:
G ~ <a> X <c>

per qualche omomorfismo j: <c> — Aut(<a>). Effettivamente <a> ha ordine 8 e quindi
¢ normale in G e interseca banalmente <c> che ha ordine 2.Pertanto G ¢ isomorfo a un
prodotto semidiretto non banale tra Zg e Zs e siccome ha solo 3 elementi di ordine 2 si

deduce che:
G~ (Z4 X Zg) Ay ZQ

bs) Mostriamo che si arriva ad un assurdo.Effettivamente in tal caso si troverebbero a,b in

G \ Z(G) distinti di ordine 8 tali che o(ba)=8 e a?’=b?=q.Allora (ba)®ba=c*ab.Se (ba)? =

allora a3 avrebbe ordine 2 che ¢ assurdo se invece (ba)? = a3 troverei « di ordine 2 che &
assurdo.
2)|2G) | =2
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Nel proseguo Z(G)={1, z}.Ora siccome G / Z(G) non puo essere ciclico e ha ordine 8 si

hanno varie possibilita:

1) G/ Z(G) >~ Zy X Zs.

i) G/ Z(G) >~ Zy X Zy X Zsg
iii) G / Z(G) ~ Qg
iv)G/Z(G) ~ D,
analizziamole separatamente:

i) Mostriamo che si giunge ad un assurdo.Siccome Z, X Zs ha esattamente 3 sottogruppi
di ordine 4 (due dei quali contengono un solo sottogruppo di ordine 2 e il restante 3
sottogruppi di ordine 2) deduciamo che G possiede esattamente 3 sottogruppi di ordine 8
contenenti Z(G) e tali che due dei quali contengono esattamente un sottogruppo di ordine
4 contenente Z(G) e il rimanente possiede esattamente 3 sottogruppi di ordine 4
contenenti Z(G),diciamoli (G;, G e (5 rispettivamente. Osserviamo che GG; e GG3 sono
abeliani. Mostriamolo per (G;.Abbiamo che Z(G) < Z(() allora se G; non fosse abeliano
dovrebbe contenere 3 sottogruppi di ordine 4 contenenti Z((G1) e quindi Z(G) ma questo &

assurdo per il lemma 19.

ii) Mostriamo che si arriva ad un assurdo. Sia g € G \ Z(G). Allora gZ(G) # Z(G) e quindi
gZ(G) ha ordine 2.Allora ¢>°Z(G) = Z(G) e quindi g € Z(G).Pertanto g*> = 1 0 ¢°= z.
Osserviamo che se V g € G \ Z(G) g*=1 allora tutti gli elementi di G hanno ordine 2
(chiaramente escluso I’elemento neutro) e quindi G ¢é abeliano,assurdo.Pertanto deve

esistere g in G \ Z(G) tale che g = z e quindi g ha ordine 4.Consideriamo:

<g>={1,9,9°,9°}
abbiamo:

<g> G <g> _
7o < 7 ¢ | Ziey 1 =2

quindi troviamo esattamente 3 sottogruppi di G di ordine 8 contenenti il centro, diciamoli

sempre (G1,G5 e Gg,contenenti <g>.Vale il seguente fatto:
« Sei#j,ge G, \ <g>eheG;\ <g>alloragh € G}, \ <g>conk #1ij
Per il lemma 19 possiamo assumere che GG e GG3 non siano abeliani.Siano allora:
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G2 € Go \Z(G) : gg2 # g &

g3 €G3\ Z(G) : gg3 # 93 &

Ora siccome % ¢ abeliano allora D(G) < Z(G) ma [g,g2] # 1 quindi D(G)=Z(G).Allora

892=23928 € 8G3=2g3g

consegue:

£9293=92938
Quindi,per Lagrange:
C1G1 (g) =G

allora g € Z(G1) e quindi {1, z, g} & contenuto in Z(G1) quindi G; deve essere per forza
abeliano.Ora G; non contiene elementi di ordine 8 (perche non li contiene G) inoltre g €

G : o(g)=4 quindi
Gl ~ Zg X Z4
allora (G, avra la forma:

Gl = {]-7ga92793)917991)92g1a9391} con 0(91) =4.

Osserviamo che se x € G \ Z(G) e y € G \ Z(G) allora xy=zyx.Infatti se cosi non fosse
avrei che xy=yx e quindi Cg, (x) = G da cui | Z(G5) | = 4 assurdo perché G5 & non

abeliano di ordine 8. Allora presise x € G \ Z(G) ey € Gy \ Z(G)

EXY=8ZyX=ZZygX=ygX

quindi y commuta con gx € G; \ Z(G) che aasurdo.

iii) Mostriamo che si arriva ad un assurdo.Effettivamente (s possiede esattamente 3
sottogruppi di ordine 4 ognuno dei quali ha esattamente un sottogruppo di ordine
2.Quindi esistono G1,G5 e G3 sottogruppi di G di ordine 8 contenenti Z(G) che
ammettono esattamente un sottogruppo di ordine 4 contenente Z(G).Allora G1,G5 e G
devono essere abeliani (infatti se (5;,i=1,2,3, non é abeliano allora Z(G;)=2(G) quindi ho

un solo sottogruppo di ordine 4 in G; che lo contiene ma questo ¢ assurdo per com’e fatto

DyeQs)
iv) G/ Z(G) ~ D,
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Per come ¢ fatto D, esistono GG1,G2 e G5 sottogruppi di G di ordine 8 contenenti Z(G) tali
che G; ha un solo sottogruppo di ordine 4 contenente Z(G) mentre G5 e GG3 hanno 3
sottogruppi di ordine 4 contenenti Z(G).Osserviamo che (G; € abeliano e quindi G5 e G5

non possono essere abeliani.Abbiamo allora Z(G)=Z((G3)=Z(G5).Mostriamo ora che:
Z(G) < D(G)
Effettivamente se G5 ~ D, consideriamo:
F:D, — Gy
isomorfismo.Allora essendo r2=srs~r~! si ha:
z=F(r?)=F(srs~'r~1)=aba~'b~! con a = F(s) e b=F(r)
consegue che z € D(G).Similmente se Gy ~ (Jg=<i,j> consideriamo:
M: Qs — G
isomorfismo.Siccome -I=iji !5~ si ha:

z=M(-I)=M(iji 15 Y =cdc td~! con c=M(i) e d=M(j)

consegue che z € D(G).Siccome G / Z(G) € non abeliano I'inclusione e stretta.Ora
osserviamo che s e rs sono elementi di D, che non commutano quindi esistono g, € G5 e

g3 € G5 tali che:

922(G)g3Z(G) # 93Z(G)g2Z(G)

Allora se:
{2(G), 9 Z(G)}=2(G/Z(G))=D(G/Z(G))

si ottiene:

92932(G)=9g3928"Z(G)
e quindi esiste zy € Z(G) tale che

9293=93928 20

quindi g2y € D(G) consegue che g’ € D(G).Pertanto:

{1.9',2,4'2} CD(G)
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Mostriamo che {1, ¢, z, ¢’2} = D(G). Iniziamo ad osservare che {1, ¢, z,¢'z} & un sotto-

gruppo normale di G e quindi ha senso considerare il quoziente:

G/{l,¢, 2,4z}
che ha ordine 4 e quindi ¢ abeliano e allora:
DG) <{l,¢, 2 4%}
consegue:
DG)={L.g, 2 9'2}

Adesso si osservi che D(G) < (5; i=1,2,3, essendo G / G5; di ordine 2 e quindi abeliano ed
inoltre per ognii # j G;G;=G, | G; N G, | = 4 ed essendo D(G) < G; N G, si ha D(G)=G,
N Gj.Proviamo ora che GG ~ Zg.Sappiamo che G; ¢ un gruppo di ordine 8 abeliano che
ha un sottogruppo di ordine 4 contenente Z(G).Siccome Zy X Zg X Zso € tale che ogni
sottogruppo di ordine 2 ¢ contenuto in 3 sottogruppi di ordine 4 troviamo che G; non
puo essere isomorfo a Zy X Zy X Zs.Supponiamo ora per assurdo che Gy ~ Zy X Z».Il
sottogruppo di ordine 4 che contiene Z(G) ¢ D(G) e quindi D(G) non & isomorfo a Z4 e
quindi D(G) >~ Zs X Z,.0Ora siccome (s non possiede sottogruppi di ordine 4 isomorfi a Z
X Zs si ha necessariamente che G, G5 >~ D,.Allora sia g in (G5 di ordine 2.Per ogni ¢; in
(51 il commutatore [¢g1,92] ha ordine 4 che € assurdo.Quindi G'; ~ Zg.Deduciamo che D(G)

~ 7,4 e allora D(G)=<g’> Esistera a in G \ D(G) di ordine 8 tale che:
Gi={1,¢,2,¢%a,..}

Distinguiamo le varie possibilita:

i) Gy, G3 ~ D,. Mostriamo che G ~ Zg Xy, Z,.

Esistono b e ¢ in G \ D(G) di ordine 2 distinti tali che:
Gy={1,¢',2,¢%b,..}
Gs={1,4',2,¢% ¢, ..}

Osserviamo che

G =~ <a> X, <b> per qualche omomorfismo h.

Allora siccome G ha 9 elementi di ordine 2 si ottiene:
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G~ Zg Xy, Zs.
2) Gy >~ D, , G35 ~ (Js. Mostriamo che G ~ Zg Xy, Zs
Esistono b e ¢ in G \ D(G) di ordine 2 e 4 rispettivamente tali che:
Gy={1,¢,2,¢% 0, ..}
Gs={1,¢,2,¢% ¢, ..}

Si osserva che G ~ <a> Xy <b> per qualche omomorfismo h’ e siccome G ha 5 elementi

di ordine 2 si ha che:

G~ Zg Ny, Lo
3) G9, G5 ~ (Jg. Mostriamo che G ~ (D4
Esistono b e ¢ in G \ D(G) di ordine 4 distinti tali che:
Gy={1,¢,2,¢%0b,..}
Gs={1,¢9,2,9% ¢, ..}

si osserva che G = <a,b> con bab~'=a~! e quindi G ~ Q4 ]

5.8 Gruppi di ordine 18

Iniziamo con il seguente:
Lemma 20. Sia p un primo. Allora: (ci sono n copie di Z,,)
Aut(Zy, % ... X L) ~ GL,(Z,)

Dimostrazione. Essendo p un primo Z, ¢ un campo. Allora Z,," := Z,, X ... X Z,, € uno spazio
vettoriale su Z,,. Quindi ha senso considerare Iso(Z,)) cioe I'insieme di tutte le applicazioni
lineari da Z; a Z;, biettive. Iso(Z;) con 'operazione di composizione ¢ un gruppo, mo-
striamo che Iso(Zy) ~ G L,,(Z,). Sia B la base canonica di Z;, con B={ey, ..., €, }, definiamo
I’applicazione:

@ : Iso(Zy) — G Ly (Zy)

f— MBB(f)
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dove Mpp(f) denota come al solito la matrice associata a f rispetto alla base B.Mostriamo
che ® ¢ un isomorfismo di gruppi. Iniziamo ad osservare che ® ¢ ben definita nel senso
che presa f € Iso(Zj)) la matrice Mpp(f) ¢ di fatto invertibile essendo f un isomorfismo.

Inoltre ® ¢ un omomorfismo dato che prese f e g in Iso(Z})) si ha che :

Mpp(f og) = Mps(f)Msps(g)

per mostrare che ¢é biettiva iniziamo a prendere f e g € Iso(Z;) tali che ®(f)=2(g). Allora
Mgpp(f)= Mpp(g) e quindi f(e;)=g(e;) V i=1,...,n da cui f=g.Per mostrare che & suriettiva
prendiamo A = (a;;) € GL,(Z,). Definiamo 'applicazione lineare:
F:Z, — Z,
X
(X1, ey Tp) — A

T
¢ chiaro che F e lineare, invertibile e la matrice associata ad F rispetto a B ¢ A da cui
®(F)=A.Pertanto ® ¢ un isomorfismo di gruppi. Se mostriamo che Aut(Z;) = Iso(Z}) ab-
biamo finito. Effettivamente prendiamo f € Iso(Z;), dobbiamo mostrare che f € Aut(Z)).
Essendo f biettiva si tratta di mostrare che f ¢ un omomorfismo di gruppi cioé che presi x e
y in Z;, si ha che f(x + y)=f(x) + f(y). Ma questo si ha per I'ipotesi di linearita di f. Viceversa
prendiamo g € Aut(Z;) vogliamo mostrare che g € Iso(Z). Essendo g biettiva si tratta di

dimostrare che g ¢ lineare. Effettivamente presi x,y € Z, essendo g un omomorfismo di

gruppi g(x+y)=g(x)+g(y). Inoltre se a € Z, abbiamo g(ax)=ag(x). Infatti se:

a = [al,

si ha che:

g([b1]ps -5 [Onlp) + oo + ([b1]ps ---, [bn]p)= (@ volte)

([e1]ps -y [enlp) + o + ([e1]py - [Cn]p) (@ voOlte)
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[alpg([b1]p, -5 [bn]p)=ag(x)

e quindi ha la tesi. O

Lemma 21. Sia V € Hom( Zy,Aut( Z3 X Zs3)) non banale.Allora:

(Zig X Zig) Xy Ly =~ (L3 X L) A, Lo

con
N([1])(y)=(%-y)
oppure:
(Z3 X ZL3) Xy Ly ~ (Lig X Z3) Ny Loy
con

Yo ([1]2)(x%y)=(-%,-y)

e i gruppi (Zs x Zs) Xy, L, (L3 X Zs3) N, Ly non sono isomorfi perché il primo ha 3 elementi

di ordine 2, il secondo 9 elementi di ordine 2.

Dimostrazione. Iniziamo a determinare | Hom( Zy,Aut( Z3 x Zs3)) | .Sia:
v : GLy(Zs) —> Aut( Zs x Zs)
un isomorfismo.Definiamo 'applicazione:
¢ : Hom(Zo,Aut( G Lo(Z3))) — Hom( Zo,Aut( Zs X Zs3))
f—vyof
® é bigettiva. Quindi:
| Hom( Zo,Aut( Z3 X Z3)) | = | Hom(Zz,Aut( GLy(7Z3))) |

Ora siccome in G Ly(Z3) ci sono 12 elementi di ordine 2, diciamoli A;,As,...,A12, ci sono

12 omomorfismi non banali da Zs a G Lo (Zs3) ,che sono ¥1,..., W15 dove:
U,([1]2)=4; i=1,...,12
Ora, se ,in generale, B & una matrice in G Ly(Z3) di ordine 2 allora:
B?%=1
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consegue che:
B*-1=0

allora detto mp(t) il polinomio minimo di B si ha che:

mp(t) | (t-1)(t+1)
quindi

mp(t)=t-1 V mp(t)=t+1 V mp(t)=(t-1)(t+1)
pertanto B ¢ diagonalizzabile.Inoltre:
0=det(B%-I)=det(B-I)det(B~+])
quindi si hanno 3 casi:
o det(B-I)=0 e det(B+I) # 0

in tal caso B ha solo 'autovalore -1 con molteplicita 2 e quindi B é simile alla

matrice -I:=D;
o det(B-I) # 0 e det(B+I)=0

in tal caso B ha solo 'autovalore 1 con molteplicita 2 e quindi B ¢ simile alla matrice

L.Questo implica che B=Lassurdo.
o det(B-I)=det(B+I)=0

In tal caso gli autovalori di B sono 1 e -1.Quindi B ¢é simile alla matrice che ha nella
diagonale rispettivamente [1]3 e [—1]3 e altrove [0]3,0oppure & simile alla matrice che
ha nella diagonale rispettivamente [—1]3 e [1]5 e altrove [0];.Tuttavia queste due

matrice sono simili.

Se allora :

si ha che B ¢ simile a D; oppure B ¢ simile a Dy
Quindi per ognii € {1, ..., 12} esiste P, € GLy(Z3)) tale che:
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P7'A;P, =Dy VvV PTYAP, = D,

A meno di cambiare il nome alle matrici possiamo assumere che le prime k > 1 matrici A4;

siano simili a D; cioé che:
Vi=1,..k P"'A;P, = D,
e quindi:
Vi=k+1,..,12 P, A, Py = D,

Consideriamo allora gli omomorfismi non banali da Z; a Aut( Zs x Z3) che sono ¢; =

O(V;) j=1...,12.Abbiamo che:
A i=1,...,k ")/(PlilAZPl) Z’}/(Dl)

Y j=k+1,..,12 7(P; L A; P;)=v(D>)

cioe:
Vi=1..k Y(F;) " y(A)y(F;) =v(D1)
V j=k 1,12 () Ty (Ay)y(Py) =v(D2)
Se ora:
Di=Wai([1]2) € Da=War([1]2)
otteniamo:
Vi=l..k y(P) Ty (W([12))7(P) =v(Par([1]2))

V jeke 1,12 7 (Py) Ty (U5 ([1]2)) 7 (F)) =7 (Paa([1]2)

e cioe:

Vi=l..kv(5) " ¢i([L2)v(B) =par([1]2)
V j=k 1,12 y(P) 71 ([12)7(F;) =¢a2([1]2)
quindi V i1is € {1, ..., k}
(Zs % Zs) %9, T = (L x L) %, T
eV jijs € {k+1,...,12)
(Zs % Zs) %9, T~ (Ls x L) g, T
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Quindi il numero di prodotti semidiretti a meno di isomorfismo tra Zs X Zs e Zo & <

2.Tuttavia gli omomorfismi:
N([1)&y)=(x-y) , (xy) € Zs X Zs3
Y2([12)xy)=(x-y) , (xy) € Zs X Zs
inducono i prodotti semidiretti:

(Ziz x Z3) X, Zy che ha 3 elementi di ordine 2

(Zg x Z3) X, Zs che ha 9 elementi di ordine 2

e quindi non sono isomorfi.Segue I’asserto. []
Lemma 22. Sia ¢ : Zy — Aut(Zg) un omomorfismo non banale. Allora:
Zg X Z2 ~ Dg

Dimostrazione. Osserviamo che Aut(Zg) ~ Zg. Quindi siccome Zg ha un solo elemento di
ordine 2 si ha che c’¢ un solo prodotto semidiretto non banale tra Zg e Z5 e siccome Dg ~

<r> Xy, <s> per qualche omomorfismo h:<s> — Aut(<r>) deduciamo I’asserto. []

Teorema 40. Sia G un gruppo : | G| = 18. Allora: G~ Zys NV G~7Z¢ X ZzN G~ Dy \V G
~ (L X L) Xy Ly NV G S3 X Lz dove p([1])(x,y)=(-x,-y)V (x,y) € L3 X L3

Dimostrazione. Osserviamo che 18=2-32.Abbiamo che 3 k € N tale che n3=1+3k.Ma nj
| 2 quindi n3=1.Similmente 3 k € N tale che ny=1+2k. Siccome n, deduciamo che n,
€ {1, 3,9} Distinguiamo quindi i vari casi.Sia H il sottogruppo normale di G di ordine

9.Abbiamo:

. n2:1

allora sia K il sottogruppo normale di G di ordine 2.Siccome si interseca banalmente

con H si deduce che:

G~H x K

e quindi:
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G~ Zg X Ly >~ s
oppure:
G273 X 2y X Ly =73 X L
Nn9=9
Allora G ha 9 elementi di ordine 2.Sia y € G di ordine 2,allora:
G~ H %y <y>

per qualche omomorfismo h : <y> — Aut(H).Quindi se H ~ Zgy alloa G ¢ isomorfo
a un prodotto semidiretto non banale tra Zg e Z- e quindi per il lemma anteriore si

deduce che:
G~ Dg

se invece H e isomorfo a Z3 x Zg3 allora G é isomorfo a un prodotto semidiretto non
banale tra Zs x Zs3 e Zs.Siccome ha 9 elementi di ordine 2 per il lemma 21

deduciamo che:
G~ (Zz X Zg) X g Lo
dove:
P([1]2)(xy)=(x-y) V (x.y) € Zs X Zs
n9y=3
Allora G ha 3 elementi di ordine 2.Preso y in G di ordine 2:
G~ H xyj <y>

per qualche omomorfismo k : <y> — Aut(H).Ossserviamo che H non puo essere
isomorfo a Zg altrimenti G sarebbe isomorfo a Dy ma questo ¢ assurdo perché Dy
non ha 3 elementi di ordine 2.Quindi H ~ Z3 x Z3 e pertanto G ¢ isomorfo a un
prodotto semidiretto tra Z3 X Zg e Zy.Siccome G ha 3 elementi di ordine 2

deduciamo dal lemma 21 che:
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G~ (Zg X Zg) N Lo
dove:

P([1])xy)=(x-y) V (xy) € Zs X Z3

Quindi , in definitiva, se G ¢ un gruppo di ordine 18 allora G >~ Z13 V G ~ Zg X Z3 V G =~
Dy N G~ (Zs x Z3) Xy Lo N G 2 (L3 X L) Xy Zip.0ra S3 X Zs3 € un gruppo di ordine 18
che puo essere isomorfo solo a (Zs x Zs3) X, Zy avendo S3 X Zj 3 elementi di ordine 2 e

quindi si ha la tesi. [

Osservazione 16. Osserviamo che Zig e Zg X Zs3 sono gruppi abeliani non isomorfi. Infatti
il primo ha un elemento di ordine 18, il secondo no. Inoltre i gruppi Do , S3 X Z3 e (L3 X Zs3)
X4 Lo sono non abeliani non isomorfi. Infatti Dy e (Z3 X Zs3) X4 Zs non sono isomorfi a S3
X Zs percheé i primi due hanno 9 elementi di ordine 2 mentre il terzo solamente 3. Infine Dy
e (Zs X Z3) Ay Lo non sono isomorfi perché Dy possiede un elemento di ordine 9 mentre (Zs

X Z3) Xy Ly no. Quindi i gruppi del teorema anteriore sono tutti non isomorfi.

5.9 Gruppi di ordine 20
Lemma 23. Aut(Zs)=<a> dove:
« L — L
[1]s — [2]5
Dimostrazione. Basta osservare che Aut(Zs) ~ Z4 e « ha ordine 4 in Aut(Zs) O]

Lemma 24. A meno di isomorfismo ci sono due prodotti semidiretti non banali tra Z5 e 74

che sono:
Z5 >4¢1 Z4 €Z5 >4¢2 Z4
dove

d1([1]1)=cv e Po([1]4)=0

Dimostrazione. Gli omomorfismi non banali da Z, a Aut(Zs) sono ¢1,¢, € ¢3 definiti:
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¢1([1]4)=
Pa([1]4)=0®
P3([1]4)=0®

Consideriamo I'isomorfismo:
t:72, — 7,
[1]s — [3]4
allora vediamo che ¢3=¢; o f, consegue:
Lis Xy, Ly = Lis Xy, Ly

con un calcolo diretto si mostra che Zs x4, Z4 ha 3 elementi di ordine 2 mentre Zs X4, Zy4

ha 5 elementi di ordine 2 e quindi si ha la tesi. O
Lemma 25. A meno di isomorfismo, c’é un solo prodotto semidiretto tra Zs e Zy X Zo

Dimostrazione. Gli omomorfismi non banali da Zy X Zs a Aut(Zs) sono 11,105 e 13 definiti

da:
1([0]2,[1]2)=1d € ¢ ([1]2,[0]2)=c®
Un([0]2,[1]2)=0® e ¥2([1]2,[0]2)=Id
Us([0]2,[1]2)=0* e ¥3([1]2,[0]2)=0”

considerando gli isomorfismi:

f:ZQ XZ2—>Z2 XZQ
([1]2,[0]2) = ([0]2.[1]2)
([0]2,[1]2) = ([1]2,[0]2)

g:ZQ X Ly — Ly X Zig
([1]2,[0]2) ¥ ([1]2,[1]2)
([0]2,[1]2) — ([0]2,[1]2)
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si nota che
Yo=thy of
Ys=thp 08
consegue:
L My, (g X Lig) = L Ny (Lig X Zig) = Lis Ay (Liy X L)
e quindi si ha la tesi. O

Teorema 41. Sia G un gruppo : | G| = 20, allora G~ Zyy N G~ Zyg X Lo N G~ ZLs Ny, Ly

VG Zs Ny, Ly N G2 Ls Xy, (Lo X Ls) dove ¢1,p2 €1y sono definiti nei lemmi anteriori.

Dimostrazione. Osserviamo che 20=5-22. Abbiamo che ns=1 e ny € {1,5}.Sia N I'unico

sottogruppo normale di G di ordine 5 abbiamo 2 possibilita:

. n2:1

allora detto H 1'unico sottogruppo normale di G di ordine 4 si ha immediatamente

che:
G~NxH
e quindi:
G 75 X Ly = Lo
oppure
G~ 75 X Ly X Ly >~ Zing X Zin
e Ny=5

sia H un 2-sylow di G.Allora:

G~Nx,H

per qualche omomorfismo a : H — Aut(N).Deduciamo che se H ~ 7Z, allora G ¢

isomorfo a un prodotto semidiretto non banale tra Z; e Z, e quindi, dal lemma 24:
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GZZ5 Ny Z4\/GZZ5 >4¢QZ4

se invece H é isomorfo a Zs X Z, allora G ¢ isomorfo a un prodotto semidiretto non
banale tra Zs e Zy X Zs,tuttavia questi sono tutti tra loro isomorfi per il lemma 25 e

quindi possiamo dire che:
G~ Z5 ANapy (ZQ X Zg)

e quindi si ha la tesi O

Osservazione 17. Osserviamo che Zoy e Z1o X 7o sono gruppi abeliani non isomorfi (perché
(2,10)# 1) mentre i gruppi Zs Xy, Ly, Ls Ny, Ly e Ls Xy, (Lg X Zs) sono gruppi abeliani
non isomorfi. Infatti il primo ha 5 elementi di ordine 2, il secondo 3 elementi di ordine 2 mentre

Pultimo ne ha 11.Quindi i gruppi del teorema anteriore sono tutti non isomorfi.

5.10 Gruppi di ordine 21

Teorema 42. Sia G un gruppo : | G| = 21. Allora:
G~ Zgl V G~ Z7 D) Zg

dove ¢([1])([1]7) = [2]7

Dimostrazione. Osserviamo che 21=3 - 7 quindi deduciamo che n;=1ens € {1, 7}.Denotiamo

con N il sottogruppo normale di ordine 7 di G, distinguiamo due casi:

1. ng=1. Allora detto H il sottogruppo normale di G di ordine 3 si ha dal teorema

numerico che:
GKxH~7Z; >~ 75 >~ Loy
2. n3=7. Allora detto H un sottogruppo di G di ordine 3 si ha che:
G~Kx,H
per qualche omomorfismo 7 : H — Aut(K).Da cui:

GZZ'y N&Zg
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per qualche omomorfismo non banale & : Zs — Aut(Z). Mostriamo ora che tutti i
prodotti semidiretti non banali da Z; a Z3 sono isomorfi. Iniziamo ad osservare che

gli omomorfismi non banali da Z3 a Aut(Z7) sono due. Infatti sia:
F:Z¢ — Aut(Z;)
un isomorfismo. Allora la mappa:
® : Hom(Z3,Z¢) — Hom(Z3,Aut(Zr))
fr—Fof

¢ una biezione. Osserviamo che gli omomorfismi non banali da Z3 a Zg sono 2,

precisamente:
hjL : Zg — ZG

con h([1]3)=[2]s e h([1]3)=[4]¢ quindi gli omomorfismi non banali da Zs a Aut(Z;)
sono ®(h) e ®(h). Ora siccome:

h=hog

dove:

deduciamo che:
d(h) = P(h)o g

e quindi tutti i semidiretti non banali da Z; a Z3 sono isomorfi.Siccome Z; X¢ Z3
con ¢([1]3)([1]7) = [2]7¢ un prodotto semidiretto non banale si ha la tesi

]

Osservazione 18. [ gruppi che compaiono nel teorema anteriore sono non isomorfi. Infatti

Z91 € abeliano mentre Z, XNg Zs non é abeliano.
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5.11 Gruppi di ordine 24

Lemma 26. (Lemma NC) Sia G un gruppo e H < G. Allora:

1. Ca(H) < N(H)

N (H)
? Cq(H)

~ K con K < Aut(H)

Dimostrazione. Definiamo I’applicazione:

¢: No(H) — Aut(H)
X — ¢(x)

dove ¢(x)(h) = xhz~! V h € H.Iniziamo a vedere che ¢ ¢ un omomorfismo. Chiaramente ¢ &

ben definita.Per vedere che ¢ un omomorfismo siano x e y € Ng(H) e h € H, dimostriamo

che ¢(xy)(h) =( 6(x) o ¢(y) )(h). Effettivamente:
(%) © ¢(y) )(h) = p(x)(yhy')=xyh(xy) " = ¢(xy)(h).
Ora dimostriamo che Ker¢ = C;(H). Effettivamente:
x € Ker¢p <= xhz~'=shVheH <= xh=hxVheH < x € Cg(H)

pertanto il primo punto & dimostrato.Adesso, per il primo teorema di isomorfismo si ha

che:

No(H) Ng(H) _
Cq(H) Kerg ~ ¢(Ng(H)) < Aut(H)

e quindi si ha la tesi.

Lemma 27. Sia G un gruppo e a,b € G di ordine finito : ab=ba e (o(a),0(b))=1 Allora:

o(ab)=o0(a)o(b)
Dimostrazione. Iniziamo ad osservare che

(ab)(@°(b) = go(a)o(v) po(@)of®) —( go(@))o(b) (pob) jola) 1

ora sia k un naturale tale che (ab)¥=1, dimostriamo che k > o(a)o(b). Siccome (o(a),0(b))=1
si ha che m.c.m(o(a),o(b))=0(a)o(b). Quindi se mostriamo che k & un multiplo di o(a) e di

o(b) avremmo finito. Effettivamente:
(ab)f=1 — (ab)k*®=1 — gk =1 — o(a) | ko(b) — o(a) | k
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similmente:
(ab)F=1 — (ab)k(@=1 — p°(@)=1 — o(b) | ko(a) — o(b) | k

e quindi la tesi.

[
Lemma 28. Sia G un gruppo finito e p un primo : p | | G|. Detto P un p-sylow di G si ha che:
Ng(P) = No(Na(P))

Dimostrazione. Sappiamo che Ng(P) < Ng(Ng(P)). Dimostriamo che Ng(Ng(P)) <
N¢(P).Sia quindi x € Ng(Ng(P)), dimostriamo che P* = P.Abbiamo:

P* < Ng(P)*= Na(P)

Quindi P* & un p-sylow di Ng(P), cosi come P, e quindi, siccome tutti i p-sylow sono

coniugati, esiste y € Ng(P) tale che
P*=PY=P

e quindi la tesi [
Lemma 29. Sia G un gruppo : | G| = 24, nz=4 e ny=3. Allora:
G~ S4

Dimostrazione. Iniziamo ad osservare che, essendo n3=4 e 1n5=3,G non possiede elementi

di ordine 6. Sia ora A := Syl3(G) = {Hy, ..., H4}. G agisce su A tramite la mappa:

(I):G—>SA
gr— P(g)

dove ®(g)(H;)=g 'H,g i=1,...,4. Essendo S, ~ S; se mostriamo che ® & un isomorfismo
abbiamo concluso. Essendo ¢ un omomorfismo é sufficiente mostrare che ¢ é biettiva.
Inoltre siccome dominio e codominio sono insiemi finiti della stessa cardinalita é sufficiente
far vedere che ® é iniettiva. Sia P un 3-sylow di G. Osserviamo che se g € Ker® allora P =

g 'Pg e quindi g € Ng(P). Consegue che:
Ker® < Ng(P) — |Ker®| | |[Ng(P)|
ma dal secondo teorema di Sylow:
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24

4=n3(G) =[G: Ng(P)] = TNa(P) |

da cui:
[Na(P)| = 6.
ma allora
|Ker®| € {1,2,3,6}

Ora |Ng(P)| = 6 quindi Ng(P) ~ S3 quindi Ng(P) non ha sottogruppi normali di or-
dine 2. Pertanto non pud accadere che |[Ker®| = 2. Supponiamo ora per assurdo che
|Ker®| = 6 , allora Ker® = Ng(P). Quindi essendo Ker® normale in G si avrebbe G
= Ng(Ker®)=Ng(Ng(P)). Ma dal lemma anteriore Ng(Ng(P)) = Ng(P) e quindi si
avrebbe G = Ng(P) assurdo.Infine se per assurdo |Ker®| = 3 allora per il lemma NC si

avrebbe:

G _ Ng(Ker®)
Co(Ker®) Cg(Kerd) —

dove K < Aut(Ker® ) ~ Aut(Zs) ~ Z,. Di conseguenza se K ¢ il sottogruppo banale allora
Cg(Ker®)=G e quindi esiste x in C (K er®) di ordine 2 (per il lemma di Cauchy), se invece
K ha ordine 2 allora C(Ker®) ha ordine 12 e sempre per il lemma di Cauchy esiste un
elemento in C(Kerd®) di ordine 2. Quindi esiste y € C(Kerd®) di ordine 2. Ma allora
preso z € Ker® di ordine 3 si ha : o(zy)=6 (infatti z e y commutano , hanno entrambi ordine
finito con ordini coprimi) e quindi esiste un elemento in G di ordine 6, assurdo.Pertanto

|Ker®| = 1 e si ha la tesi. O
Lemma 30. Aut((Qg) ~ Sy

Dimostrazione. Basta osservare che Aut(()s) ha 24 elementi, n3=4 e ny=3 (ad esempio si

puo usare GAP per verificarlo) [

Lemma 31. A meno di isomorfismi c¢’é un unico prodotto semidiretto non banale tra Qs e Z3

Dimostrazione. Un omomorfismo non banale tra Z3 e Aut( (Jg) € completamente determi-
nato dove mappa [1]3. L’immagine deve avere ordine 3. Ora in Aut( ()g) ci sono esattamente
8 elementi di ordine 3 (perche in S ci sono 8 elementi di ordine 3) quindi ci sono 8 prodotti

semidiretti non banali tra (g e Z3 , consideriamone due distinti, Qs Xy, Z3 e Qs Xy, Zs,
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mostriamo che Qg Xy, Zs >~ Qs Xy, Zs. Siccome tutti gli elementi di ordine 3 in .S sono

coniugati Uy ([1]3) e ¥o([1]5) sono coniugati cioé esiste v in Aut(Q)g) tale che:
ao U ([1l]s) a™t = Ty([1]3)
deduciamo che :

Qs XNy, Ly~ Qs Xy, L3

e cioe la tesi ]

Osservazione 19. Si osservi che un prodotto semidiretto non banale tra Zs e (Qs € dato da

Qs X, Zz dove y1([1]3)(i)=j e 11 ([1]3)(G)=k

Lemma 32. A meno di isomorfismi c’é un unico prodotto semidiretto non banale tra Zo X

ZQ XZQ EZ?,

Dimostrazione. Un omomorfismo non banale tra Zs e Aut(Zs X Zy X Z2) € completamente
determinato dove mappa [1]3. L’immagine deve avere ordine 3. Ora in Aut(Zy X Zg X Zs) ci
sono esattamente 56 elementi di ordine 3 (perché in G L3(Zs) ci sono 56 elementi di ordine
3) quindi ci sono 56 prodotti semidiretti non banali tra Z, X Zy X Zy e Zs, consideriamone
due distinti,(Zo X Zg X Zg) Xy, Zs € (Zo X Lo X Zig) N, L3, mostriamo che (Zy X Zg X 7o)
Xy, Lz~ (Lo X Lo X Z3) Xy, Z3. Siccome tutti gli elementi di ordine 3 in G L3(Z2) sono

coniugati Uy ([1]3) e ¥5([1]3) sono coniugati cioé esiste v in Aut(Zs X Zy X Zs) tale che:
aoWy([ls) a™h = Wy([1s)
deduciamo che :
(Zg X Ly X Zg) Xy, Lz >~ (Lo X Ly X Z3) Xw, L3

e cioe la tesi N

Osservazione 20. Si osservi che un prodotto semidiretto non banale tra 7o X Zio X 7.y € 25 € da-
to da (Lo X Ly X L) X, Ly dove y2([1]2, [0]2, [0]2)=([0]2, [1]2, [0]2), 72([0]2, [1]2, [0]2) =([0]2, [0]2, [1]2)
e Y2([0]2, [0]2, [1]2)=([1]2, [0]2, [0]2)

Osservazione 21. Osserviamo che Aut(Z3) ={Id, ¢} dove ¢1([1]3) = [2]3

Lemma 33. C’¢ un solo prodotto semidiretto non banale tra Zs3 e Zg. Questo € Zs M., Zg

dove y3([1]s)=¢1
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Dimostrazione. Basta osservare che I'unico omomorfismo non banale da Zg a Aut(Z3) e

proprio 3. []

Lemma 34. A meno di isomorfismo ci sono due prodotti semidiretti non banali tra Z3 e 7y

X Lo
Dimostrazione. Osserviamo che gli omomorfismi non banali da Z, x Z, a Aut(Z3) sono:
f1: 2y X Lo —> Aut(Zs)
([1s, [0]2) — Id
([0]4, [1]2) — ¢
fo: Zy X Loy —> Aut(Zs3)
([ts, [0]2) — ¢n
([0], [1]2) —1d
f3: 7y X Lo —> Aut(Zs)
([, [0]2) — ¢
(014, [1]2) — ¢
Ora poiche fs = f; o g dove g é I'isomorfismo:
g: Ly X Ly — Ly X Ly
([1s, [0]2) = ([0]4; [1]2)

([01a; [1]2) == ([14; [0]2)

si ha che:
Ly Xp, (Lg X Lg) = L Ny, ( Ly X Zs)
mentre
Lz Mg, (Zy X Z3) non ¢ isomorfo a Zz X ¢, (Zs X Zs)
dato che il primo ha 7 elementi di ordine 2 il secondo 5 [

Lemma 35. A meno di isomorfismi c’é¢ un solo prodotto semidiretto non banale tra Zs3 e Z5

X Lo X Zo.
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Dimostrazione. 1 prodotti semidiretti non banali tra Zs e Zy X Zy X Zg sono Zg X, (Zg X

Zy X L) i=1,...7 dove:

hy: Ty X Ty X Ty — Aut(Zs)
([1]2, [0]2, [0]2) — 1d
([0]2, [1]2, [0]2) — 1d
([0]2, [0]2, [1]2) — ¢

hy : Zy X Ly X Ly — Aut(Zs)
([1]2, [0]2, [0]2) — 1d
([02, [1]2, [0]2) =— ¢
([0]2, [0]2, [1]2) — 1d

hy : Ly X Ty X Ly — Aut(Zs)
([1]2, [0]2, [0]2) =— 1d
([0]2, [1]2, [0]2) — ¢
([0]2, [0]2, [1]2) — ¢

ha: Ty X Ty X Ty — Aut(Zs)
([1]2, [0]2, [0]2) — ¢
([02, [1]2, [0]2) — 1d
([0]2, [0]2, [1]2) = 1d

hs : Ty X Ty X Ty — Aut(Zs)
([1]2, [0]2, [0]2) — ¢
([0]2, [1]2, [0]2) — 1d
([0]2, [0]2, [1]2) =— ¢

he : Ly X Ly X Ly — Aut(Zs)
([1]2, [0]2, [0]2) — ¢
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([0]2, [1]2, [0]2) — ¢
([0]2, [0z, [1]2) — Id
hr: Zig X Ly X Ty — Aut(Zs3)
([1]2, [0]2, [0]2) — ¢
([0]2, [1]2, [0]2) — ¢
([0]2; [0]2, [1]2) — ¢
Ora, ¢ immediato vedere che:
Lz Xp, (g X Lig X Lig) = Lz Mpy (Lo X Ly X L) = Lig X, (Zg X Ly X L)
e che:
Lz Apy (g X Lig X Lig) 2 Lz Npy (Lo X Ly X Lig) = Lig Npg (Lig X Ly X L)
mostriamo che:
Lz Ap, (g X Lig X Lig) = Lz Mpy (Lo X Zig X Zig)
e che:
Lz Apg (g X Lig X Lig) = Lz X, (Lig X Zig X Zig)
Effettivamente V x € Zy X Zy X Zs si ha che:

¢1 0 hi(x) o g1 = hg(B(x))

dove:
BTy % Ly X Loy — Ty X Ly X Loy

([1]2, [0]2, [0]2) = ([1]2; [0]2, [0]2)

([0]2, [1]2, [0]2) = ([0]2; [1]2, [1]2)

([02, [0]2, [1]2) = ([0]2; [0]2, [1]2)
che & un isomorfismo. Quindi

g py (Zy X Ly X Tig) ~ Log Xy (Zy X Ly X Iy)

Similmente V x € Z, x Z X Zj si ha che:
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¢1 0 he(z) o ¢1 = hr(Bi(x))

dove:

b1 Zg X Dig X Ty — Loy X Loy X Zin
([1)2, [0]2, [0]2) = ([1]2, [0]2, [0]2)
([0]2, [1]2, [0]2) = ([0]2, [1]2; [0]2)

([0]2, [0z, [t]2) — ([0]2, [z, [1]2)

che € un isomorfismo. Quindi

Zg Nhe (ZQ X ZQ X ZQ) ’l’Zg >4h7 (ZQ X ZQ X Zg)

e quindi si ha la tesi.

O

Lemma 36. A meno di isomorfismo c’é¢ un solo prodotto semididretto non banale tra Z e ()s.

Dimostrazione. 1 prodotti semidiretti non banali tra Zz e (Jg sono Z3z x,, (g i=1,2,3 dove:

g1 : Qs — Aut(Z3)
i—1d
j—

g2+ Qs — Aut(Z3)
i— ¢
j—1d

g3+ Qs — Aut(Z3)
i— ¢
j— ¢

Ovviamente Zj X, Qg ~ Z3 X4, (Jg. Per vedere che:

L Hgy Qs ~ Zs N gy Qs

é sufficiente osservare che V x € Qg:
¢1 0 ga(x) © 1 = g3(Ba(w))
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dove (3, é I'isomorfismo:
Ba: Qs — Qs
i—i
j—k
e quindi si ha la tesi. [
Lemma 37. A meno di isomorfismi ci sono due prodotti semidiretti non banali tra Zs e D,.

Dimostrazione. 1 prodotti semidiretti non banali tra Zs e D, sono dati da Z3 x;, D, 1=1,2,3

dove:

li: Dy — Aut(Zs)
r—Id
S ¢

ly: Dy — Aut(Zs)
I— ¢
s—1d

l3: Dy — Aut(Zs)
r— ¢
S ¢y

Ora. chiaramente:
Z3 Xy, Dy~ 73 %y, Dy
mentre
Zs3 X, Dy non ¢ isomorfo a Zg X, Dy

perche Zs x;, D4 ha 11 elementi di ordine 2 mentre Z3 x;, D, ha 9 elementi di ordine 2.

Quindi si ha la tesi. O

Lemma 38. C’¢ un unico prodotto semidiretto tra Zg e Zs, ed € quello banale

112



5.11. GRUPPI DI ORDINE 24

Dimostrazione. Consideriamo un prodotto semidiretto tra Zg e Z3 diciamo Zg X4 Zs3. ¢ ¢
un omomorfismo da Z3 a Aut(Zsg). Ora ¢ € 'omomorfismo banale se mappa [1]3 nell’identita

di Zsg. Effettivamente:

o(0([1]5)) | 3 — o(@([1]a))=1 V o(@([1]s))=3

ma Aut( Zs) ha 4 elementi quindi non puo esistere in Aut(Zsg) un elemento di ordine 3. Quin-
di o(¢([1]3))=1 da cui ¢([1]3)=Id e quindi ¢ & 'omomorfismo banale. Conseguentemente il

prodotto semidiretto Zg X, Z3 ¢ banale.

Lemma 39. C’¢ un unico prodotto semidiretto tra Z4 X Zs e Zs, ed é quello banale.

Dimostrazione. Consideriamo un prodotto semidiretto tra Z, X Zs e Zs diciamo (Z4 X Zs)
Xy Zg. 1 € un omomorfismo da Zg a Aut(Z4 X Zs ). Ora 1) ¢ 'omomorfismo banale se

mappa [1]; nell'identita di Z, x Z, . Effettivamente:

o ([1]s)) |3 = o(([1]s))=1 V o(4([1]3))=3

ma Aut( Z4 X Zy ) ha 8 elementi quindi non puo esistere in Aut(Z, X Z, ) un elemento
di ordine 3. Quindi o(¢)([1]3))=1 da cui ([1]3)=Id e quindi ¢ &€ 'omomorfismo banale.

Conseguentemente il prodotto semidiretto (Z4 x Zsg) X, Z3 ¢ banale. O
Lemma 40. Aut(D,) ha 8 elementi

Dimostrazione. Un isomorfismo ¢ da D, a D, é completamente determinato dove mappa
i generatori r ed s. Ora o(¢(r)) = 4 quindi, siccome in D, ci sono 2 elementi di ordine 4,
abbiamo solo due scelte per ¢(r). Similmente o(¢(s)) = 2 quindi, siccome in D, ci sono 5
elementi di ordine 2, abbiamo 5 scelte per ¢(s). Deduciamo che , al massimo, ci sono 10
elementi in Aut(D,). Ora consideriamo gli automorfismi interni di Dy, Inn(D,). Adesso:

Dy

707 ~ Inn(Dy)
ma
a5 =1
Z(Dy) 2
allora, siccome Dy non puo essere ciclico:
Z(Da)
D,
Z(Dy) ~ T X Lo
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quindi Inn(D,) ha 4 elementi e tutti questi elementi (eccetto I’elemento neutro) hanno or-

dine 2. Dal fatto che ha 4 elementi deduciamo che (essendo un sottogruppo di Aut(D,))

| Aut(D) | € {4.8}.
Tuttavia non puo avere ordine 4 altrimenti:
Aut(D,) = Inn(D,)

e quindi tutti gli elementi di Aut(D,) hanno ordine 2, ma questo ¢ falso. Ad esempio

I'isomorfismo:
f:D,— D,
r—r
S — ST
ha ordine 4. Quindi si ha la tesi O]
Lemma 41. C’¢ un unico prodotto semidiretto tra D, e Z3, ed é quello banale.

Dimostrazione. Consideriamo un prodotto semidiretto tra Dy e Zj diciamo Dy . Zs.
7 € un omomorfismo da Zj a Aut(D,). Ora v & 'omomorfismo banale se mappa [1];

nell’identita di D, . Effettivamente:

o(y([1]s)) |3 = o(¥([1]5))=1 V o(y([1]3))=3

ma Aut(D,) ha 8 elementi quindi non puo esistere in Aut(D, ) un elemento di ordine 3.
Quindi o(y([1]3))=1 da cui ¥([1]3)=Id e quindi y & 'omomorfismo banale. Conseguente-

mente il prodotto semidiretto Dy ., Z3 ¢ banale. [
Teorema 43. Sia G un gruppo : |G| = 24. Allora G é isomorfo ad uno dei gruppi sotto elencati.

® Z24

ZgXZ4XZQ

ZgXZQXZQXZQ

« Lz X Qs
o Zg X Dy
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o Lo XZQXZQ)X]A/Q Zg

® QS >4'yl ZS

°Z3>4 Zg

3
o Ly Xp (Ly X L)
o L3 Ay, (Z4 X Zs3)
o Lz Ap, (La X Ly X L)

o Ls X g Qs
* ZS >qll -D4

. Zg Aiq D4

dove v1,72,73,f1,f3,h1,91,l1 € l3 sono definiti nei lemmi e nelle osservazioni precedenti

Dimostrazione. Osserviamo che 24=3 - 23. Quindi ns € {1,4} e ny € {1, 3}. Distinguiamo
g

1 vari casi.

« ny=n3=1 .Allora detto H il sottogruppo normale di G di ordine 3 e K il sottogruppo
normale di G di ordine 8, si ha, per il teorema numerico, che G ~ H x K. Dal teorema

di classificazione per i gruppi di ordine 8 deduciamo che:

GZ’ZgXZgZZQ;l\/GEZgX(Z4XZQ)\/GZZ3X(ZQXZQXZQ)\/GEZ:g
XQgVGZZgXD4

« ny=1,n3=4. Allora detto H il sottogruppo normale di G di ordine 8 e K un sottogruppo
di G di ordine 3 si ha, per il teorema di riconoscimento per i prodotti semidiretti, che
G ~ H %, Z3 per qualche a : Z3 — Aut(H) omomorfismo. Quindi se :

1. H ~ Zg per il lemma 38 G ~ Zg X Zg
2. H~ 74 X Zy per il lemma 39 G ~ (Zy X Zs) X Zs
3. H~ 7y X Zy X Zs per il lemma 32 e l'osservazione 20 G ~ ( Zy X Zs X Z»)

Moya L
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4. H >~ (g per il lemma 31 e I'osservazione 19 G ~ (Jg X, Z3
5. H~ D4 perillemma 41 G ~ Dy X Zs.

» n9=3,n3=1. Allora detto H il sottogruppo normale di G di ordine 3 e K un sottogrup-
po di G di ordine 8 si ha che G ~ Z3 x; K per qualche omomorfismo b : K —
Aut(Zs3).Quindi se:

1. K~ Zg perillemma 33 G ~ Z3 ., Zg

2. K2Z4 X ZQperillemma?AG:Zg X (Z4 X ZQ)\/GEZg AN fa (Z4 X ZQ)
3. K~7Zy X Zy X Zsg per il lemma 35 G >~ Zs Xp, (Zo X Zy X 7o)

4. K~ Qg perillemma 36 G >~ Z3 x4 Qs

5. K~ D, perillemma 37 G >~ Zs x;, Dy V G~ Z3 X, Dy

« n3 =4,ny = 3. Allora per il lemma 29 G ~ S,;.

5.12 Gruppi di ordine 27

Siccome 27 = 3 con 3 primo si deduce che se G ¢ un gruppo di ordine 27 allora G ¢ isomorfo

ad uno dei seguenti gruppi:
Ligz, Lg X L, Lz X L3 X Zi3,Heis(Zs3),Ds3

e si osservi che tali gruppi sono tutti non isomorfi per quanto detto nell’osservazione 12

5.13 Gruppi di ordine 28

Lemma 42. C’¢ un solo prodotto semidiretto non banale tra Z.; e 7,4

Dimostrazione. Basta osservare che un omomorfismo non banale da Z, a Aut(Z;) € com-
pletamente determinato da dove mappa [1]4. Siccome 'ordine dell’immagine di [1]4 deve
dividere 4 I'unica possibilita ¢ che 'immagine abbia ordine 2 (non puo avere ordine 4 per-
ché in Aut(Z7) non ci sono elementi di ordine 4), ma in Aut(Z;) c’é solo un elemento di

ordine 2 (perché ¢ isomorfo a Zg) O
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Osservazione 22. Si osservi che il prodotto semidiretto non banale tra Z; e 2y € Zg Xy, Zy

dove k([1]4)([1]7)=[6]7
Lemma 43. Tutti i prodotti semidiretti non banali tra Z; e Zy X 7o sono isomorfi.

Dimostrazione. Sia 7y : Zg — Aut(Z7) un isomorfismo. Allora I'applicazione:

F: HOl’l’l(Zg X ZQ,Z@) — HOI’I’I(ZQ X Zg,Aut(Z7))
f—vyof

¢ una biezione. Osserviamo che gli omomorfismi non banali da Z, x Z, a Zg sono dati da:

b1 1 Ly X Ly — Zig
([1]2, [0]2) — [0]6
([0]2, [1]2) — [3]e
byt Ty X Ty — Zig
([1]2, [0]2) — [3le
([0]2, [1]2) — [0]6
b3 : Ly X Ly —> g
([1]2, [0]2) — [3]e
([0]2, [1]2) — [3le

quindi gli omomorfismi non banali da Zy x Zs a Aut(Z;) sono : F(¢;) per i=1,2,3 Allora

essendo:
Pa=¢10g
g!Z2 X Ly — g X o
([1]2, [0]2) — ([0]2, [1]2)
([02, [1]2) = ([1]2, [0]2)
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¢3=¢3 0 h

con

h:7Zy9 X Zoy — 7o X Zo
([]2; [0]2) — ([1]2, [0]2)
([0]2, [1]2) ¥ ([1]2, [1]2)

otteniamo che:

F(¢2)=F(¢1) o g
F(¢3)=F(¢2) o h

con g,h isomorfismi, e quindi si ha:
Ly XNF(¢1) (Zg x Z3) ~ 7 X F(¢) (Zg x Zo) ~ 7 X F(¢3) (Zy x 7o)

e quindi si ha la tesi O
Teorema 44. Sia G un gruppo : | G| = 28. Allora:

GZg X g X ZigN G2l X Ly N G2 D1y NV G=Zq Xy, ZLy.
dove k é definito nell’osservazione 22

Dimostrazione. Osserviamo che 28=27 - 7. Deduciamo che n; = 1 mentre ny € {1,7}. Sia

K il sottogruppo normale di G di ordine 7. Distinguiamo due casi:

1. ny=1. Allora detto H il sottogruppo normale di G di ordine 4 si ha dal teorema

numerico che:
G~KxH
quindi:
G2l X g X Dig N G =2 Ly X Ly
2. ny=7. Sia allora H un sottogruppo di G di ordine 4. Allora:

G~Kx,H
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per qualche omomorfismo v : H — Aut(K).Quindi se H ¢ isomorfo a Z, allora
G~ Z7 A Z4

se invece H ¢é isomorfo a Zy X Z allora H € isomorfo a un prodotto semidiretto
non banale tra Z; e Zy X Z, , ma questi ultimi sono tutti isomorfi quindi possiamo

scrivere:
G~ Z7 Ny (Zz X ZQ)

per qualche omomorfismo non banale q : Zy X Zy — Aut(Z7)

Quindi se G € un gruppo di ordine 28 allora G ~ Z7 X Zg X Zo N G~ Z7 X Zy N G ~ Z7
Mg (Lo X L) N G = Lz My, Zy. Adesso Dy4 € un gruppo di ordine 28 non abeliano con 15
elementi di ordine 2. Siccome Z+ X, Z4 non ha 15 elementi di ordine 2 deduciamo che D4

~ 77 Xy (Zy X Zs3) e quindi si ha la tesi. O

5.14 Gruppi di ordine 30

Teorema 45. Sia G un gruppo di ordine 30. Allora:
GZZ30\/G2D15\/GZZ5 X Sg\/GﬁZg X D5

Dimostrazione. Osserviamo che 30 = 2 - 3 - 5. Allorang € {1,10} e n5 € {1,6}. Ora non
puo capitare che n3=10 e n5=6. Infatti altrimenti ci sarebbero 20 elementi di ordine 3 e 24
elementi di ordine 5 contro l'ipotesi che G ha 30 elementi.Quindi se H & un 3-sylow e K un
5-sylow uno dei due € normale in G e quindi possiamo supporre che HK sia un sottogruppo
di G. Osserviamo che | HK | = 15 e, avendo indice 2 in G, HK < G. Quindi esiste N < G : |
N | = 15. Sia ora W un 2-sylow di G.Abbiamo che:

G>~Nxyg W
per qualche omomorfismo ¥ : W — Aut(N).Allora:
G~ Zns X Lo
per qualche omomorfismo ¢ : Zy; — Aut(Z;5).Adesso:
Aut(Zy5) >~ Aut(Zs x Zs) ~ Aut(Zs) X Aut(Zs) >~ Zy X Zy
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Adesso in Zy X Z4 ci sono 3 elementi di ordine 2 quindi G puo essere isomorfo al massimo
a quattro prodotti semidiretti tra Z5 e Z,. Ora siccome i gruppi Zsg , D15 , Zs X Ss, Zg %
Dj sono tutti non isomorfi (il primo € abeliano mentre i restanti tre non sono abeliani. Per
vedere che i restanti 3 non sono isomorfi possiamo contare gli elementi di ordine 2. D;5 ha
15 elementi di ordine 2, Z5 x S5 ha 3 elementi di ordine 2 mentre Z3 X D5 ha 5 elementi

di ordine 2 ) si ha la tesi. [
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