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Introduzione

Lo spazio C[0,1] di tutte le funzioni continue da I=[0,1] in R su cui definiamo
la norma: || f|| = sup{|f(z)| : + € I} ¢ uno dei pit importanti spazi di funzioni
dell’analisi. Sappiamo inoltre che ogni funzione derivabile in un punto x € continua
in quel punto. In questa tesi, invece, ci proponiamo di dimostrare ’esistenza di
una funzione continua f : I — R che non ¢ differenziabile in alcun punto. La
dimostrazione di questo teorema avviene per passi e si utilizzano principalmente:
I'insieme A,, C C[0, 1] delle funzioni f per le quali vale che: 3z, € [0,1 — %] tale

f(@oth)—f(wo)
I

che < m,Vh € (0,2), il fatto che ogni funzione f € C0,1] che sia

differenziabile in un punto appartiene a qualche A,, per un m abbastanza grande
e il Teorema di Baire sugli spazi metrici completi.

La tesi e strutturata nel seguente modo. Nel primo capitolo vengono richiamati i
concetti di base degli spazi topologici e metrici, in particolare la nozione di spazio
metrico completo. Nel secondo capitolo si introducono gli spazi di funzioni e in
particolare lo spazio di funzioni C[0,1]. Il terzo capitolo ¢ dedicato all’enunciato
e alla dimostrazione del Teorema di Baire. Infine nel quarto capitolo mostreremo
I'esistenza di funzioni continue non differenziabili in alcun punto.



Capitolo 1

Richiami

1.1 Spazi topologici

Definizione 1 Una topololgia su un insieme X e una famiglia 7 di sottoin-
siemi di X che soddisfano le seguenti proprieta:

H0eT, XeT,
ii) I'intersezione finita di elementi di 7 appartiene a 7T;
iii)l'unione di una qualsiasi famiglia di elementi di 7 appartiene a 7.

L’insieme X con la suddetta famiglia 7 viene detto spazio topologico.
Gli elementi U € T sono detti aperti di X.

Definizione 2 Sia X uno spazio topologico. Un punto p € X e detto
punto di accumulazione di un sottoinsieme A di X se e solo se ogni aperto GG
contenente p contiene un punto di A diverso da p cioe

se G ¢ un aperto e p € G, allora (G\{p})NA#£0D

Definizione 3 Sia X uno spazio topologico. Un sottoinsieme A di X ¢ un
insieme chiuso se e solo se il suo complementare A ¢ aperto.

Segue che l'intersezione qualunque di chiusi € un chiuso e questo giustifica la
seguente definizione:

Definizione 4 Sia A un sottoinsieme di uno spazio topologico X. La chiusura
di A, indicata da A, e I'intersezione di tutti i soprainsiemi chiusi di A. In altre
parole, se {F; : i € I} ¢ la classe di tutti i sottoinsiemi chiusi di X contenenti A,
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allora

Definizione 5 Sia (X, 7) uno spazio topologico. Una classe B di sottoinsie-
mi aperti di X, ossia B C 7, € una base per la topologia 7 se e solo se

i) ogni insieme aperto G € 7 ¢ 'unione di elementi di B.

Equivalentemente, B C 7 e una base per 7 se e solo se

ii) per ogni punto p appartenente a un insieme aperto GG, esiste un B € B con
p€ BCG.

Definizione 6 Un ricoprimento di un sottoinsieme .S di un insieme X ¢ una
famiglia di sottoinsiemi {U; | j € J} di X tale che S C |J,.; U;. Il ricoprimento &
detto finito se l'insieme di indici J ¢ finito.

Definizione 7 Siano {U; | j € J} e {Vi | k € K} due ricoprimenti di
un sottoinsieme S di X. Diremo che {U; | j € J} ¢ un sottoricoprimento di
{Vi | k € K} se per ogni j € J esiste k € K tale che U; = V.

Definizione 8 Siano X uno spazio topologico e S un sottoinsieme di X;
diremo che un ricoprimento {U; | j € J} di S & aperto se U; € un sottoinsieme
aperto di X per ogni j € J.

Definizione 9 Un sottoinsieme S di uno spazio topologico X si dice compatto
se ogni ricoprimento aperto di S ammette un sottoricoprimento finito.

N.B. Per il teorema di Heine-Borel, ogni in tervallo chiuso e limitato [a,b]
sulla retta reale & compatto. In particolare I = [0, 1] & compatto.

Definizione 10 Siano 7 e 7 *due topologie. Una funzione f da X in Y
e continua rispettivamente a 7 e 7%, se e solo se I'immagine inversa di ogni
sottoinsieme aperto di Y ¢ un sottoinsieme aperto di X, vale a dire, se e solo
se
HeT” implica  f'(H)eT

In particolare abbiamo che:
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Proposizione 11 Una funzione f : X — Y ¢ continua se e solo se I'immagine
inversa di ogni elemento di una base B per Y e un sottoinsieme aperto di X.

Dimostrazione.
Sia H un sottoinsieme aperto di Y; allora H = U; B;, dove B; sono elementi della
base B. Ma

FHH) = fFHUB) = Ui fH(By)
e ogni f~1(B;) ¢ aperto per ipotesi; quindi f~'(H) & I'unione di insiemi aperti ed
e quindi un aperto. Quindi f & continua.

O

1.2 Spazi metrici

Definizione 12 Sia X un insieme non vuoto. Una funzione a valori reali d
definita su X x X, cioe sulle coppie ordinate costituite da elementi di X, e detta
metrica o funzione distanza su X se e solo se, presi comunque a, b, ¢ € X |, soddisfa
1 seguenti assiomi:

0 e d(a,a) =0 (positivita).
d(b,a) (Simmetria).
iii) d(a,c) < d(a,b) + d(b, ¢) (Disuguaglianza triangolare).

Uno spazio metrico ¢ quindi una coppia (X, d).

Definizione 13 Supponiamo che d sia una metrica su un insieme X. La
distanza tra un punto p € X e un sottoinsieme non vuoto A di X & denotata e
definita da

d(p, A) =inf{d(p,a) :a € A}

La distanza tra due sottoinsiemi non vuoti A e B di X e denotata e definita da
d(A, B) =inf{d(a,b): a € A,b € B}
Il diametro di un sottoinsieme non vuoto A di X e denotato e definito da
d(A) = sup{d(a,d’) : a,a’ € A}

In particolare se il diametro di A ¢ finito, cioe d(A) < oo, allora A & limitato.
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Definizione 14 Sia d una metrica su un insieme X. Per ogni punto p € X e
ogni numero reale § > 0 denotiamo con S(p,d) I'insieme dei punti che distano da
p meno di ¢

S(p,6) = {z : d(p,z) < 4}

Diciamo che S(p, d) € una sfera aperta di centro p e raggio 6.

Definizione 15 Ogni spazio metrico (X, d) € uno spazio topologico. Gli
aperti sono le sfere aperte in X. La topologia indotta dalla metrica d verra denotata
da 7.

Definizione 16 Sia V uno spazio vettoriale lineare reale. Una funzione che
assegna a ogni vettore v € V' il numero reale ||v|| ¢ detta norma su V se e solo de
sono soddisfatti i seguenti assiomi per ogni v,w € V e per ogni k € R:

i) |||l = 0 e |jv|| =0 se e solo se v = 0.
i) o+ wll < o] + [lw].
iii) |[kvl] = [Kl[v]].

Uno spazio lineare V' dotato di una norma e detto spazio normato. Il numero
reale ||v]| & detto norma del vettore v.

1.3 Spazi metrici completi

Definizione 17 Una successione, indicata mediante la notazione
(ay,as,...) (a, :n € N) 0 (an)

¢ una funzione avente come dominio N = {1,2,3, ...} e come codominio uno spazio
metrico, cioe una successione assegna un punto a, a ogni intero positivo n &
N. L’immagine a, di n € N e detta I'n-esimo termine della successione. Una
successione (s, : n € N) ¢ detta limitata se 'insieme delle immagini {s, : n € N}
e un insieme limitato.

Definizione 18 La successione (aq, ag, ...) di numeri reali converge a b € R, o
equivalentemente il numero reale b ¢ il limite della successione (a,, : n € N), fatto
che si indica con

lim a, = b

n—oo

se per ogni € > ( esiste un intero positivo nq tale che

n > ng implica la, —b] <€
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Definizione 19 Si consideri una successione (ai,as,as,...). Se (i,) ¢ una
successione di interi positivi tali che 7; < 75 < ..., allora

(i), iy, Qig,y o)

¢ detta una sottosuccessione di (a, : n € N).

Definizione 20 Sia X uno spazio metrico. Una successione (ay, ag,...) in X
e una successione di Cauchy se e solo se, per ogni € > (

dng € N tale che n,m > ng = d(ap, a,) < ¢

Definizione 21 Uno spazio metrico (X, d) & completo se ogni successione di
Cauchy (a,) in X converge ad un punto p € X.

Definizione 22 Una successione di insiemi Aj, As, .... € detta nidificata se
A DAy D ..

Proposizione 23 Sia (a1, as,...) una successione in uno spazio metrico X e
sia
Al = {al, asg, }, A2 = {CLQ, as, }, A3 = {Cbg, Qy, },

Allora (a,) € una successione di Cauchy se e solo se i diametri degli A,, tendono a
zero, cioe lim,,_, d(A,) = 0.

Dimostrazione.
Supponiamo che (a,) sia una successione di Cauchy. Sia € > 0. Allora

dng € N tale che n,m > ng = d(a,, a,) <&

Percio, n > ny = d(4,) < ¢ e quindi lim,_, d(4,) = 0.
D’altra parte, supponiamo lim,, .., d(A,) = 0. Sia € > 0. Allora

dnp € N tale che d(Ap,+1) <€

Quindi n,m > ny = an,am € Apngy1 = d(an,am) < € e quindi (a,) ¢ una
successione di Cauchy.

O
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Teorema 24 [ seguenti asserti sono equivalenti:
i) X ¢ uno spazio metrico completo.
ii) Ogni successione nidificata di insiemi chiusi non vuoti il cui diametro tende a
zero ha intersezione non vuota.
Dimostrazione.
i) = ii) :
Siano A; D Ay D ... sottoinsiemi chiusi non vuoti di X tali che lim,, . d(A,) =0
vogliamo dimostrare che N,A, # 0. Dato che ogni A; & non vuoto, possiamo
scegliere una successione

(ay,as, ...) tale che a1 € Ay, a0 € Ay, ...

Vogliamo dimostrare che (a,) ¢ una successione di Cauchy. Sia ¢ > 0. Dato che
lim,, .o d(A,) =0
dng € N tale che d(Ap,) <€

Ma gli A; sono nidificati; quindi
n,m >ng = Ap, Apn C Apy = d(an, ay,) < €

Percio (a,) ¢ di Cauchy.
Ora X & completo e quindi (a,) converge, per esempio, a p € X. Vogliamo
dimostrare che p € N, A,. Supponiamo il contrario, cioe

JdkeN  taleche p¢ Ay

Dato che A; e un insieme chiuso, la distanza tra p e A, non & zero, per esempio

d(p, Ax) = 0 > 0. Allora Ay e la sfera aperta S = S(p, %5) sono disgiunti. Quindi

n>k:>an€Ak:>an§ZS(p,%6)
Cio e impossibile dato che a,, — p. In altre parole, p € N, A, e quindi N, A, non
¢ vuoto.
i) = i)
Sia (a1, as, ...) una successione di Cauchy in X. Vogliamo dimostrare che (a,) ¢
convergente. Sia

Al = {Cll,az, ...},AQ = {ag,ag, },

cioe Ay, = {a, : n > k}. Allora Ay D A D .. e per la proposizione 23,
lim,, o d(A,) = 0. Inoltre dato che d(A) = d(A), dove A ¢ la chiusura di A,

Ay D Ay D ... & una successione di insiemi chiusi non vuoti i cui diametri tendono
a zero. Quindi per ipotesi, N, A,, # 0; per esempio p € N, A,. Vogliamo dimostrare
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che la successione di Cauchy (a,) converge a p.
Sia € > 0. Dato che lim,_,,, d(A) =0,

dng €N tale che d(Ap,) <€

e quindi n > ng = an,p € Ap, = d(an,p) < €
In altre parole, (a,) converge a p.



Capitolo 2

Spazi di funzioni

2.1 Spazi di funzioni

Definizione 25 Siano X e Y insiemi qualsiasi, e sia F(X,Y) la collezione
di tutte le funzioni da X a Y. Qualsiasi sottocollezione di F(X,Y) dotata di
topologia 7 e detta spazio di funzioni .

Definizione 26 Sia (fi, fo, ...) una successione di funzioni da un insieme qual-
siasi X in uno spazio topologico Y. La successione (f,) si dice che converge
puntualmente a una funzione g : X — Y se, per ogni zg € X,

(f1(x0), fa(xo), ...) converge a g(xo), cioe 71113010 fn(zo) = g(x0)

In particolare se Y & uno spazio metrico, allora (f,,) converge puntualmente a g se
e solo se, per ogni €g e ogni zg € X,

Ing = ng(xg,e) € N taleche  n>ny=d(f.(x0),9(x0)) < e

Definizione 27 Sia (fi, fo, ...) una successione di funzioni da un insieme qual-
siasi X in uno spazio metrico (Y,d). Si dice che (f,) converge uniformemente a
una funzione g : X — Y se, per ogni € > 0,

dng =ne(e) € N taleche  n>ny=d(f.(z),g(x)) <e,VreX

Proposizione 28 Sia (fi, fs,...) una successione di funzioni continue da uno
spazio topologico X in uno spazio metrico Y. Se (f,) converge uniformemente a
g: X — Y, allora g ¢ continua.
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Dimostrazione.
Sia zg € X e sia e > 0. Allora g e continua in xy se esiste un insieme aperto
G C X contenente zq tale che

reG=dg(z), f(z)) <e

Ora (f,,) converge uniformemente a g e quindi

1
dn e N  tale che d(fm(z),g(x)) < gE,Vx €eX

Quindi per la disuguaglianza triangolare,

d(g(x), g(x0)) < d(g(x), fin(x)) + d(fn(x), fin(20)) + d(frm(20), 9(20))

< (2, Flwo)) + 3¢

Dato che f,, € continua, esiste un insieme aperto G C X contenente xy tale che

r € G =d(fm(x), fm(zo)) < %5 equindi 2z € G=d(g(x),g(x)) <e¢

Percio g e continua.
O

Supponiamo che B(X,Y’) denoti la collezione di tutte le funzioni limitate da
un insieme qualsiasi X in uno spazio metrico (Y,d) e sia e la metrica su B(X,Y)
definita da

e(f; ) = sup{d(f(2), 9(z)) : v € X}

Questa metrica ha la seguente proprieta:

Teorema 29 Sia (fi, fo,...) una successione di funzioni in B(X,Y") . Allora i
seguenti asserti sono equivalenti:

i) (fn) converge a g € B(X,Y) rispetto alla metrica e
ii)(f,) converge uniformemente a g.

Dimostrazione.

i) = ii): Sia € > 0. Dato che (f,) converge a g rispetto a e,

dng € N tale che n>ng=e(fn,g9) <e

11
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Percio,
n>ng = d(fu(z), g9(x)) < sup{d(fu(z),9(x)) 1 v € X} =e(fn,g) <&,V e X

cioe (f,) converge uniformemente a g.
ii) = i): Sia € > 0. Dato che (f,,) converge uniformemente a g,

dng e N taleche  n>nyg=d(f.(z),g9(z)) < %,‘v’x eX
Percio, n > ng = sup{d(fn(z),9(z)) ;v € X} <5 <e¢
cioe, n > ng implica e(f,,g) < €, e quindi (f,) converge a g rispetto a e.
0]

Per il teorema 29 | la topologia su B(X,Y") indotta dalla metrica precedente &
detta topologia della convergenza uniforme .

2.2 Lo spazio di funzioni CJ[0,1]

Consideriamo lo spazio vettoriale C[0,1] di tutte le funzioni continue da I = [0,1]
in R e definiamo in questo spazio una norma come segue:

IfIl = sup{[f(z)] -z € X}

Dato che I = [0,1] & compatto, ogni f € C[0,1] & uniformemente continua,
quindi vale la seguente:

Proposizione 30 Sia f :[0,1] — R una funzione continua. Allora per ogni
e>0

36 =0(z) >0 tale che |zg — 21| <8 = |f(x0) — f(z1)] < €

Dimostrazione.
Sia € > 0. Dato che f e continua, per ogni p € I,

1
36, >0  tale che |z —p| <0, = |f(z)— f(p)| < € (2.1)
Per ogni p € I, sia S, = IN(p—16,,p+16,). Allora {S, : p € I'} & un ricoprimento
aperto di / e dato che I ¢ compatto, anche un numero finito di .S, ricopre /. Per
esempio I = S5, U...US,, . Sia
1

0= §mz’n(5pl, Op,)

12
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Supponiamo |z—y| < . Alloraz € S, per qualche k, e quindi |z —py| < %5” < Oy,
e

1 1 1
’y_pk| =< |y—x‘ + |$—pk‘ < 5+§5Pk < 551% +§5pk- = 51%
Quindi per la (2.1), |f(x) — f(pr)] < %g e lf(y) = f(pr)] < %g

Per la disuguaglianza triangolare si ha allora

1

£0) = FO)I < (@) = £ +17(0w) — F0)] < 52+ 52 ==

Ecco una conseguenza della Proposizione 30:

Teorema 31 CJ[0,1] ¢ uno spazio vettoriale normato completo.

Dimostrazione.

Sia (f1, fa, ...) una successione di Cauchy in C[0,1]. Allora per ogni zg € I, (fn(x0))
¢ una successione di Cauchy in R, infatti: sia 2o € I e sia € > 0, dato che (f,,) &
di Cauchy, dng € N tale che

m,n > ng = ||fo — fmll = sup{|fu(z) — fu(z)| :x €1} <¢

= | fu(w0) — frm(z0)| <.

Dato che R & completo (f,(z¢)) & convergente. Definiamo g : I — R ponen-
do g(x) = lim, .o fu(z). Allora (f,) converge uniformemente a g. Ma, per la
Proposizione 28, g ¢ continua, cioe g € C'[0, 1]; quindi C[0,1] & completo.

O

13



Capitolo 3

Teorema di Baire

Definizione 32 Un sottoinsieme A di uno spazio topologico X ¢ denso in X
se e solose A = X.

Definizione 33 Sia A un sottoinsieme di uno spazio topologico X. Un punto
p € A e detto un punto interno di A se p appartiene a un insieme aperto G
contenuto in A:
peGCA dove G & aperto

L’insieme dei punti interni di A, denotato da int(A), & detto interno di A.

Definizione 34 Un sottoinsieme A di uno spazio topologico X e detto ovunque

non denso in X se I'interno della chiusura di A & vuoto, cioe int(A) =0 .

Definizione 35 Uno spazio topologico X ¢ detto di prima categoria se X e
I'unione finita o numerabile di sottoinsiemi di X ovunque non densi. Altrimenti
X e detto di seconda categoria .

Lemma 36 Sia N un sottoinsieme ovunque non denso di X, allora N¢ & den-
so in X.

Dimostrazione: Supponiamo che N¢ non sia denso in X, cioé Ip € X e un insieme
aperto G tali che
ped e GNNe=10

Allorap € G C N e quindi p € int(N). Ma cio ¢ impossibile dato che N & ovunque
non denso in X, cioe int(N) = . Percio N¢ & denso in X.

O
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Lemma 37 Sia GG un sottoinsieme di uno spazio metrico X e sia N ovun-
que non denso in X, allora esiste un p € X e un § > 0 tali che S(p,0) C G e
S(p,0)NN=10.

Dimostrazione: Sia H = GN N¢. Allora H C G e HNN = (. Inoltre H
non ¢ vuoto dato che G ¢ aperto e N¢ ¢ denso in X; per esempio, p € H. Ma
H & aperto dato che G' e N¢ sono aperti; quindi 30 > 0 tale che S(p,d) C G e
S(p,d)NN =1.

O

Teorema di Baire 38 Ogni spazio metrico completo X ¢ di seconda cate-
goria.

Dimostrazione: Sia m C X e sia M di prima categoria. Vogliamo dimostrare
che M # X, cioe che Jp € X tale che p ¢ M . Dato che M & di prima categoria,
M = Ny U Ny U ... dove ogni N; e ovunque non denso in X.
Dato che N; ¢ ovunque non denso in X, Ja; € X e 6; > 0 tali che S(ay, d1)NNy = 0.
Sia g1 = 01/2. Allora

S<a1,€1) N N1 = (Z)

Ora S(ay,e1) € aperto e Ny € ovunque non denso in X, quindi
day, € X e 09 >0 tali che

S(ag,ég) C S(a1,51> C S<a1,61> € S(CLQ,(SQ) N N2 = Q)
Sia E9 = 52/2 < 61/2 = (51/4 Allora

S(a2,€2) - S(a1,€1) e S(CLQ,&TQ) NNy = @

Continuando in questo modo otteniamo una successione nidificata di insiemi chiusi

S(a1,€1) D) S(a2,62) D) S(a3,63) Do

tale che, per ognin € N |, S(an,e,) NN, =0 e e, < 061/2"
Quindi, lim,, . &, < lim,, ., 0;/2" = 0 per cui

JpeX tale che p €N, S(an, )

Inoltre, per ognin € N , p ¢ N, e quindi p ¢ M.

15



Capitolo 4

Funzioni continue non
differenziabili in alcun punto

Teorema 39 Esiste una funzione continua f : [0,1] — R che non ¢ differen-
ziabile in alcun punto.

Dimostrazione.

Passol. Sia m un intero positivo qualsiasi e sia A,, C C]0, 1] I'insieme costituito
da quelle funzioni f per le quali vale che

‘f(%‘i‘h)—f(xo)
h

1
<m,Vh € (0,—)

1
dzy € [0,1 — —] tale che
m

m

Allora A, ¢ un sottoinsieme chiuso di C[0, 1].

Sia g € A,,. Vogliamo dimostrare che g € A,,, cioe A,, = A,,. Dato che g € 4,,

esiste una successione (fi, fo,...) in A,, che converge a g. Ora per ogni f;, esiste

un punto z; tale che

filzi +h) — fix:)
h

1 1
z; € 10,1 ——] <m,Vh € (0, E> (4.1)

m

Ma (z,) & una successione in un insieme compatto [0,1 — L] e quindi ha una
sottosuccessione (z;,) che converge per esempio a o € [0,1 — =].
Ora f, — g implica f; — ¢ e quindi passando al limite nella (4.1), si ottiene

h m

Quindi g € A,, e A, e chiuso.



CAPITOLO 4. FUNZIONI CONTINUE NON DIFFERENZIABILI IN ALCUN
PUNTO

Passo2. Le spezzate sono dense in C[0,1].
f € uniformemente continua su [0,1] e quindi
1
Inp €N taleche  |a—b] < — = |f(a) — f(b)| < % (4.2)
No

Si consideri il seguente sottoinsieme di I x R:

1 ke
A:{<xay>:‘r:_7y:_

-~ i dove i=0,..n0k € Z}

Si determini p; = (3, y;) € A in modo che y; < f(x;) <y + 5.

Allora | f(z;) — g(x:)| = | f(7s) —wi| < £ e perla (4.2), |f(2:) — f(zit1)] < 5
Si osservi che
9(2:) — g(@it1)]
< g(xi) = fla)l + (i) = flxir)[ + | f(@ir1) — g(2is)]
e € 3

cEyE e
5 5 5 5

Dato che g ¢ lineare tra x; e x;,1,

3¢
v <z <z = |g(xi) — 9(2)| < g() — g(wiq1)| < 5

Ora per ogni punto z € I, dzy, tale che x; < 2z < xpyq. Quindi

1f(z) = 9(2)]|
< |f(2) = flzu)l + [f(@e) — g(@i)| + |g(zr) — g(2)]
e & 3
< g + 5 + E =c

Ma z era un punto qualsiasi in I; quindi ||f — g|| < e.

Passo3. A,, ¢ ovunque non denso in CJ0,1].

A,, & ovunque non denso in C[0,1] se e solo se int(A,,) = int(A4,) = . Sia
S = S(f,d) una sfera aperta qualsiasi in C[0,1]. Vogliamo dimostrare che S con-
tiene un punto che non appertiene ad A,, e quindi int(4,,) = 0. Per il Passo 2,
esiste una spezzata p € C[0,1] tale che || f —p|| < 36. Sia g una funzione dentella-
ta con grandezza minore di %5 e pendenza abbastanza grande. Allora la funzione

h = p + g appartiene a C[0,1] ma non appartiene ad A,,. Inoltre
1 1
1f =Rl < [If = pll +llgll < 50+ 50 =24

17



CAPITOLO 4. FUNZIONI CONTINUE NON DIFFERENZIABILI IN ALCUN
PUNTO

Quindi h € S.

Passo4. C[0,1] # U A,,.

Dato che A,, ¢ ovunque non denso in C[0,1], B = U_, A, ¢ di prima catego-
ria. Ma per il teorema di Baire, C[0,1], uno spazio metrico completo, ¢ di seconda

categoria. Quindi C[0,1] # B.

Passo5. Esiste una funzione continua f : [0,1] — R che ¢ ovunque non diffe-
renziabile.

Supponiamo che f € C[0, 1] abbia una derivata, per esempio, in xy e supponiamo
che |f'(zo)] = t. Allora

de >0 tale che <t+1,Vh € (—¢,¢)

f(xo +h) = f(xo)
h

Scegliamo ora my € N in modo che t +1 < mg e m%) < e. Allora f € A,,,. Percio
U, A, contiene tutte le funzioni che sono differenziabili in qualche punto di /.
Ma C10,1] # U_, A, e quindi esiste una funzione in C|[0,1] che ¢ ovunque non
differenziabile.

O
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