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Introduzione

L’applicazione esponenziale di un gruppo di Lie ¢ uno strumento fondamentale per
passare da un problema geometrico-topologico del gruppo di Lie ad un problema linea-
re dell’algebra di Lie associata al gruppo. L’obiettivo della tesi é dimostrare in quali
casi tale applicazione é suriettiva, in particolare verranno studiati i casi per i gruppi di
matrici SO(n) e SE(n), rispettivamente il Gruppo Ortogonale Speciale e il Gruppo Eu-
clideo Speciale. Sapere che per tali gruppi I'applicazione esponenziale é suriettiva € un
risultato importante sia dal punto di vista puramente matematico, in quanto ad esem-
pio ci permettere di dare una caratterizzazione del gruppo SO(n) e quindi di tutte le
rotazioni di R™, ma si € rivelato essere utile anche nello studio del Motion Interpolation
come mostrato in [10].

E’ risaputo che I'applicazione esponenziale é suriettiva nel caso in cui il gruppo di Lie
sia connesso e compatto, tuttavia proponiamo una maniera alternativa per dimostrare
la suriettivita per i gruppi sopracitati, utilizzando la Formula di Rodrigues, che per-
mette di trasformare la somma infinita che definisce 'applicazione esponenziale in una
somma finita. Questo strumento sara fondamentale sopratutto per il gruppo SE(n),
giacché risulta non essere compatto.

La tesi € organizzata in 4 Capitoli, ognuno dei quali pensato per fornire gli strumenti
per capire i successivi: nel primo verranno affrontati i concetti base della geometria
differenziale, facendo riferimento ai tesi [2] e [3]; il secondo e il terzo capitolo sono
dedicati rispettivamente i Gruppi di Lie e le Algebre di Lie, seguendo 'approccio usato
principalmente nei testi [4], [5] e [6] per arrivare alla definizione di applicazione espo-
nenziale, di cui verra trattata la suriettivita nel Capitolo 4, oggetto dell’articolo [I] e
di [7].

Nello specifico:

- nel Capitolo 1 si parlera di Varieta Differenziabili, Applicazioni C'™ tra queste,

Spazi Tangenti, Sottovarieta e come costruirle partendo da applicazioni C*°.



Si vedranno inoltre numerosi esempi, e una particolare attenzione sara data allo
studio delle sottovarieta di GL,(R), come O(n);

il Capitolo 2 trattera dei Gruppi di Lie e dei Sottogruppi di Lie, ponendo I’at-
tenzione ai Gruppi Di Matrici, per poi definire 'applicazione esponenziale di

matrict;

nel Capitolo 3 verranno definite le Algebre di Lie e le Sottoalgebre di Lie, con
esempi del caso, per poi arrivare a definire I’algebra di Lie di un gruppo di Lie e
Vapplicazione esponenziale tra un Algebra di Lie e il suo Gruppo di Lie associato,
e verra mostrato come, nel caso dei Gruppi di Matrici, tale applicazione coincida

con ’esponenziale di matrici definita nel Capitolo 3;

nel Capito 4 si trattera la suriettivita dell’applicazione esponenziale per i gruppo
SO(n) e SE(n) grazie alla formula di Rodrigues. Verranno inoltre fornite le
dimostrazioni esplicite per i casi n = 2 e n = 3, e si provera a generalizzare i

risultati al caso n > 4.



Capitolo 1
Elementi di Geometria Differenziale

Sia M una wvarieta topologica di dimensione n, ovvero uno spazio topologico di Hau-
sdorff, con una base numerabile di sottoinsiemi aperti e con la proprieta di essere
localmente euclideo di dimensione n, ovvero tale che Vp € M esiste un aperto U C M,
p € U, e un omeomorfismo ¢: U — p(U), dove p(U) & un aperto di R". La coppia
(U, p) ¢ detta carta (o carta locale intorno a p € M. Una famiglia di carte {(U,, pa)}
si dice atlante se M =, Ua.

Definizione 1.0.1. Siano M una varieta topologia, p € M e (U, ), (V1) due carte
intorno a p. Diremo che le carte (U, ), (V,1) sono C*°-compatibili (o compatibili)
se UNV # 0 e se le applicazioni tra aperti di R" che definiscono il cambiamento di

coordinate, date da:

Yo lipUNV)—=ypUNV)
gpogb_l:w(UﬂV)%(p(UﬂV)

sono applicazioni C*° tra aperti di R".

Un atlante (detto anche atlante C*°) ¢ una famiglia di carte locali {(U,, p.)} tale che
M =, U, e le carte (Uy, pa) € (Ug, ¢g) sono compatibili Ve, S.

Se una carta locale (V1) & compatibile con tutte le carte (U,, p,) dell’atlante, allora

la carta (V) si dice compatibile con latlante.

Definizione 1.0.2 (Varieta differenziabile). Una struttura differenziabile su una va-
rieta topologica M ¢ un atlante O M= {(U,, ¢,)} tale che sia massimale, ovvero

che soddisfi la seguente proprieta:
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e Se una carta locale (V) & compatibile con ogni (Uy, ¢,) € M, allora (V,4) € M

Una varieta topologica M munita di una struttura differenziabile é detta varieta dif-

ferenziabile.

Utilizzare la definizione appena data per trovare degli esempi di varieta differen-
ziabili spesso risulta complicato. Per questo motivo di seguito proviamo una proprieta
che ci permettera di trovare una varieta differenziabile "semplicemente" trovando un

atlante C'°°. Per fare cio prima proviamo il seguente

Lemma 1.0.1. Sia M una varieta topologica, {(Ua, va)} un atlante C* di M e due
carte locali (U,0),(V, ) intorno a p € M, entrambi compatibili con atlante. Allora

(U,0) e (V,0) sono tra di loro compatibili.

Dimostrazione. Sia p € M e siano (U,o) e (V,4) tali che p € U N V. Dobbiamo

dimostrare che le applicazioni seguenti sono C*°.

coyp Lip(UNV) = a(UNV),
Yoo tio(UNV)—=yp(UNV).

Proviamo che o o ¢~ ¢ C*. Essendo {(U,, v.)} un atlante, Jo tale che p € U,, e
dunque p e U, NUNV.
Per ipotesi, le carte (U,o) e (V,1) compatibili con Iatlante, allora le applicazioni

seguenti sono tutte C'™

0090;1: SOa(Um Ua) — U(Uﬁ Uoc)> Pa oot J(Uﬂ Ua) — gDa(Uﬂ Ua)
Yoot pa(UaNV) = (U NV), @aot™ : p(UyNV) = @u(UsNV)

Nell’aperto U, N U NV, possiamo scrivere I'applicazione o o ¢~! come:
goyp Tt =(gop ) o(paotpTh).

Avendo scritto in questo modo o o )~ come composizione di applicazioni C*°, si ha
che quest’ultima é C*°, che é quello che si voleva dimostrare. Analogamente si prova
che poo™t & C. O

Grazie a questo lemma possiamo dimostrare la proprieta seguente che, come antici-

pato, ci permette di stabilire se una varieta topologica ¢ differenziabile senza trovarne



la struttura differenziabile, ovvero senza trovare un atlante massimale richiesto nella

Definizione

Proposizione 1.0.1. Sia M una varieta topologica € {(Uy, o)} un atlante C*°. Allora
3! struttura differenziabile M su M tale che {(Uy, o)} C M.

Dimostrazione. Siano {(U;, ¢;)} la famiglia composta delle carte locali di M compatibili

con latlante {(U,, ¢4 )}. Definiamo

M = {(Ua, o)} U{(Ui, 92)}.

M é un atlante in quanto, per il lemma precedente, tutte le carte sono compatibili tra
di loro e inoltre formano un ricoprimento per M, in quanto gia gli aperti U, sono tali
che M =J, Ua. M ¢ anche massimale per costruzione. Se inoltre M’ fosse un atlante
massimale tale che {(U,,ps)} C M’', per definizione la famiglia {(U;,p;)} € M, e
quindi M’ = M, da cui Punicita. O

Esempio 1.0.1. M=R", n > 0. Sappiamo essere una varieta topologica di dimensione
n. Consideriamo 1'atlante topologico formato dall’unica carta (R",idg»). L’applica-
zione identita ¢ C*°, quindi di fatto (R",idg.) € un atlante C'*°. Per la proposizione
(1.0.1) 3! struttura differenziabile su R™ che contiene la carta (R",idgn), e quindi R™

¢ una varietd differenziabile di dimensione n.

Esempio 1.0.2. M=M,,(R), n > 0. Poiché M,(R) = R™, per 'esempio precedente si

ha che M, (R) ¢ una varieta differenziabile di dimensione n?.

Esempio 1.0.3. Sia M una varieta differenziabile. Un sottoinsieme U C M aperto
di M ¢é anch’esso una varieta differenziabile, infatti ha una struttura differenziabile
composta dalla famiglia di carte locali (V, /) con 1., ottenute tramite la restrizione
di ¢, di quelle carte locali (U, ¢,) di M che intersecano U, all’aperto V! = U N U,,

OovVVvero:

/I/J/Oé - (pa“/a °

Esempio 1.0.4. Consideriamo la varieta differenziabile M, (R) e sia U = GL,(R)

I'insieme delle matrici non singolari, ovvero

GL(R) = {A € M,(R) | det(A) % 0}.
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Possiamo dunque scrivere GL, (R) come la controimmagine dell’aperto di R\ {0} di R
tramite 'applicazione continua det: M,(R) — R.
Quindi GL,(R) é un aperto di M,(R) ergo, per l’esempio precedente, & una varieta

differenziabile.

Esempio 1.0.5. Siano N, M due varieta differenziabili, con dimN = n, dimM = m.
Allora N x M ¢é una varieta differenziabile, con dim(N x M) = dimN + dimM.
Infatti, prese le strutture differenziali {(U,, pa)} € {(Vs,15)} rispettivamente di N e
M, la famiglia di carte {(U, X V3, 9o X 13)} € un altante C* su N x M, dove:

o X g Uy X Vg = R 0, X h3(p,q) = (0a(p), da(q)).

1.1 Applicazioni C* tra varieta differenziabili

Sia M una varieta differenziabile, p € M e sia f: M — R una funzione. Diremo che f

¢ una funzione C™ in p se 3 una carta locale (U, ) tale che p € U e 'applicazione
foptipU)CR" =R

¢ una funzione C'* (tra ¢(U) aperto di R™ e R) nel punto ¢(p). Diremo che f ¢ C*
in M se é C® V¥p € M, e indicheremo con C*°(M) Iinsieme delle funzioni C* in M.
Notiamo che la definizione data non dipende dalla scelta della carta (U, ), infatti se
(V1)) fosse un altra carta tale che p € V', allorap € U NV, e si ha:

fov™ =(foo  ownv)) o (¢ o ywnv))-

Essendo f una funzione C*, si ha che fo @™, wnr) & C* per definizione, mentre ¢ o
¢71|w(UﬂV) ¢ C'*° essendo 'applicazione del cambio di coordinate. Poiché composizione
di applicazioni C*°, anche f o1~! lo & nel punto 9(p), il che prova che la definizione
non dipende dalla carta scelta.

Da notare inoltre che una funzione f: M — R (' ¢é continua.

Definizione 1.1.1. Siano N, M varieta differenziabili, con dim(N) =n e dim(M) =
m, F': N — M un’applicazione e p € N. Diremo che F' ¢ C° in p se F' é continua e

se esistono una carta locale di (U, ) di N, con p € U, e una carta locale (V,), con
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F(p) € V tali che Papplicazione
poFop i pFY(V)NnU) CR" — R™

¢ C in p(p) come applicazione da R™ in R™. Diremo che F' ¢ C*® in N se ¢ C*™
Vp e N.

Facciamo le seguenti osservazioni:

1. Sia N varieta differenziabile e F': N — R™ un’applicazione continua. Allora F' é

C™ in p € M se esiste una carta locale di N (U, ) tale che p € U e I'applicazione
Foyp™:pU)—R™

é C* nel punto ¢(p) € p(U) C R™. Questo perché nella definizione (1.1.1]),
per R™ si pud considerare I'unica carta locale (R™, idgm). Nel caso m = 1, la

definizione (|1.1.1]) coincide con quella di funzione C'*°;

2. Similmente a quanto fatto per le funzioni C'*°, si dimostra che la definizione
(1.1.1) non dipende dalle carte (U, ¢) di N e (V,v) di M scelte;

3. La restrizione di un’applicazione C*> ad un sottoinsieme aperto é anch’essa C'*°;
4. La composizione di applicazioni C'* ¢ C.

Un applicazione F': N — M, con N, M varieta differenziabili, ¢ un diffeomorfismo
se ' & C*, invertibile e la sua inversa F'~! & anch’essa C°°. Diremo che N, M sono
diffeomorfe se esiste F': N — M diffeomorfismo.

Un’applicazione F: N — M (C si dice diffeomorfismo locale in p € N se 3 una carta
intorno a p (U, ¢) tale che F(U) ¢ un aperto di M e la restrizione

& un diffeomorfismo.

Esempio 1.1.1. Sia M una varieta differenziabile, p € M, e sia (U, ) una carta
locale tale che p € U. Allora ¢: U — ¢(U) é un’applicazione C*°, in particolare é
un diffeomorfismo. Infatti per definizione di carta locale, p(U) & un aperto di R" e

quindi a sua volta una varieta differenziabile. Inoltre (U, ) ¢ una carta per la varieta
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differenziabile U C M. Ergo Vq € U, consideriamo (U, ¢) come carta intorno a q e la
carta (p(U),idyw) di ¢(U) intorno a ¢(q). L’applicazione

idpy oo™t p(U) = ¢(U)

non ¢ altro che dyy) e quindi ¢ C*°. Analogamente si dimostra che ¢~* (che ovviamente
esiste poiché ¢ & un omeomorfismo) ¢ C'* e quindi ¢ & un diffeomorfismo tra le varieta
Ueo(U).

1.2 Spazio Tangente ad una Varieta

Sia M una varieta differenziabile, p € M e sia U un intorno di p. Nella sezione
precedente abbiamo definito le funzioni C* nel punto p, in particolare quindi possiamo
considerare l'insieme di tutte le funzioni f che definite su un aperto U e sono C* su
U, indicato con C*(U). Siano f e g due funzioni C* in p, definite rispettivamente
negli intorni di p U e V, diremo che f e g sono in relazione di equivalenza se e solo se
3 un aperto W che contiene p in cui f =g Vq € W, e indicheremo [f, U] la classe di
equivalenza di f, che viene chiamata anche "germe" di funzioni C*°. Definiamo quindi
I'insieme

(M) = {[£,U] | f € C=(U) }.
D’ora in poi indicheremo la classe [f, U] semplicemente con f.

Definizione 1.2.1. Si definisce spazio tangente alla varieta M in p l'insieme

T,(M) formato dalle applicazioni

Xp: O (M) =R
che soddisfano le leggi seguenti:
L. X,(af +Bg9) = aX,(f) + 5X,(9) (linearita);

2. Xp(f-9)=X,(f)g+ fX,(9) (regola di Leibniz).

Un elemento X, € T,(M) é detto vettore tangente a M in p. T,(M) con le

operazioni seguenti & uno spazio vettoriale:

o (Xp +Y)(f) = Xp(f) +Yo(f), VfeCr(M)
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e X)) = XX, (1), VAER e ¥f € C(M).
Vediamo un esempio abbastanza significativo di elementi che appartengono a 7,,(M).

Esempio 1.2.1 (Derivate parziali su Varieta differenziabili). Sia f: M — R una fun-
zione C* e p € M. Data (U, ) una carta locale di M, p € U, allora Yq € U, ¢ puo

essere scritta in componenti:

o(q) = (z'(q),...,2"(q)), 2'=71'0p Vi=1,...,n

dove r': R®™ — R ¢ la proiezione canonica di R" sull’i-esima componente. Definiamo

allora la derivata parziale di f in p rispetto alla carta (U, p) come

9 0 ~1 _a(fmpfl) -
%b(f)—%w)(fow )—T(SO(I?)) Vi=1,....n
dove aii sono le derivate parziali usuali in R™. Definiamo quindi Vi = 1,...,n le
applicazioni
0 0

il 1 O (M) = R, [ o).

Si dimostra immediatamente, usando le proprieta delle derivate parziali usuali su R,
» €ET,(M),YVi=1,...,n. Osserviamo che gi;

che -2 p = 0ij.

Definizione 1.2.2. Sia F': N — M un’applicazione C'°. Dato p € N, consideriamo le
carte (U, ) di Nyconp e U, ¢ = (a',...,2") e (V,4)di M, con F(p) € V, definiamo
lo Jacobiano di F in p come lo Jacobiano dell’applicazione ¢ o F o o' tra un aperto

di R™ e uno di R”, calcolato nel punto p(p) € R™, cioé

[8Fi

57 ), = 1o F oo™ (o)

con FiP=zxioF, i=1,...,n.

Differenziale di un’applicazione C*

Sia F': N — M un’applicazione C* e sia p € N. Il differenziale di F in p ¢
I’applicazione lineare
F*p: TpN — TF(p)M

definita da F,,,(X,)(f) = X,(fo F), VX, €T,N e Yf e CX(M).
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Osservazione 1.2.1. La definizione ¢ ben posta, infatti dapprima notiamo che se
f € (M), allora foF': N — R, e dato che & composizione di applicazioni C*°, si ha in
particolare che (f o F) € C3°(N). Dobbiamo dimostrare ora che Fi,(X,)(f) € Trg,) M,
cioé che é lineare e soddisfa la regola di Leibniz. Proviamo quest’ultima proprieta,

ovvero deve valere la seguente uguaglianza tra applicazioni

Fop(Xp)(f9) = Fup(Xp)g + [Fap(X,)(9). (1.1)

Sia quindi p € N, allora

Fop(Xp)(f9)(p) = Xp((9f) 0 F)(p) = X,((f o F)(g 0 F))(p)
= Xp(f o F)(p)(g o F)(p) + (f o F)(p)Xp(g 0 F)(p)
= Fop(Xp) (N )9 (F(p) + F(F(p) Fep(Xp)(9)(p):

Confrontando il primo e 1'ultimo termine delle precedenti uguaglianze, per la generalita
di p é provata la (1.1.

Proposizione 1.2.1. Valgono le sequenti proprieta.

1. Siano F: N — M e G: M — P due applicazioni C*. Vale la regola della catena

(G o F)up = Gupp) o Flyp (1.2)

2. Sia idy: M — M, allora idy., = idg, ().

3. Se F': N — M é un diffeomorfismo, allora F, é un isomorfismo.

Dimostrazione. 1. Per definizione dati X, € T,N e f € C;°(P), il differenziale di G o F’
é:

(G o F)up(Xp)(f) = Xp(foGoF). (L.3)

D’altra parte abbiamo

G*F(p) o F*p(Xp)<f) = G*F( )(F*p(Xp>(f))
= F,(X,)(foG) (1.4)
X,(foGoF).

Confrontando la (1.3) e la (1.4)) si ottiene la ([1.2).
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2. VX, € T,M e Vf € C*(M), abbiamo

idarp(Xp)(f) = Xp(f 0idar) = Xp(f) = idg,m (X, (f))-

3. Sia F: N — M diffeomorfismo, allora 3 F~': N — M che ¢ C* e tale che

F~1oF =idy e FoF~! =idy. Utilizzando la parte 1 e 2 sopra dimostrati otteniamo

idr, = (F~ o F)yy = F g, 0 Fuy,
idg,ar = (F o F™l)y = Fup-aq 0 Fl'

Ponendo ¢ = F(p) si ottiene che (F,,)™! = F;(;), ovvero F, ¢ isomorfismo. O

Corollario 1.2.1. Data M wvarieta differenziabile, p € M e (U, ) carta locale intorno
ap, con o= (', ..., 2"), allora l'insieme {8%1 | pyeevs 6%|p} ¢ una base di T,M. In
particolare dimT,M = dimM.

Un altro modo per definire lo spazio tangente in un punto ad una varieta differen-

ziabile ¢ utilizzare le curve. Una curva ¢ un’applicazione C'*°
c: (—e€) = M, tw— c(t).
Dato p € M, definiamo il vettore tangente alla curva in p = ¢(ty) come

¢ (t0) = (2 (L5)

%Lﬁo)

dove £, & I'elemento della base di T;,R = R. Dalla definizione, ¢(to) € T,M, quindi
per il corollario ([1.2.1)), data (U, ¢) carta locale intorno a p, ¢ = (z!,...,2"), si ha

/ - % a
d(te) =) a il

=1

Svolgendo alcuni calcoli e usando il fatto che gimf = 05, si trova la forma dei coefficienti
at:

a'=2¢é(t,) con ¢ =x"oc Vi=1,...,n

¢(t,) indica la derivata usuale in R della funzione ¢ rispetto al parametro della curva

t, calcolata in t.
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Possiamo quindi definire T,M come lo spazio vettoriale costituito da tutti i vettori

tangenti in p alle curve ¢, ovvero
T,M ={X,|X,=¢(0), conc: (—e,e) = M t.cc(0)=p}.

Grazie a questa definizione ¢ possibile esprimere il differenziale di un’applicazione
F: N — M C* tra le varieta differenziabili N, M in termini di curve su varieta:
dato p € N e X, € T,N, allora 3 una curva c: (—¢,¢) — N tale che C(0) = p e

X, = (0), si ha la seguente espressione per F,,

Fop(Xp) = (Foc)(0) (1.6)

dove (F oc¢) ¢ il vettore tangente alla curva (F' o ¢): (—¢, €¢) — M tale che
(F oc)(0) = F(p), nel punto F(p).

Campi di Vettori

Sia M una varieta differenziabile. Si definisce fibrato tangente come l'insieme

™ = | J T,M

peEM

dove l'unione si intente disgiunta] Si pud dimostrare (vedere [3, p. 129-133]) che
TM é una varieta differenziabile, con dimTM = 2dimM. Un campo di vettori é
un’applicazione

X:M—=TM, p—X(p)=X,ecT,M.

Data una carta (U, @), p€ U e o = (z',...,2"), si ha

X(p) = X, = 3 a'p) oy
=1

LOvvero TM = Upen{p} x T,M
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Facendo variare il punto p € U, otteniamo un espressione locale del campo di vettori,

definito nell’aperto U della carta

Diremo che il campo di vettori X ¢ C® Vp € M e V(U, ¢) se le funzioni a' sono C*
sull’aperto U. Indicheremo con X(M) I'insieme dei campi di vettori C*° su M. Si puod
dimostrare che un campo di vettori & C'"™ se e solo se X: M — T'M & un’applicazione
C™ tra le varieta differenziabili M e T'M.

Dato un campo di vettori X (generico, non necessariamente C* per ora) e f: M — R

una funzione C'*°, definiamo la seguente funzione
Xf:M—-R, p—Xflp)=X,f (1.7)

uesta runzione a un rorondo legame Ccon 1 campl 1 vettorl 1niactl vale la
ta funzione h profondo leg i campi di vettori C*°, infatti vale 1

seguente

Proposizione 1.2.2. Sia X un campo di vettori. X € X(M) se e solo se la funzione
XfeC*® Vf:M—-R C

Dimostrazione. Supponiamo che X € X(M). Sia p € M e (U, ) una carta locale,
peUeqp=(z' ... ,2"), allora

X’U = Zalaxihj (]‘8)

=1

con a': U — R funzioni C™ per ipotesi. Allora dalla formula precedente e dalla
definizione di X f si ottiene
Xf(p)=X,f = a 8‘/Ei)(f)(p) =

=1

n ) a
= Z al(p)a_:fi’p

i=1

da cio si evince che X f dipende in modo C* dal punto p, e quindi X f é una funzione
.
Viceversa supponiamo che X f sia C* Vf: M — R C.



18 CAPITOLO 1. ELEMENTI DI GEOMETRIA DIFFERENZIALE

Sia p € M e (U, ) una carta locale, p € U e ¢ = (x',...,2™). Si puo dimostrare

(vedere [2, p.144]) che ¢ possibile estendere le funzioni C* x': U — R a delle funzioni
X': M — R, a loro volta C™, tali che x|y = 2° dove V C U aperto tale che p € U.
Essendo funzioni definite su tutta M, per ipotesi Xx° & C™, si ha, utilizzando la (|1.8):

X2 = (> ainfa(p) =Y i,

Jj=1 Jj=1

n

:;a ax] (p)

Da cui si trova che a* sono funzioni C*® Vi =1,.... n. O
M )

Definizione 1.2.3. Siano N,M varieta differenziabili, F': N — M un diffeomorfismo
e X € X(N). Definiamo il pushforward di X tramite F' il campo di vettori F,.X
definito da

FX(q) = FirgXr1(g)-

F.X ¢ un campo di vettori su M, in particolare F,X € X(M), infatti presa
g € C*(M) abbiamo che

F.X(q)(9) = Fur-1()Xp-1(9(9) = Xp-1iq)(g 0 F) = (X 0 g0 F)(F(q)).

Essendo (X o go F') C* in quanto composizione di applicazioni C*°, concludiamo che
F.X € X(M). Data F': N — M un applicazione C*°. Due campi di vettori X € X(N),

X' € X(M), si dicono F-related se:
FyX, = Xpy, YpeN. (1.9)

In particolare quindi, se F' é un diffeomorfismo e X € X(N), allora F,X e X sono
F'—related.

Proposizione 1.2.3. Data F': N — M un applicazione C*>. Due campi di vettori
X € X(N), Y e X(M), sono F—related se e solo se

X(goF)=(Yg)oF, VgeC>®(M).
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Dimostrazione. Per definizione, X é F—related a Y se e solo se
F*po = YF(p), Vp € N. (1.10)

Tale relazione ¢ vera se vale Vg € C*°(M), questo per la Proposizione Si ottiene

quindi, utilizzando la definizione di differenziale

FipXp(9) = Xp(go F) = X(g o F)(p), (1.11)
Yrp)(9) = Yg)(F(p)) = (Ygo F)(p). (1.12)

Dalla (1.10) e dalla generalita dip € N e g € C*°(M), si ottiene la relazione desiderata.
[

1.3 Sottovarieta

Sia M una varieta differenziabile di dimM = m e sia S C M, munito della topologia
indotta da M. Diremo che S ¢ una sottovarieta(regolare) di M di dimS =k < m se
Vp € S, Juna carta di M (U,p), conp e U e = (x',... ™) tale che

UnS={qeU|a""g)=2"(¢) =" =a"(¢)=0}. (1.13)

La carta (U, @) & detta carta adattata di M rispetto a S.

Proposizione 1.3.1. Siano M una varieta differenziabile e S C M una sottovarieta
di M, dimS = k. Allora S é una varieta differenziabile.

Dimostrazione. S é una varieta topologica giacché eredita da M il fatto di essere uno
spazio di Hausdorff e di avere base numerabile di sottoinsiemi aperti, e inoltre, essendo
una sottovarieta, Vp € S ammette una carta adattata Ug della forma e I'applica-
zione pg = ¢|y, ¢ un omeomorfismo poiché restrizione di ¢, quindi la famiglia di carte
{(Us,¢s)} & un altante topologico per S.Proviamo che {(Us, ¢s)} ¢ un’atlante C*°.
Prese due carte (Ug, pg) € (Vs,1g) tali che UsN Vg # 0 e consideriamo il cambiamento

di coordinate
Vs o st ps(UsNVs) = g(Us N V).
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Dato che M é una varieta differenziabile, I’applicazione
Yo lipUNV)—=ypUNV)

¢ C*°. In componenti, I’applicazione precedente si scrive:

ed essendo O, le funzioni 3/(x!,... ,2"),Vj = 1,...,m dipendono in modo C* da

(x',...,2"), da cui segue necessariamente che I'applicazione

vsopgt = (yH(at,...,2",0,...,0),...,9 (", ...,0,...,0),0,...0)

¢ anch’essa C™. Analogamente si prova che ¢g o ¥g' & C™, ]

Osservazione 1.3.1. Un sottoinsieme S C M aperto & una sottovarieta di M di
dim(S) = dim(M). Conseguentemente quindi, GL,(R) ¢ una sottovarieta di M, (R)

di dimensione n2.

Costruzione di sottovarietd tramite applicazioni C'*°

Sia FF: N — M un’applicazione C*. F ¢ una immersione (summersione) in
p € N se il differenziale Fy,: T,N — Tpy M ¢ iniettivo (suriettivo). Diremo che F

é una immersione (summersione) se lo & ¥p € N. Un punto p € N si dice:
e regolare per F' se F,, € suriettivo;
e critico per I' se F,, non & suriettivo.

Un punto ¢ € M ¢é un valore:

e regolare per F se Vp € F~!(q), p ¢ un punto regolare per F. L’insieme dei valori

regolari é indicato con V Rp;

e critico per F se non ¢ un valore regolare per F, ovvero 3 p € F'"1(q) tale che p

¢ un punto critico. L’insieme dei valori critici é indicato con C'Rp.
Definiamo inoltre il rango di F in p come il rango del suo differenziale nel punto p,
cioé

rk(F) = rk(Fy,).
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Sia F': N — M un ’immersione iniettiva. Allora diremo che F(N) € M & una sottova-
rieta immersa di M. Notiamo che in questo caso F'(IN) é una varieta differenziabile
diffeomorfa a N. La struttura differenziabile di F/(IV) é quindi ereditata da N, con I’
atlante definito da {(F(U,), ¢a © F)}, dove {(Ua, o)} ¢ la struttura differenziabile di
N.

Diremo che F' ¢ un embedding se é un immersione iniettiva ed ¢ un embedding topo-
logico.

Il seguente teorema € una generalizzazione del Teorema della funzione Inversa su R",

esteso alle varieta differenziabili [3, p 68-69]:

Teorema 1.3.1 (Funzione Inversa). Siano F: N — M un’applicazione C®,p € N e le
carte (U, ) di N, conp € U, ¢ = (z',...,2") e (V,¢) di M, con F(p) € V, tali che

[8}7@'

axj}p#o

Allora F & un diffeomorfismo locale intorno a p.

Teorema 1.3.2 (Controimmagine Valore Regolare). Sia F': N — M, con dimN = n,
dimM = m tali che n > m. Sia c € VRr e consideriamo S = F‘l(c). Allora S ¢ una

sottovarieta di N di dimS = n — m. Inoltre vale che
T,S = kerF,, VpeS.

Dimostrazione. Sia p € F~'(c), e siano (V1) una carta di M intorno a c tale che
P(c) =0, e (U = (z',...,2")) una carta di N intorno a p, tale che U C F~1(V).

Per ipotesi ¢ € V Rp, quindi F,, ¢ suriettivo, ovvero lo Jacobiano

[8Fi

L), #=er

ha rango massimo, ovvero m. A meno di scambiare ’ordine delle coordinate, possiamo

supporre che il minore

5], 70

con 1,5 =1,...,m. Consideriamo "applicazione

g:U—=R", glq)=(F'q),....,F™"(q), 2" (q),...,2"(q))-
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g ¢ un diffeomorfismo locale, infatti

(5) =
Jgy = | N2/ € M,(R)
0 In—m

DT

un diffeomorfismo, e quindi (U, g|y,) ¢ una carta di IV ed ¢ tale che

e detJg(p) = [8Fi] # 0. Per il Teorema |1.3.1|esiste un intorno U, di p tale che gy, é
p

UyNS={qeU,|F'(q)=--=F"(q)=0}

cioé U, é una carta adattata. Per la generalita di p € S si conclude che S e una
sottovarieta di N, dimS =n — m.

Dimostriamo che T,S = kerF,,,.

1. Sia X, € T,,S, e sia 7 una curva tale che v(0) = p e 7/(0) = X,,. Notiamo che
~(t) € S, ergo F(y(t)) = ¢, Vt € (—¢,¢). Allora

Fup(X,) = (F 07)/(0) = So(F((0) = lle) =0

quindi X, € kerF,,, cioe T,S C kerF,,.
2. Sappiamo che dimT,S = dimS = n —m. Poiche F,, ¢ suriettivo, dimF,,(T,5) =
dimT,M0 = m. Dal teorema della dimensione si ha

n = dimT,N = dimF,,(T,S) + dimkerF,, = m — dimkerF,,

da cui dimkerF,, =n —m = dim1,S, cioé T,S = dimkerF,. O

Esempio 1.3.1. Dimostriamo che
On)={AcGL,(R)| ATA=1,}

é una sottovarieta di GL,(R). Sia S,,(R) l'insieme delle matrici simmetriche, e consi-

deriamo ’applicazione
F:GL,(R) = S,(R), A~ F(A)=ATA.

Si dimostra che F ¢ un applicazione C*, e inoltre O(n) = F~1(I).
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Vogliamo dimostrare che I € V Rp. Consideriamo quindi il differenziale
F*Ai TAGLnaR) — TATASn
con A € O(n). Sia c una curva tale che ¢(0) = A e (0) = X € TAGL,(R) = M,(R).

L’espressione di F,4 €

d d

Foa(X) = 2P (e(t)) = loc(t)e(t) = XA+ ATX.

Sia B € §,,, presa
X = %AB, AeO(n)

dopo alcuni calcoli si ha F,4(X) = B, da cui F.4 ¢ suriettivo. Per il teorema (|1.3.2))
O(n) ¢ una sottovarieta di GL,(R). Si ha inoltre che dimS,(R) = %, e quindi
dimO(n) = n? — dimS,, = @
Sempre per il teorema ([1.3.2)), possiamo calcolare T;, O(n), Infatti sia X € Ty, O(n),
allora X € KerFxI,, cioé KerF,, (X)= O,. Da cui

KerFo, (X)=X"T+IX =0, = X = -X".
Otteniamo quindi P'espressione di 77, O(n)

T;,0n)={X e M,(R)| X =-X"}. (1.14)

Osserviamo che O(n) non é connesso (ha due componenti connesse), ma é compatto,
infatti ¢ chiuso poiché controimmagine di un chiuso tramite un’applicazione continua,
ed ¢ limitato, infatti data A € O(n), per definizione AAT = I,,, cioé

n
E Qi = 570
K=1

Per i = j la relazione precedente diventa

n

2 .
E ay =1, 1=1,...,n.
K=1
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Otteniamo quindi che VA € O(n) vale la relazione

n
E 2 _
Q. = 1N

i, K=1

da cui segue che O(n) ¢é limitato dalla palla centrata nell’origine B,(0) ¢ R"™ con

r > 4/n.



Capitolo 2
Gruppi di Lie

Un Gruppo di Lie ¢ una varieta differenziabile tale che le operazioni di gruppo

w:GxG—G i:G—>G

(z,y) > z-y g9t

sono applicazioni C*° (nella struttura differenziale di G e G x G ).

Fissato a € GG, definiamo la traslazione a sinistra:

L,-G— G

g—a-yg

Analogamente la traslazione a destra é definita come:

R,.G— G
g—g-a
La traslazione a sinistra L, e la traslazione a destra R, sono C® Va € (. Infatti
L, = p(a,-) ossia L, ¢ la restrizione di u alla sottovarieta {a} x G. Analogamente
R, = (-, a) & C™.
In effetti L, e R, sono diffeomorfismi V a € G, dato che (L)™' = Lo-1 ¢ (R,) ™' = Ry-1.

Dati due gruppi di Lie G e H, un’ applicazione F': H — G tra gruppi di Lie é un

omomorfismo tra gruppt di Lie se F' ¢ ' ed é un omomorfismo di gruppi.

25
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Quest’ultima condizione pud essere espressa come:
FOLh:LF(h)OF VheH.

Un zsomorfismo di gruppt di Lie ¢ un diffeomorfismo tra gruppi di Lie. Notiamo

inoltre che se F': H — G ¢ un omomorfismo tra gruppi di Lie, allora:

F(GH) = eq
dove ey (risp. eg) rappresenta I’elemento neutro di H (risp. di G) .

Esempio 2.0.1. Sia GL,(R) = {A € M,(R) | det(A) # 0} il gruppo lineare, ossia
I'insieme delle matrici n x n (n € N\ {0}) invertibili. Allora (GL,(R),-),A-B = AB
prodotto di matrici ¢ un gruppo di Lie, ovvero la moltiplicazione - e I'inversione sono
applicazioni C*°.

Allo stesso modo si dimostra che GL,(C) ¢ un gruppo di Lie.

Esempio 2.0.2. Sia SL,(R) = {A € GL,(R) | det(A) = 1}, ossia il gruppo lineare
speciale, é un gruppo di Lie (con le operazioni di moltiplicazione tra matrici e l'in-
versione) . Per dimostrare che la moltiplicazione e I'inversione sono applicazioni C*,
consideriamo linclusione j: SL,(R) — GL,(R), che é un embedding.

Siano u: GL,(R) x GL,(R) — GL,(R) e i: GL,(R) — GL,(R) rispettivamente la
moltiplicazione e U'inversione in G'L,(R), e siano fi e 7 la moltiplicazione e I'inversione
in SL,(R).

Allora [i = fs1.,, (R)xSL,(R) e = i|s5.,. () €d essendo SL, (R) una sottovarieta di GL,(R),
segue che ji e i sono C* (restrizioni di applicazioni C™).

Analogamente si dimostra che SL,(C) é un gruppo di Lie.

Esempio 2.0.3. O(n) = {A € GL,(R) | ATA = I,,} ¢ un gruppo di Lie in quan-
to abbiamo dimostrato che O(n) ¢ una sottovarieta di GL,(R), e possiamo usare lo

stesso ragionamento dell’esempio precedente per dimostrare che le operazioni sono C°.

Esempio 2.0.4. Dati (G, -¢), (H, y) gruppi di Lie, allora il prodotto G x H munito

delle operazioni

(g.h)- (¢ 0)=(9-cg h-ul') Vg,d €G, h,h' € H
(g,h) = (g7 \h™') Vge G, he H

é un gruppo di Lie.
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2.1 Sottogruppi di Lie

Sia G un gruppo di Lie. Un sottoinsieme H C G & un sottogruppo di Lie se sono

soddisfatte le seguenti condizioni:
1. H é un sottogruppo (algebrico) di G;
2. H é una sottovarieta immersa di G (cioé l'inclusione H < G é un’immersione);
3. le operazioni di gruppo di H sono C*°.

Osservazione 2.1.1. Le operazioni di gruppo di H (moltiplicazione e inversione) sono
chiaramente indotte da G (H é un sottogruppo di G), ma non é detto che siano C*,
in quanto stiamo richiedendo che l'inclusione 7: H — G sia un’ immersione e non un
embedding (la topologia su H non ¢ quella indotta da G).

Se i: H < G fosse un embedding, allora la condizione 3) sarebbe superflua.

Proposizione 2.1.1. [3, p.168] Sia H un sottogruppo (algebrico) di un gruppo di Lie
G. Se H ¢ una sottovarietd di G (equi. i: H — G ¢ un embedding), allora H é un
sottogruppo di Lie.

A volte un sottogruppo come nella proposizione é chiamato sottogruppo di Lie
embedded.

Deduciamo quindi:
Corollario 2.1.1. SL,(R) e O(n) sono sottogruppi di Lie di GL,(R).

Osservazione 2.1.2. In effetti esiste un teorema |2 p. 86| che afferma: un sottogruppo
chiuso (come sottospazio topologico) di un gruppo di Lie G é un sottogruppo di
Lie embedded. Il corollario precedente segue immediatamente da questo teorema in
quanto SL,(R) e O(n) sono chiusi in GL,(R).

Esempio 2.1.1 (Sottogruppo di Lie non embedded). Sia G = T? = S x S! = R/Z?
il toro con la struttura di gruppo di Lie definita nell’Esempio [2.0.4. Sia L C R? una

retta passante per 1'origine e
T RE S R/ZP =T =G, (t,s)r (&7, 5™)

Allora w(L) ¢ una curva chiusa < L ¢ parallela all’asse y V L = { (t,at) | a € Q }.
Infatti se « € R\ Q = H = 7(L) non ¢ chiusa ma ¢ densa in G = T?.
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Quindi f = mz: L — T* ¢ un omomorfismo di gruppi di Lie, H = n(L) < T?
(sottogruppo algebrico).

Inoltre f ¢ un immersione = H ¢ un sottogruppo di Lie (non embedded) di T?.

Esponenziale di una matrice

Per calcolare il differenziale di un’applicazione avente dominio G L, (R), abbiamo biso-
gno di curve di matrici invertibili. Tramite [’esponenziale di una matrice che defini-
remo a breve, avremo (tra le altre cose) la possibilita di trovare la curva che ci serve.
La trattazione sara fatta su GL,(R) e i suoi sottogruppi (di Lie), ma quello che faremo

si puo fare per un gruppo di Lie arbitrario.

Definizione 2.1.1. Sia V uno spazio vettoriale su R. Una norma su V é un’applica-

zione

[V =R, o] VoeV
tale che:
L. |jv]| >0 Vo#0ellv]] =0 v=0(]-| ¢ definita positiva);
2. [[Av]| =|Al|lv|| Vv e VeV A eR (omogeneita);
3. Jv+w| < ||l |[w|| Vv,w eV (sub-additivita).

Uno spazio vettoriale V' dotato di una norma || - || & detto spazio vettoriale normato

e viene indicato tramite la coppia (V)| - ||).

Esempio 2.1.2 (Norma di Frobenius). Sia M, (R) ={ X = [X;;] | X;; e R, 1 <4, <n}.
Data X € M,(R), definiamo

n 1
X0 = (> x2)*
ij=1
(M, (R),|| - ||) ¢ il prototipo di spazio normato.

Definizione 2.1.2 (Esponenziale di una matrice). L’esponenziale di una matrice
X € M,(R) ¢ definita come

1 1

— X . X2 X3 = i
expX =¥ =14 X4 X2 4 X0 4 _§‘ Oj T (2.1)
‘7:
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Useremo indistintamente la notazione expX oppure e*.

Esempio 2.1.3. Se X = O,, (matrice nulla), allora:

Se invece X = x1,, x € R, allora:

Affinché la definizione (2.1])) abbia senso sempre, occorre verificare che eX € M, (R)

oppure, equivalentemente, verificare che la serie di matrici

20

=0
sia convergente nello spazio vettoriale normato (M,(R),| - ||), cioé:

k )
j
lim £ =A AeM,(R)

k—o00 < ]'

Definizione 2.1.3 (Algebra normata). Un’ algebra normata (V- ||-||) ¢ uno spazio

vettoriale normato (V|| - ||) su R che sia anche un’algebra (V,-) tale che:
|v-w| < v|||lw|| Vv,w € V (proprieta submoltiplicativa).

Esempio 2.1.4. (M, (R),-,| - |), dove - é la moltiplicazione usuale tra matricie || - || ¢
la norma di Frobenius (cfr. Esempio [2.1.2)), ¢ un algebra normata. Infatti, se X,Y €
M,(R), X = [z;],Y = [y;;], allora, utilizzando la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz:

(XY)5 = zayw)® < (Q_wh) () viy)

che implica:

IXYIP=) (X5 <> O« _uiy) =
ij ij k=1 k=1

= (D @) (D vi) = IXNIY-

ik=1 k,j=1
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Il che dimostra che vale la proprieta submoltiplicativa.

Proposizione 2.1.2 (Alcune proprieta di un algebra normata). Sia (V- ||-||) un’alge-

bra normata. Allora:
(a) Sia a €V e s, una successione in'V. Se s, — s € V allora as,, — as;

(b) SiaaeV e s, una serie convergente. Allora:

[e.e]

aan = Zasn, Z(sna) = (Z Sn)@.

n

Dimostrazione. Per dimostrare (a), consideriamo la successione s, in V. Per ipotesi
s, converge a s € V, ossia

lim ||s,, — s|| = 0.
n—o0

Preso a € V, per 'omogeneita della norma:
lasn — as| = lal||sn — s

da cui

lim ||as, — as|| = lim |a|||s, — || = as.
n—oo n—oo

Proviamo ora la (b). Per ipotesi la serie > }'_, s, & convergente a s € V cioé

n n

E Sn:S:>hm||E sp — s|| = 0.
n—oo

k=0 k=0

Sia a € V, abbiamo

n n n
a lim Y s, — sl < tim (> s, —s)| = Lim |3 as, —as| =0
n—o0 k:() n—o0 n—o0 k:(]

k=0
OVVero
o oo
Zasn =as = CL(Z Sn)
k=0 k=0
Analogamente si dimostra I'altra uguaglianza. O]

Sia (V/ ||-||) uno spazio vettoriale normato. La serie > | s, ¢ detta assolutamente

convergente se la serie Y~ ||s,|| ¢ convergente.
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Definizione 2.1.4. Sia (V. ||-||) uno spazio vettoriale normato. Una successione {s, }nen
in V ¢ detta di Cauchy se:

Ve >0 3N € Nt.c Vn,m > N = |[|s, — sp| < e

Uno spazio vettoriale normato ¢ detto completo se ogni successione di Cauchy
{$n}nen € V & convergente ad un punto di V. Uno spazio vettoriale normato completo
é chiamato spazio di Banach, mentre un algebra normata completa é detta algebra
di Banach.

Proposizione 2.1.3. Sia (V,||-||) uno spazio di Banach. Sia {sp}nen una successione

in V. Allora ogni serie assolutamente convergente é convergente, ovvero:

oo o0
ZHan <00 = an < 0.
n=1 n=1

Dimostrazione. Sia € > 0 e siano p,q € N, p > ¢. Sia {Sp}ren la successione delle

.. h )
somme parziali, ovvero S, = > " _; s,. Si ha:

p p
1S, = Sall =11 Y sall < Y lisull <€ Vp,gNe.

n=q+1 n=q+1

Dove la prima disuguaglianza vale per la subaddittivita (essendo in uno spazio norma-
to), mentre l'ultima per ipotesi (serie assolutamente convergente). Segue allora che la
successione delle somme parziali {S;}reny € di Cauchy, ma essendo V' per ipotesi uno

spazio di Banach, la successione € convergente, cioé la serie > - | s,, & convergente. [
Corollario 2.1.2. Ogni serie assolutamente convergente in (M, (R), [|-||) é convergente.

Dimostrazione. Segue dalla proposizione precedente, in quanto (M,(R),|-||) & uno

spazio di Banach. O

Possiamo ora verificare che 'esponenziale di matrice definita in (2.1 & ben definita,
ossia eX € M, (R) VX € M, (R). Infatti:
k=1

)(k
K

= 1 = 1
EORIELES SRIPYIENE

k=1 k=1

Dove elXIl & I'esponenziale usuale di numeri reali. Ma allora la serie (2.1)) ¢ assoluta-

mente convergente e quindi convergente in M, (R) per la Proposizione [2.1.3
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Proposizione 2.1.4 (Alcune proprieta dell’esponenziale). Valgono i fatti sequenti:
1. Date A, B € M,(R) tali che AB = BA = &8 = ¢4eB;
2. e € GL,(R) VA € M, (R) (cioé e? & sempre invertibile);
3. LetX = XX =X X, VX € M,(R).

Dimostrazione. 1: Siano A, B € M,,(R). Poiché per ipotesi AB = BA, vale la formula:

(A4 B)kF = Zk: (’;)Aﬂ'Bk—ﬂ' => ST M ik

= (k=)

[e%e) k 1 o) 1 00 1
=33 AIBFI = ( fAJ') (Z —B’“) =
k=0 j=0 (k= 3)'7! §=0 J! k=0 k!
= edeP.

Dove la quarta uguaglianza segue dal prodotto di Cauchy []

2: Per la 1, si ha e?=4 = efe™4, allora

-1
ovvero e € GL,(R). Inoltre (e?) " =e .
3: Essendo e = Y77 £(¢tX)* una serie convergente, ¢ derivabile termine a termine,

ossia;:

d =1 . 1d
— Yy —(tX)F =) ——(tX)"
dzk( ) Zk!dt( )

'Prese due serie assolutamente convergenti Z 0k =a, Y oo j—obj = b = laserie prodotto converge
assolutamente, cio¢ Y7 ajby_; = ab
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Allora:

dove I'uguaglianza
2 Loy Lo
X +tX +§tX —|—~-~:X[In+tX+§tX +...]

vale per la (b) della Proposizione

Analogamente si dimostra che:

ietx =X X, O
dt

Osservazione 2.1.3. Con ragionamenti analoghi si puo definire eX con X € M,(C) e

verificare che soddisfa proprieta analoghe a quelle fin ora viste.

Richiami di Algebra Lineare

Prima di vedere alcuni utilizzi dell’esponenziale di una matrice, occorre richiamare

alcune nozioni di algebra lineare.

Definizione 2.1.5. Siano A, B € M,,(C),n > 1. A, Bsidicono similise 35 € GL,(C)
tale che
B=S"1AS

Diremo che A, B sono unitariamente simili se sono simili e se S € U(n), dove:
Un)={Ue€GL,(C) |UU*=U*U =1,} (matrici unitarie)

con U* =T (coniugata della trasposta).
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I seguenti due Lemmi sono provati in [9] p.285]

Lemma 2.1.1. Data X una malrice antistmmetrica di ordine n > 2 e dato
{i01,—064,...,10,,—16, } Uinsieme di tutti i suoi autovalori, esistono una matrice or-

togonale P e una matrice diagonale a blocchi E definita da

Es

tali che X = PEPT.

Lemma 2.1.2 (Teorema Forma Canonica Ortogonale). Data R € SO(n), esistono

una matrice ortogonale P e una matrice diagonale a bloccht D definita da

D,

D— : - D, — cosf; —sinb; <9 <n
sinf; cosb;

tali che R = PDPT.

Teorema 2.1.1 (Di Shur). Ogni A € M, (C) ¢é unitariamente simile ad una matrice

triangolare superiore:

dove i \; € C, j =1,...,n, sono gli autovalori di A.

Dimostrazione. Dobbiamo provare che VA € M, (C), 3U € U(n) e T matrice triango-

lare superiore tale che
A=UTU"

Dimostriamo I'asserto per induzione su n.

Per n = 1 non ¢’é nulla da dimostrare.
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Supponiamo per ipotesi induttiva che l'asserto sia vero VG € M,,_1(C). Sia A € M, (C).
Poiché il polinomio caratteristico relativo ad A é un polinomio in C, per il teorema
fondamentale dell’algebra esso ammette almeno una radice in C, ovvero 3\; € C auto-
valore di A. Sia z; € C" 'autovettore associato a \; che, senza perdere di generalita,
possiamo supporre unitario (in caso contrario infatti sara sufficiente normalizzarlo).

Consideriamo la base ortonormale di C" contenente x;:

BI{Il,Ug,...,’Un}

e I'applicazione lineare A: C* — C", A(z) = Az.

Consideriamo C' = {ej,...,e,} la base canonica di C" (anch’essa ortonormale), e sia
S € U(n) la matrice di passaggio dalla base  a quella canonica(S ¢ unitaria in quanto
entrambe le basi sono ortonormali). Allora rispetto a 3, Poperatore A ha la seguente

matrice associata:

A= S51AS = 5 AS = 5" AS

Essendo x; un autovettore per A, si avra che:

A/

dove B € M, _1(C). Per ipotesi induttiva B ¢ unitariamente simile ad una matrice
triangolare superiore T" e quindi 3Q € U(n) tale che Q*BQ = T. Definiamo
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Si vede immediatamente che Z € U(n). Ponendo U = SZ si ottiene:

Al * ... %

U AU =

Da cui la tesi. O
Data A € M, (C), diremo che A & normale se AA* = A*A.

Esempio 2.1.5.

1. Una matrice hermaitiana, ovvero tale che A = A* é normale;
2. una matrice anti-hermitiana, ovvero tale che A = —A* é normale;
3. le matrici unitarie sono normali;

4. le matrici simmetriche ad entrate reali sono normali.

2.2 'Traccia, determinante e esponenziale

di una matrice

In questo paragrafo vedremo alcune applicazioni dell’esponenziale di una matrice defi-

nita in (2.1).

Proposizione 2.2.1. Sia X € M,(C), allora tr(X) = Y, N, dove \; € C,

1=1,...,n, sono gli autovalor: di X.

Dimostrazione. Sia X = (z;;). Ricordiamo che ¢r(X) = >  x;, inoltre VX,Y €
M, (C), tr(XY) = tr(Y X), da cui segue anche che matrici simili hanno stessa traccia.
Poiché X € M, (C), per il teorema (2.1.1)) 35 € U(n) tale che:

)\1 * *

)\2 ce *
S*XS = _
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dove \; € C,7=1,...,n, sono gli autovalori di X. Segue dunque:
tr(X) =tr(S*XS) =) A O
i=1

Osservazione 2.2.1. La proposizione precedente rimane vera anche se X € M,(R), in
particolare tr(X) € R, anche se gli autovalori A\; potrebbero appartenere a C, ma in

questo caso sono complessi coniugati.

Proposizione 2.2.2. Sia X € M,(R). Allora

det(eX) = "), (2.2)
Osservazione 2.2.2. Al primo membro dell’equazione (12.2)) abbiamo il determinante

di e* € M,(R), mentre al secondo membro abbiamo ’esponenziale usuale di numeri
reali, infatti tr(X) € R.

Dimostrazione. Supponiamo inizialmente che X € M, (R) sia triangolare superiore,

ovvero
/\1 * c. *
0 0 A\,
Allora
A’f */ >|</ 2:_? >l<// *//
’ k "
< xF 1|0 N * (o % *
X _ _ _ k! _
B I o -] -
k=0 k=0 : k=0 | °
k
0 0 Ak 0 0
eM *x ... *
0 e *
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da cui
)\1 " "
e * ..k
"
0 e ... x n N
det(e®) = det | = H N = e hi = gt X
0 ... 0 et

dove I'ultima uguaglianza é garantita dalla Proposizione (2.2.1)).
Sia ora X € M, (R) arbitraria. Per il Teorema (2.1.1)) 3A € U(n) tale che

AT'XA=T

dove T' ¢ una matrice triangolare superiore con la diagonale principale formata dagli
autovalori di X. Si ha

— 1 — 1
x4 -1 —1yk
=D GATXA =) S (ATIXRA), (2.3)
k=0 k=0
per la parte (b) della Proposizione vale inoltre:
Ly X —1,X
doAIXRA) = AT (Y Sr)A= ATl A (2.4)
k=0 k=0
Unendo la (2.3) e la (2.4)) si ottiene:
AT XA = A1 X 4, (2.5)

Fatte queste considerazioni e avendo dimostrato che la tesi del teorema vale per le
matrici triangolari superiori,(ricordiamo che A™'X A ¢ triang. sup.) possiamo infine

calcolare det(e):
det(eX) = det(A'eXA) = det(e? X4) = (AT XA) = (r(X)

che é quello che volevamo dimostrare. O

Corollario 2.2.1. ¢* € GL,(R), VX € M,(R).
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Dimostrazione. Per il teorema precedente, si ha:
det(eX) = ") £, VX € M,(R).

Essendo il secondo membro ’esponenziale usuale di numeri reali. O

Corollario 2.2.2. Data X € M,(R), allora c(t) = X ¢ una curva in GL,(R) tale
che ¢(0) =1, e d(0) = X.

Pid’ in generale, YA € GL,(R) e VB € M,(R), ¢(t) = Ae'*™'B ¢ una curva in GL,(R)
tale che c(0) = A e ¢(0) = B.

Dimostrazione. Sia X € M,(R). Notiamo subito che, per come é definita la curva e

per la (2.1)):

c(0) =% = 1I,,.

Per definizione di vettore velocita di una curva su una varieta e applicando la (3) della

Proposizione [2.1.4] si ottiene:
d(0) = —e =g = X |mg = X = XTI, = X.

Analogamente si ottiene la seconda parte del teorema. O]

Corollario 2.2.3 (Differenziale del determinante). Sia f: GL,(R) — R, f(A4) =
det(A). Allora
for: Mp(R) =R, f,,(B) = det(A)tr(A™'B). (2.6)

Dimostrazione. Sia c(t) = Ae” 'B* una curva tale che ¢(0) = A4, ¢(0) = B. Dalla

definizione di differenziale si ha:

For(B) = (F 0 )/(0) = Sdet(ActP)],_q = det(4) 5 det(e* )|y

Applicando la (2.2) si ottiene:

det(eA_lBt) _ etr(A_lBt) _ etr(A_lB)t.

Ovvero:

d . d o
fas(B) = det(A)%det(eA B = det(A)%e”(A B,y
= det(A)tr(A7'B)e™ B, = det(A)tr(A'B).
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Esempio 2.2.1. Dimostriamo in una maniera alternativa che SL,(R) ¢ una sottova-
rieta di GL,(R). Ricordiamo che

SL,(R)={Ae€GL,(R) | det(A)=1}.
Consideriamo 'applicazione C'*°
det: GL,(R) = R, A det(A).

Allora SL,(R) = det*(1). Dimostriamo che 1 € V Ry.;. Per definizione, 1 ¢ un valore
regolare se VA € det~'(1), A & un punto regolare per det, cioé det,4 ¢ suriettivo. Ab-
biamo dimostrato che (cfr. Corollario [2.2.3), VB € M,(R) = T;GL,(R), I'espressione
del differenziale é

det, A(B) = det(A)tr(A™'B).

Sia quindi ¢ € R. definisco la matrice B € M, (R) come

B =—-A.

n

Allora
det, 4(B) = det(A)tr(A™'B) = det<A)tr(A-1§A) =

che prova la suriettivita. Per il teorema (1.3.2)), SL,(R) & una sottovarieta di GL,(R),
con dimSL,(R) =n? — 1. Sempre per il teorema ((1.3.2), si ha

T;SL,(R) = kerdet,;
cioé X € T;SL,(R) ¢ tale che det,;(X) = 0, allora
0 = det,;(X) = (detDtr(I*X) = tr(X)

ovvero

T;SL.(R) = { X € M,(R) | tr(X) =0}. (2.7)
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SL,(R) & uno spazio connesso, infatti dall’algebra lineare sappiamo che una matrice

X € SL,(R) si puo scrive come

T

X =]+ acEsy,) (2.8)

k=1
dove gli a; € R, mentre le matrici £;; sono tali che F;; X ¢ la matrice con entrate
nulle tranne nella j-esima riga in cui ¢ presente i-esima riga di X e X E;; ¢ la matrice

con entrate nulle tranne nella i-esima colonna in cui é presente j-esima colonna di X.

Definendo la curva ¢(t) come

r

C(t) = H(In + aktEikjk)'

k=1

Allora ¢(0) = I,, e ¢(1) = A, il che prova che SL, (R) ¢ connesso per archi.

Esempio 2.2.2. Consideriamo 'insieme
SO(n) ={Ae€O(n)|det(A) =1}

il gruppo lineare speciale ortogonale. Dimostriamo che SO(n) & una sottovarieta (quin-
di un sottogruppo di Lie) di O(n). Per farlo é sufficiente dimostrare che SO(n) é una
componente connessa di O(n)ﬂ Vn > 1, il che proverebbe che é un aperto di quest’ul-
timo e quindi una sottovarieta.

Sen =1, SO(1) = 1. Supponiamo n > 2, e sia A € SO(n).

Per il Teorema della forma canonica ortogonale(cfr. Lemma[2.1.2) esiste P € O(n) tale
che

I, * ... %

0o —-I, ... %
prap=| " T l=q

: P

0 ... 0 P

conn=p+q+2ke
P — c?s 0, —sind; .
sinf; cosb;

!Dalla topologia, sappiamo che una componente connessa C di uno spazio M é sempre chiusa.
Tuttavia, se M é una varieta topologica, si ha che C & anche aperta.
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Notiamo che A = PQP~!. Poiché det(A)=1, le matrici del tipo —I, devono essere di

ordine pari, cioé ¢ = 21, allora

-1 0 ... cosT —sinm
0o -1 ... sinm  cosT
-1 0 : cosm™ —sinm

0 -1 sinm  cosTm

I, 0
0 —1,(t
c(t)=P o) P (2.9)
Pi(t) 0
0 Pi(t)
dove
costm —sintmw
sintmr  costmw 0. —<intoh.
I, = | L P() - c?s ] sin t0; |
: costm —sintm sintf;  costl;

sintm  costmw

Ovviamente ¢(t) € SO(n) Vt € R. Allora ¢(0) = I,, ¢(1) = A e quindi SO(n) é

connesso per archi.

Supponiamo per assurdo che esista B € O(n), con det(B) — 1, tale che esista una curva
~(t) tale che v(0) = I e (1) = B, poiché ~(t) é continua, esistera t, € R tale che
det(y(to)) = 0, ma questo ¢ assurdo. Quindi SO(n) ¢ una componente connessa di

O(n). Per lo stesso motivo si ha che
T;,S0(n) =T;,0(n) ={X € M,(R) | X = -X"}.

SO(n) é inoltre compatto, infatti & chiuso in O(n) poiché controimmagine di un chiuso

tramite un applicazione continuaE]

2Ricordiamo che un chiuso di uno spazio compatto & compatto



Capitolo 3

Algebre di Lie

Sia V' uno spazio vettoriale su un campo K, e sia

[, ]: VXV =V
un’applicazione, detta bracket (o commutatore), tale che:
(L1) [-,-] é bilineare ;
(L2) [-,-] & antisimmetrica, ovvero [v,w] = —[w,v], Vo,w € V ;
(L3) soddisfa 'identita di Jacobi, ovvero:

[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u,v]] =0 Vu,v,w € V.

Diremo che (V,[-,-]) é un’algebra di Lie.
La condizione (L.2), nel caso in cui il campo K abbia caratteristica diversa da 2, puo

essere espressa nella seguente maniera equivalente:
(L2)’ [v,0] =0Vv e V.

Infatti se [, ] soddisfa la (L2), allora in particolare [v,v] = —[v,v], da cui 2[v,v] =0
ovvero [v,v] = 0.

Viceversa se vale la (L2)’, allora, grazie alla bilinearita di [-, -] si ha:

0=[v+w,v+w]=[v,v] + [v,w] + [w,v] + [w,w] = [v,w] + [w, V]

43
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ovvero [v,w] = —[w,v] Yv,w € V.

Data un’algebra di Lie (V,[-,-]), ¢ immediato verificare che
[v,0] =[0,v] =0, VYveV.
Esempio 3.0.1. Sia K = R, consideriamo 'applicazione prodotto vettoriale:
AR xR R (1) = zAy

definita da:
T ANy = (T2ys — Tay2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1) (3.1)
con r = ('I'lvaaxS) y Y = (ylayZ:yS)-

(R3,A) ¢ un’algebra di Lie, infatti ¢ immediato verificare che A soddisfa le proprieta
(L1) e (L2). Inoltre vale I'identita di Jacobi, infatti: osserviamo prima di tutto che,

facendo alcuni calcoli, risulta:
TA(YN2)=(v-2)y— (v -y)z Va,y,z€ R (3.2)

Dove - indica il prodotto scalare canonico su R3.

Si ha dunque, utilizzando la (3.2):

cA(yNz)=(z-2)y—(z-y)z (3.3)
yANzAz)=(y-x)z—(y-2)x (3.4)
A (@ Ny)=(2-y)

8
|

—~

N

8
~—
<
~~

w

(&)
~—

Sommando termine a termine le equazioni (3.3), (3.4), (3.5) si ottiene proprio 'identita

di Jacobi, ovvero:
cA(YANz)+yA(zAz)+zA(zAy)=0.

Esempio 3.0.2. Sia K = R e V = M,(R). Date X,Y € M,(R), definiamo il
commutatore di X,Y come:
[X,Y] = XY — YX.

Allora (M, (R),[,-]) & un’ algebra di Lie.
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Esempio 3.0.3. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. E’ sempre possibile
definire il bracket:
[z,y] =0 Vz,yeV.

E’ immediato verificare che il bracket cosi definito soddisfa le leggi (L..1), (L.2), (L.3) e
che quindi (V,[-,+]) é un algebra di Lie, chiamata anche struttura abeliana di algebra di

Lie su V. In particolare, un campo K puo essere visto come un’algebra di Lie abeliana.

Esempio 3.0.4. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K, e sia End(V') o spazio

vettoriale delle applicazioni lineari da V' in se stesso. Definiamo 'applicazione:

[, ]: End(V) x End(V) — End(V)
(f,9) = [f,gl=fog—golf.

Tale applicazione soddisfa le proprieta (L1), (L2), (L3), infatti:

e Vf.ghe€ End(V)e Yx eV,

per Parbitrarietd di x € V, vale dunque [f, g + h] = [f, g] + [f, h]. Analogamente
si dimostra che [f+g,h| = [f, h]+]g, h] e che VA € K, [Af, g] = [f, A\g] = Alf. g],
Vf,g € End(V), e dunque vale la (I.1);

e Si verifica immediatamente che Vf, g € End(V), vale che

e quindi ¢ soddisfatta la (L2);
e Vf g ,h € End(V), si ha:
[f.lg. W] = fogoh—fohog—gohof+hogof (3.6)
[9:[h, fll=gohof—gofoh—hofog+ fohog (3.7)
[h,[f. gl =hofog—hogof—fogoh+gofog (3.8)
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sommando termine a termine le equazioni (3.6), (3.7) , (3.8) si ottiene l'identita
di Jacobi.

Ergo (End(V),]-,-]) & un algebra di Lie, chiamata algebra lineare generale, e viene de-

notata con gl(V).

Esempio 3.0.5. Sia M una varieta differenziabile e X(M) lo spazio dei campi di vettori

C*, che abbiamo definito nel Capitolo 1. Definiamo 'applicazione
[, ' X(M) xX(M) - X(M), [X,)Y]=XY-YX (3.9)

tale che
(X Y] (f) = X, (Y ) = Yo(X[), VfeCr(M) (3.10)

con X f,Y f definiti da (1.7). La definizione é ben posta, ovvero [X,Y], € T,M,
infatti ¢ lineare e soddisfa la regola di Leibniz. Inoltre, utilizzando la Proposizione
(1.2.2), si prova che [X,Y] € X(M). Attraverso semplici calcoli si prova che [, |
soddisfa le leggi (L1),(L2),(L3) e che quindi (X(M), [, ]) é un’algebra di Lie.

Siano V=(V,[-,]), V’= (V' [-,+]') due algebre di Lie. Un omomorfismo di

algebre di Lie é un applicazione lineare
OV -V
che conserva il bracket, ovvero tale che:
O([v,w]) = [®(v), P(w)], Yv,we V.

Un isomorfismo di algebre di Lie é un omomorfismo di algebre di Lie biettivo. Due
algebre di Lie V e V’ si dicono isomorfe se esiste ®: V. — V? isomorfismo di algebre
di Lie.

Esempio 3.0.6. Consideriamo ’applicazione tra ’algebra di Lie V e 'algebra lineare

generale gl(V)

ad: V= gl(V), v adv)(w) =[v,w] Vo,w € V (3.11)
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ad ¢ un omomorfismo di algebre di Lie. Infatti é lineare per la bilinearita del commu-

tatore, e inoltre conserva quest’ultimo, cioé vale che
ad([u,v]) = [ad(u),ad(v)], Yu,v € V.
Infatti, considerati u,v € V e il loro commutatore [u,v], Yw € V si ha
ad([u, v])(w) = [[u, v], w]
dall’altra parte abbiamo

lad(w), ad(v))(w) = (ad(u) o ad(v))(w) — (ad(v) o ad(u)) (w)

= [u7 [U7wH - [U7 [uv w]]

Grazie alla regola di Jacobi applicata ai vettori u,v,w € V e all’antisimmetria del

commutatore, otteniamo 'uguaglianza cercata:
Huv U]v w] = [u7 [U, w]] - {Uu [U> w]]

L’applicazione lineare ad(v) € gl(V), immagine di v € V tramite ad, ¢ chiamata

applicazione aggiunta, e viene indicata con ad,,.

Definizione 3.0.1. Sia V un’algebra di Lie. Una sottoalgebra di Lie H di V ¢
un sottospazio vettoriale H C V chiuso rispetto al commutatore, ovvero Vx,y € H,

[z,y] € H. In particolare una sottoalgebra di Lie ¢ un algebra di Lie.

3.1 Algebra di Lie di un gruppo di Lie

Quello che ci proponiamo di fare in seguito ¢ costruire un algebra di Lie, che indicheremo

con g, a partire da un gruppo di Lie GG, in modo tale che g si "ricordi" del gruppo G.

Definizione 3.1.1. Sia G un gruppo di Lie e X € X(G) un campo di vettori. Diremo
che X é invariante a sinistra se il suo pushforward tramite la traslazione a sinistra

coincide con X stesso, ovvero:

LaX =X, VYged. (3.12)
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Valgono le seguenti proprieta

Proposizione 3.1.1. Se X,Y sono campi invarianti a sinistra, allora
o X +Y éinvariante a sinistra;
e \X ¢ invariante a sinistra;
e [X.Y] ¢ invariante a sinistra.

Dimostrazione. Le prime due proprietd derivano dal fatto che il differenziale ¢ un ap-
plicazione lineare. La terza si dimostra utilizzando il fatto che L, ¢ un diffeomorfismo,
infatti si puo dimostrare (cfr. Proposizione che se F': N — M ¢ un diffeomorfi-
smo tra varieta differenziabili, allora dati X,Y € X(M) e [X, Y] definito nell’Esempio

3.0.5, vale che
F.[X,Y] =[F.X, F.Y].

In particolare quindi vale per Lg, e quindi dati X,Y campi invariati a sinistra si ha
Lo [X,Y] =[LgX, LY] = [X,Y]. m

Indicheremo con L(G) lo spazio dei campi di vettori invarianti a sinistra. Grazie alla
precedente proposizione, (L(G),[, |) con [, | definito nell’Esempio ¢ un algebra
di Lie, detta algebra di Lie del gruppo di Lie G, che indicheremo con g. Il seguente
teorema che dimostriamo mostra che L(G) come spazio vettoriale ¢ isomorfo a T.G,
dove e € GG & 'elemento neutro del gruppo di Lie G, e che quindi é possibile dotare
T.G di una struttura di algebra di Lie, che sara isomorfa a g. Questo ci permettera di

descrivere in maniera esplicita I’algebra di Lie di un gruppo di Lie.

Teorema 3.1.1. Dato G un gruppo di Lie. Lo spazio IL(G) é isomorfo (come spazio
vettoriale) a T,G. Di consegquenza, dimL(G) = dimG.

Dimostrazione. Definiamo 'applicazione
¢: T.G - L(G), X—oX)=X (3.13)

con X; = Lg..X, Vg € G. Verifichiamo che
e & ¢ ben definita, ovvero X’ ¢ un campo di vettori C*° invariante a sinistra;

e ® ¢ lineare e biettiva.
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Proviamo che ® & ben definita. Dapprima dimostriamo che X’ ¢ invariante a sinistra,

cioé occorre verificare Vg, h € G, che
(Lg X = X,
Per fare cio é sufficiente provare che vale la seguente relazione Vg, h € G :
Lgn X}, = X (3.14)

Infatti, supponendo vera la relazione precedente, dalla definizione di pushforward e dal
fatto che L, " (h) = g~'h si ottiene

Ly X'(h) = Lywy-1n X1, = Xlgor = X

g*g—

Proviamo quindi la (3.14)):

Ly Xh = Lyai(LneX) = (L © Lnne)(X) = (L © Lo (X)
= Lgh*e(X) = X;h.

L’uguaglianza (*) vale per la regola della catena definita nel Capitolo 1. Dimostriamo
ora che X’ € X(G), che per la Proposizione (1.2.2), equivale a dimostrare che Vf €
C>(G), X'f € C*(G). Sia g € G, allora X'f(g) = X f. Dato X, € T.G, sia c una
curva su G tale che c(o) = e e ¢(0) = X, e definiamo la curva y(¢) su G nel modo

seguente
1(t) = ge(t) = Ly(c(t)).

Con semplici calcoli si vede che v(0) = g e 7/(0) = X;. Vale inoltre

X =7/ 0)f = va(410) £ = 22D )

Dove l'ultimo termine indica la derivata usuale in R della funzione

Gy (—6,6) = R, Gy(t) = (f o) ().

Quest’ultima ¢ C°° poiché composizione di applicazioni C*°, e quindi anche la sua
derivata, ovvero X f lo ¢ Vg € G, questo prova che X f ¢ C*. In particolare, quindi,
L(G) ¢é una sottoalgebra di Lie di X(G).
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Dimostriamo ora che ® é isomorfismo. Siano X, Y € T.G e A\, u € R, allora Vg € G
(AX + MY); = Lpe ANX + 1Y) = ALgue X' + LY’ = )\X; + uY;]’
il che prova che ® ¢é lineare. Definendo poi 'applicazione lineare
I.: L(G) > T.G, I.(X)=X..

Si prova con semplici calcoli che I, é proprio I'inversa di @, che quindi ¢é biettiva. [

Possiamo ora introdurre una struttura di algebra di Lie su 7T.G, definendo il com-

mutatore tra X,Y € T.G nella maniera seguente:

X,Y] = [X", V.. (3.15)
Dove [, ] al secondo membro ¢ il commutatore definito su X(G). In questo modo
(T.G, [, ]) e X(G) sono isomorfe come algebre di Lie, e vengono entrambe indicate con

g.

Esempio 3.1.1. Consideriamo G = GL,(R), e sia I, € GL,(R) la matrice identita.
Essendo G un aperto di M, (R), si ha che T;GL,(R) = T; M, (R) = M, (R). Dimostria-
mo che algebra di Lie g;(R) = (T;GL,(R),[, ]) del gruppo di Lie G altri non ¢ che
I'algebra di Lie del gruppo delle matrici M, (R), ovvero il commutatore definito su g
tramite la coincide proprio con il commutatore tra matrici, definito nell’esempio
(13.0.2).

Iniziamo con l'osservare che il differenziale di L, Vg € GL,(R) é dato da

Lge: T\GL,(R) — T,GL,(R), VA€ T,GL,(R)

(3.16)
A~ gA
Vogliamo dimostrare quindi che VA, B € T;GL,(R)
|A,B] = [A", B']; = AB — BA. (3.17)

Sia X € @, allora X = (z;;), possiamo introdurre un sistema di coordinate globali

(G, ) dove ¢ in componenti é data da

xij(X) =x, Vi,j=1,...,n.
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Di conseguenza un vettore A € TyGL,(R) ~ M, (R) si scrive come
- 0
i.j

Dati quindi A, B € T;GL,(R), abbiamo

/ / . a
(A, B] = [A', B]; = Z Cij%’]

ij=1

dove ¢;; = [A', B'];(x"). Utilizzando la definizione di commutatore tra campi di vettori

otteniamo
[A', B|;(27) = A}(B'z") — Bj(A'z") = A(B'z") — B(A'z"). (3.19)

Scriviamo espressamente B'z" che ricordiamo essere una funzione C* da GL,(R) in
R. Sia g € GL,(R)

B'z"(g) = B;xij = (Lg*IB)xij

= (3 (9B zorgly)a? (3.20)
k=1
= (9B)y;-

Se quindi g = (g9);; e B = ()45, la (3.20) diventa
B'z(g) = (9B)ij = Zgz’kbkj = ink(g)bkj~
k=1 k=1
Da cui ricaviamo, facendo variare g € GL,(R)
B'z" ="y, (3.21)
k=1

Analogamente si ricava

Az = Z ™ ay;. (3.22)
k=1
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Sostituendo le espressioni (3.21)) e (3.22)) nell’equazione (3.19) otteniamo
A, B)i(a) = A(B'z) — B(A'zY)

E l,zkbk] E :L,zkakj

Sostituiamo A, B con le relative espressioni fornite dalla (3.18)), ottenendo

[A/ _ Z Zlflkbk] Z xzkak]

= (Z pq8 pq mebk] (Z bm%h)(z; kaa/ﬂj)

P,q
_Zzapq k]a pq ZZ Tgak]a rs
p,q k=1 rs k=1

= Z azkbkj Z b,kak] AB BA)

Che ¢ quello che volevamo dimostrare.

Notiamo inoltre che da g;(R) ¢ possibile "ritornare" al gruppo GL,(R),
grazie all’esponenziale di matrici vista nel Capitolo 2, infatti abbiamo dimostrato che
VX € M,(R), eX € GL,(R).

Sia ora F': H — G un omomorfismo di gruppi di Lie, e sia ey € H ’elemento
neutro di H. Il differenziale F,. ¢ un’applicazione lineare tra 7., H e T, ,G. Definiamo
I’applicazione

F.:L(H) - L(G), F.X = (F..X.) (3.23)

dove (F,.X.) & I'immagine di (Fi.X.) tramite Iisomorfismo definito in (3.13)). Chia-
meremo F, X il pushforward di X tramite 'omomorfismo F'. Nel Capitolo 1 abbiamo
definito il pushforward di un campo di vettori X tramite un diffeomorfismo tra varieta

differenziabili. La relazione tra queste definizioni ¢ espressa dal seguente

Teorema 3.1.2. Sia F': H — G un isomorfismo di gruppi di Lie, ovvero un omo-
morfismo di gruppi (algebrici) che é un diffeomorfismo tra le varieta H e G, e sia
X € L(H). Allora il pushforward di X tramite F coincide con il pushforward di X

come campo di vettori tramaite il diffeomorfismo F.
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Dimostrazione. Sia F,X il pushforward tramite il diffeomorfismo F di X € L(H).
Presi g € G e h = F~!(g), per la Definizione abbiamo

F.X(g) = FuXp = FapLpwe Xe = (F o Ly),, X. (3.24)

dove (*) vale poiché X ¢ invariante a sinistra. Non & difficile far vedere che un

omomorfismo commuta con la traslazione a sinistra, ovvero vale la relazione
FOLh:LF(h)OF, Vh € H. (325)
Da questa osservazione, la (3.24) diventa

F.X(g) = (FolLy), Xe=(LrayoF),, X 5.26)
= Lpgyse(FeXe) = (FueXe)pp = (F.X)(9)

Poiché la relazione (3.26) vale Vg € GG, abbiamo la tesi. O

Proposizione 3.1.2. Sia F': H — G un omomorfismo di gruppi di Lie. Valgono i

sequenti fatt:
1. F,X ¢ F —related a« X, VX € L(H);
2. Fooe: T.H — T.G & un omomorfismo di algebre di Lie.

Dimostrazione. 1. Sia h € H e X € L(H). Seguendo i ragionamenti fatti nella

dimostrazione della proposizione precedente si ha

FapnXp = Fa(Lpse Xe) = (F o Lh)*e Xe = (LF(h) © F)
= LF(h)*e(F*eXe) = (F*eXe)/F(h) = F*X(h)

*e

2. Osserviamo innanzi tutto che dalla Proposizione [1.2.3] segue facilmente che dati
X,Y € X(H) due campi F—related rispettivamente a X', Y’ € X(G), allora il com-
mutatore [X,Y] € X(H) ¢ F—related a [X',Y’] € X(G). Infatti data g € C®(H) si
ha

[(X,Y](go F) =X(Y(go F)) = Y(X(go F)) = X((Y'g)o F) = Y((X'g) o F)
=(XY'g)oF—(Y'X'f)oF =([X",Y']g) o F.
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Da questa relazione segue inoltre che se F' fosse un diffeomorfismo, dati X,Y € X(H)

vale che
F.[X,Y]| = [F.X, FY].

In particolare quindi tale proprieta vale anche per i campi invarianti a sinistra. Da
questa considerazione e dal punto 1 si ha che dati X, Y € L(H), [X,Y] & F—related a
[F.X, F.Y]. Questo significa che Vh € H vale la relazione

Fu[X,Y]h = [F.X, F.Y | pn). (3.27)

Tale relazione vale per h = e. Per il fatto che L(H) ¢ isomorfo a T, H, si ha che esistono
A, B tali che X = A’ e Y = B’. Da una parte quindi si ha

Foo([X,Y]e) = Fee([A', B'le) = Fie([A, B])

dall’altra per la (3.27)) e per la definizione (3.23)) si ha

Fo([X,Y),) = [F.X,F.Y]., = [F.A, F,B'], = [(FAY, (F.b)].
= [F.A, F,B].

Da queste ultime due relazione segue che F,e é un omomorfismo di algebre di Lie [

Teorema 3.1.3. Sia H un sottogruppo di Lie di GL,(R), allora la sua algebra di Lie
hi(R) = (TyH,[ , ]|) & una sottoalgebra di Lie di g;(R). In particolare VA, B € TrH,
st ha

[A, B] = AB — BA.

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla proposizione precedente, osservando che
I'inclusione canonica ¢ un omomorfismo iniettivo di gruppi di Lie, di conseguenza i, &

un omomorfismo tra le algebre di Lie associate a H e G, da cui VA, B € T.H
i.|A, B] = [i.A,i1,.B] = [A, B].

Quindi h algebra di Lie associata a H puo essere identificata come una sottoalgebra di

g, algebra di Lie associata a G. [
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3.2 Applicazione Esponenziale

Sia M una varieta differenziabile, p € M e X € X(M). Consideriamo una carta locale
(U, p) intorno a p, e supponiamo che ¢(p) = 0. Presa f € C°°(M), consideriamo il

seguente problema di Cauchy con incognita una curva ¢ in M:

diz(f c)(t) = Xc(t)(f) (3.28)

La soluzione di (3.28) ¢ chiamata curva integrale di X passante per p.

Sia ora GG un gruppo di Lie e X € g. Indichiamo con ®x la curva integrale tale che
®(0) = e € G e Py(t) = Xgq). Come soluzione di (3.28), @y (t) dovrebbe essere
definita solo in un intorno di 0 € R. Poiché X é invariante a smlstra, & possibile
estendere @ x(t) a tutto R. Infatti se ®x(t) é definita per ¢ < |e|, possiamo considerare
la curva

o(t) =Dx(e)Px(t —¢€), €<t<2e. (3.29)

Notiamo che ¢(e) = ®(¢). Inoltre si ha

do, d d
—rle= 2 x(x(t = ) = (Lay*)ax-0 5 Px(t — )l
= (L¢X(E)*)<I>x(t—e)X¢x(t—e) = Xox(0x(t—0) = Xe(t)-

Quindi () ¢ una curva integrale di X passante per e. Ma allora la curva

Bat) = {CI)X(t), t <|e|

o(t) e<t<2e

E’ una curva liscia e inoltre per quanto appena visto ¢ una curva integrale di X pas-
sante per e, definita nell'intervallo (—e¢,2¢). Per induzione quindi si puo ripetere il

ragionamento fatto estendendo Phix(t) a tutto R.
Proposizione 3.2.1. ®x(t) soddisfa le sequenti proprietd
1. Ox(t+s) = Dx(t)Px(s), per ogni t,s € R;

2. Oy (ts) = Oyx(s), per ogni t,s € R;
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3. La curva integrale di X passante per g € G ¢
P(t) = gPx(t) = Le(Px(1)). (3.30)
Dimostrazione. 1. Fissiamo t € R. Definiamo la curva

v(s) = Px(t + s).

Notiamo che v(0) = ®x (%) e v/(0) = ¥y (f) = Xp(), quindi v & una curva integrale di

X passante per @ (). Analogamente si dimostra che anche la curva
U(s) = Ox(D)Px(s)

é una curva integrale di X passante per @'y (). Per I'unicita della soluzione del problema
di Cauchy (3.28)) si ha v(s) = 9(s), questo Vi € R e quindi la tesi.

2. Si prova in modo analogo al punto 1, ponendo

A(s) = D (Fs)
$(s) = By (s)

e provando che sono entrambi curve integrali di X passanti per per e € G,V € R.
3. Dapprima notiamo che (0) = g®x(0) = g. Inoltre, presa f € C*°(G), si ha:

V() = bl T1() = (Lo Bx)u( ()
= Lyvoo (@xa( (1)) = Lgnano (Koo (1)
= Xo(f)

dove (%) & vera poiché X ¢ invariante a sinistra. Segue quindi la tesi dalla definizione

di curva integrale. O]

Per quanto appena dimostrato, I’applicazione

¢ un omomorfismo di gruppi di Lie. Per cio, ®x(R) & detto sottogruppo ad un

parametro di G.
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Definizione 3.2.1. L’applicazione esponenziale di un gruppo Lie GG é I'applicazione
definita da
exp: g = G, X — exp(X)=>x(1) (3.32)

Dove ®x ¢ il sottogruppo ad un parametro generato da X.
Teorema 3.2.1. L’applicazione exp definita in (3.2.1) ¢é tale che
1. exp(tX) = ®x(t) per ognit € R, X € g;
2. exp(t+ s)X = exp(tX)exp(sX) per ognit,s € R, X € g;
3. exp & un’applicazione C*;
4. exp € un diffeomorfismo locale intorno a 0 € g.

Dimostrazione. Le proprieta 1 e 2 discendono dalla Proposizione |3.2.1

3. Definiamo il gruppo di Lie G = G x T,G, con 'operazione definita da
(¢,Y) - (h,W) = (gh,Y+W), Vg heqG, Y/WEeTAG.

Sia X(gy) = (Y, 0), dove Y, ¢& definito tramite I'isomorfismo (3.13). X ¢ un campo di

vettori su G ed é invariate a sinistra, infatti
LigyyeX = (L. Y/, Ly.0) = (Y/,0) = X.
Sia Fx(t) la curva integrale di X passante per (g,Y’). Cio vuol dire che
Fx(t) = Xecw,  Fx(0) = (9,Y).

D’altra parte esiste una curva integrale gzﬁyq/(t) per Y/, passante per g € G. Di

conseguenza se si definisce la curva in G

si trova facilmente che c(0) = (g,Y) e ¢/(0) = (Y,,0). Ma allora ¢(t) ¢ una curva

integrale per X passante per (g,Y). Per l'unicita della curva integrale si ha
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Dal momento che Fy(t) dipende in modo C*° da Y, segue che anche ¢y, (¢) dipende in
modo C*° da Y. Ma allora exp(Y) = ¢y;(1) ¢ C* in Y. Per la generalita di g € G e
Y € T.G segue che exp é C*°.

4. E’ sufficiente dimostrare che il differenziale di exp in 0 € g non é singolare. Notiamo
prima di tutto che ¢ immediato verificare che exp(0) = e. Ricordando che g ¢ uno
spazio vettoriale (in quanto isomorfa a T.G), si ha g = Thg = To(T.G) = T.G. 1
differenziale quindi é

expos: 1.G — T.G

Usando la proprieta 1, la definizione di exp si ha, dato Y, € T,

d )
expo«(Ye) = %exp(tY)h) = Yeupo) = Ye = idr.q

il che prova che il differenziale non ¢ singolare. O

Cerchiamo ora di dimostrare che nel caso in cui G = GL,(R), 'applicazione espo-
nenziale coincide con ’esponenziale di matrici definita nel Capitolo 2.
Consideriamo dapprima un gruppo di Lie G. Grazie al punto 1 del teorema precedente,
VieReVX €g, exp(tX) = ®x(t) & un sottogruppo ad un parametro di G, generato
da X. In realta tutti i sottogruppi ad un parametro di G sono di questa forma, come

affermato dalla seguente

Proposizione 3.2.2. Ogni sottogruppo ad un parametro di un gruppo di Lie G ¢ della
forma exp(tX), per un certo X € g.

Dimostrazione. Sia ¢: R — G un sottogruppo ad un parametro di G, e consideriamo

il campo di vettori X = ¢’(0). Quello che vogliamo dimostrare é
p(t) = exp(tX).

Questo equivale a dimostrare che I'applicazione g: R — G definita da g(t) = exp(—tX)p(t)
é tale che
g(t) = exp(—tX)p(t) =e € G Vt € R.

Poiché ¢(0) = e, equazione precedente equivale a dimostrare che g non dipende da

dal parametro ¢, ovvero occorre dimostrare la seguente:

% (t) = 0. (3.33)
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Osserviamo prima di tutto che exp(—tX) = ®_x(¢). Si ha dunque

Sa(t) = Sern(~tX)e(t) = Tloeap(~(s + ) X)g(s +1)
= T loeap(—tX)ezp(~sX)p(s)e (1)

ds
= erp(—tX)( S loerp(~sX )o(s))e(t).

Da queste uguaglianze quindi deduciamo che dimostrale la (3.33)) equivale a dimostrare

che p
£\Oexp(—sX)g0(s) =0. (3.34)

L’equazione precedente non ¢ altro che il differenziale dell’applicazione p che definisce

il gruppo di Lie G, valutato in (e, e) € G x G, cioé

%|Oexp(_5X)¢(S) = ,U/*(e,e)(e‘rp<_SX)7 90(5» (335)

Calcoliamo quindi f(c ). Siano X, Y. € T.G e c(s) = (c1(s), c2(s)) una curva in G x G
tale che ¢(0) = (e, e), ¢(0) = (1(0), 4(0)) = (X, Ye), si trova

et (Xer o) = ol 0 0)(s) = S lo(er(s)es(s)

ds (3.36)
= (0)c2(0) + ¢1(0)y(0) = X, + Y.
Applicando quindi la (3.36]) a , otteniamo
d
@ ap(=5X)p(5) = ey eap(—sX). p(s)) = ~X + X =0,
che é quello che volevamo dimostrare. O

Corollario 3.2.1. Se G = GL,(R), allora lapplicazione esponenziale definita in
(3.2.1) coincide con l'esponenziale di matrici definita in (2.1)), ovvero VX € g; (R)

exp(X) = e*. (3.37)

Dimostrazione. Per la Proposizione precedente, sia exp(tX) che e'* sono sottogruppi
ad un parametro di G, tali che exp(0) = I = €°, e quindi per l'unicita della curva

integrale coincidono. O]
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Proposizione 3.2.3. Sia F': H — G un omomorfismo di gruppi di Lie, e siano expy

e expg le rispettive applicazioni esponenziali. Allora
Foerpy(X) = expy(F..X). (3.38)

Dimostrazione. Dobbiamo provare che il diagramma seguente ¢ commutativo:

h Fie g

ETPH le:cpg

H L@

Notiamo prima di tutto che, dato X € T.H, sia F(expu(tX)) che expq(F..(tX))
sono sottogruppi ad un parametro di G. Per dimostrare 'uguaglianza quindi, basta

dimostrare che entrambi sono generati dal campo F,.X. Immediatamente si vede che

d

O (eapePoclX)) g = & (eap6(tFue(X))) g = FicX.

D’altra parte, ricordando che expy(0) = e si ha

% ((Foexpy)(tX)),—g = Fee ((expn)y(tX)) = Fi. X.

Confrontando le precedenti equazioni si ottiene la tesi. O
Corollario 3.2.2. Se H ¢ un sottogruppo di Lie di un gruppo di Lie G, allora
erpa|n = expp.

Dal corollario precedente segue che per tutti i sottogruppi di GL,(R), 'applicazione

esponenziale & sempre ’esponenziale di matrici.



Capitolo 4
Suriettivita dell’esponenziale

In questo capitolo vedremo alcuni casi particolari in cui ’applicazione esponenzia-
le definita nel capitolo precedente é suriettiva, ovvero tale che exp(g) = G, dove G
é un gruppo di Lie e g la sua algebra di Lie. In piu’, basandoci sull’articolo [I]], mostre-
remo alcune formule che permettono praticamente di calcolare I’esponenziale di una
matrice.

Osserviamo prima di tutto il seguente fatto: sia G gruppo di Lie, e € G e sia G° la
componente connessa di e, ovvero il piu’ grande sottoinsieme connesso di GG che con-
tiene e. Essendo g Connessoﬂ si ha che exp(g) C G°. Da questo segue che condizione
necessaria affinché exp sia suriettiva é che G sia connesso. Tale condizione non € pero

sufficiente, come mostra il seguente

Esempio 4.0.1. Sia G = SLy(R) e exp: g;,(R) — G l'applicazione esponenziale
associata, che coincide con I'esponenziale di matrici per il Corollario Ricordiamo
che B € g;,(R) ¢ tale che tr(B) = 0. Consideriamo la matrice A € G definita da

-2 0
A:< )
0 —3
Dimostriamo che non esiste B € g, (R) tale che

exp(B) = P = A. (4.1)

Supponiamo per assurdo che esista B € g;, (R) tale che valga I'equazione precedente.

1Ogni spazio vettoriale topologico su un campo connesso ¢ connesso.

61
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Distinguiamo 2 casi:
Caso 1.  Supponiamo che B sia diagonalizzabile si R e siano A;, Ay i suoi

A2

autovalori. Si ha allora che eM,e sono gli autovalori della matrice

A = eP. Infatti, sia v un autovettore di B con autovalore \, allora
Bv =M = B"v = \"v

da cui segue

Av =ePv = (Z ,—‘)U = Z f'(B]v) = (Z 7)1} =M.
j=0 J: j=0 J: j=0 J:

Ma gli autovalori di A sono -2 e —%, da cui si avrebbe 'assurdo

1
)\1 = —2 )\2 = — .
e , € 5
Caso 2. Supponiamo che B non sia diagonalizzabile su R. Siano allora

a e @ gli autovalori complessi e coniugati di B. Allora come sopra e* e e® sono

gli autovalori di A, cioé

e =2 %= ——.
2
D’altra parte pero si ha I'assurdo
1
2=l = e = =.
2

Dal fatto quindi che exp(g) generi la componente connessa G¢ di G, nascono 2

problemi di particolare interesse:
1. Determinare delle condizioni sul gruppo G affinché exp sia suriettiva.
2. Determinare 'immagine exp(g) dell’applicazione esponenziale.

In [6, pp. 135 e 147] viene dimostrato il seguente teorema, che asserisce che se il gruppo

di Lie é connesso e compatto, I’applicazione esponenziale é suriettiva:

Teorema 4.0.1. Se G ¢ connesso e compatto, allora 'applicazione esponenziale é

suriettiva.

Un gruppo di Lie (connesso) tale che G = exp(g) si dice esponenziale.
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Esempio 4.0.2. Per il precedente Teorema, SO(n) é esponenziale.

La compattezza del gruppo di Lie ¢ invece una condizione sufficiente, ma non ne-
cessaria, infatti piu’ avanti dimostreremo che il gruppo Euclideo speciale SE(n),
composto dalle isometrie di R™ che preservano I'orientazione, non & compatto, tuttavia
I’applicazione esponenziale é suriettiva.

Altro problema interessante é trovare una formula per 'applicazione esponenziale. Ve-
dremo che quest’ultima esiste per i gruppi di Lie SO(n) e SE(n) chiamata formula di
Rodrigues, e mostreremo qualche esempio concreto di come ricavarla nei casi n = 2

en—=3.

4.1 Formula di Rodrigues per SO(n)

Consideriamo G = SO(n). Abbiamo gia dimostrato che é compatto e connesso, quindi
I’applicazione esponenziale é suriettiva. Ci proponiamo perd di dimostrare questo fatto
in una maniera alternativa, cercando di determinare una formula esplicita, ovvero la
forma della somma di (2.1). Sappiamo che lalgebra di Lie so(mn) associata a SO(n) é
composta da tutte le matrici antisimmetrichd?] con il commutatore [4, B] = AB — BA.
Sempre per il Corollario , I'applicazione esponenziale per so(m) coincide con
'esponenziale di matrici, infatti ¢ la restrizione alla sottoalgebra di Lie so(n) dig; (R),
quindi VX antisimmetrica:

exp(X) =X = Xk. (4.2)

e
k=1

Dall’algebra lineare, una matrice X antisimmetrica ha le seguenti proprieta:
e Se n é dispari, allora X é singolare e ha un autovalore uguale a 0.

e Gli autovalori non nulli sono immaginari puri e, ovviamente, complessi coniugati.

2Perché SO(n) ¢ un aperto di O(n).
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Teorema 4.1.1 (Hamilton-Cayley). [9, p. 83|. Siano X € M,,(R) e pa(x) il suo poli-
nomio caratteristico. Allora il polinomio pa(A) ottenuto sostituendo x con la matrice

A (di fatto "valutando" il polinomio con la matrice) é identicamente nullo, ovvero
pA(A) =0.

Osservazione 4.1.1. Un’applicazione del precedente teorema ci risultera particolarmen-

te utile: supponiamo infatti di considerare una funzione analitica

flz) = Z apz®.
k=0

Sia ora A € M, (R) e pa(z) il suo polinomio caratteristico. Facendo la divisione tra

polinomi la funzione f puo essere espressa

f(x) = q(z)pa(z) + r(x),

dove ¢(x) ¢é il polinomio quoziente e r(z) ¢ il resto. Chiaramente se p(z) ha grado
n, allora il il grado di r(x) ¢ minore di n. Per il Teorema di Hamilton-Cayley, si ha

pa(A) =0 e quindi

ovvero

dove i coefficienti ¢ (A) dipendono dalla matrice A.

In accordo con l'osservazione precedente quindi, possiamo scrivere 1’applicazione

esponenziale come

n—1
exp(X) = Z ap(X) X" (4.3)

k=0
dove i coefficienti ag(X), ..., a,_1(X) dipendono appunto dalla matrice X. Piu’ preci-
samente, sono funzioni degli autovalori della matrice, cioé a; = a;(A,...,\),
j = 1,...,n — 1. Trovare quindi una formula per exp(X) significa determinare i

coefficienti ay, ..., a,_1, chiamati coefficienti di Rodrigues della matrice X.
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I coefficienti di Rodrigues soddisfano un’ importante relazione, utile nei casi pratici,

come enunciato dal seguente teorema:
Teorema 4.1.2. Data X € GL,(R), valgono i sequenti fatti

1. I coefficienti di Rodrigues di X sono soluzioni del sistema
n—1 n
D Sepjar =Y Mt j=0,...,n—1 (4.4)
k=0 s=1

dove i, ..., N\, sono gli autovalori di X e S; = NN,

2. Se gli autovalori della matrice X sono distinti a coppie, allora i coefficienti di
Rodrigues sono perfettamente determinati dal sistema e sono combinazioni lineari

di A, ..., \,, cioé
(A, .oy Ap) = A,gl)eAl +- 4 A,(Cn)ek” k=0,...,n—1 (4.5)

con A,(Ch) funzioni razionali sempre degli autovalori M1, ..., \,, Yk, h.

Dimostrazione. Sia X € GL,(R), moltiplichiamo la (4.3)) per X7, con j =0,...,n—1,

ottenendo

—_

Xiexp(X) =) ap(X)XFH
0

il

da cui si ricava la relazione sulle rispettive tracce

n—1
tr(X’exp(X)) = Ztr(Xk“)ak(X). (4.6)
k=0
Siano Aq, ..., A\, gli autovalori di X. Grazie al Teorema [2.1.1]si puo facilmente provare

che gli autovalori di X7 sono X, ..., M, da cui, grazie alla Proposizione
tr(XF) =) TN (4.7)
s=1

Per le stesse considerazioni e usando ancora il Teorema [2.1.1] si ha che gli autovalori

della matrice X7exp(X) sono XeM, ... Me M, e dunque si ottiene:

tr(X’exp(X)) = Z Mers, (4.8)
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Sostituendo questi risultati in (4.6)), e ponendo S; = Y7 | M si ottiene il sistema

n—1 n
ZSkJerLk(X) = Z)\ge)‘s, j=0,...,n—1.
k=0 s=1

Per provare la parte 2 del teorema, occorre dimostrare che il sistema [4.4] ¢ compatibile.

Il determinante matrice dei coefficienti é

SO Sl e Sn—l n Zgzl As ... Zgzl )\?_1

S S ... S, ISV S DRI o I\,
5 = det 1 2 . ' — det Zs—l Zs—l ' Zs—'l

Sn—l Sn . S2n_2 Zgzl )\?_1 Z::l )\? .. Z::l )\gn—Q

Per induzione si pud dimostrare che

n

n Z::l As oo Dem At
DV DL "An
Zs—.l Zs—l ‘ Zs—'l _ VVT

D AT XA A

dove
1 1 1
Vo )tl Ao )\n
DYDYt D L

Sempre per induzione di prova che il determinante di V' ¢é dato da

det(V)= [ (=N

1<i<j<n
Sapendo per ipotesi che gli autovalori sono a due a due distinti, segue che det(V') # 0,

da cui
§ = det(V)* #0. O



4.1. FORMULA DI RODRIGUES PER SO(n) 67

Esempio 4.1.1 (Formula di Rodrigues per SO(2)). Consideriamo SO(2) e sia X €

so(2). Se X = Oy, allora abbiamo gia calcolato che
€$P<O2) =1

ergo i coefficienti di Rodrigues sono ag = 1 e a; = 0. Supponiamo X # O,, allora X

X:(O g) aeR\{0}.

—a

sara della forma

In questo caso gli autovalori sono A\ = ai, Ay = —ai I coefficienti di Rodrigues

soddisfano il sistema (4.5))

2a0(X) + ()\1 + /\2>G1<X) — e/\l + 6)\2
(A1 + X2)ag(X) + (A2 + 2M)ay (X) = AeM + Mpe?

da cui, attraverso alcuni calcoli:

1
ap(X) = =(eM + e?) = cosa

AeM 4 \pe??si
al(X): et 4+ Aqe sin a

M+X) o«

Ottenendo quindi I'espressione dell’esponenziale di matrici

exp(X) = (cosa) I + (S“;“) X. (4.9)

Esempio 4.1.2 (Formula di Rodrigues per SO(3)). Sia X € so(3) una matrice

antisimmetrica, X # Os, della forma

0 ¢ b
X=|—- 0 —a
-b a 0

con a,b,c non tutti nulli. Per le proprieta delle matrici antisimmetriche di ordine

dispari, sappiamo che un autovalore ¢ nullo, supponiamo A3 = 0.
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Per determinare gli altri due troviamo le soluzioni dell’equazione caratteristica:
px(N) =X+ (@ + 2+ AN =0
trovando quindi le soluzioni
A =10, do=—160, A3=0
con 0 = va? + b2 + 2. 1l sistema in questo caso diventa

3ag(X) — 20%2ay(X) = 1+ € 4 =¥
—20%ay(X) = if (¢” — e77) (4.10)
—260%a(X) + 20%as(X) = =62 (e + e7%)

svolgendo alcuni calcoli si trova il valore dei coefficienti di Rodrigues

sin 6 1 —cos@
ap(X) =1, a(X)= 9 G2(X):T

trovando cosi la formula ben nota
in 6@ 1— 0
exp(X) = I3+ (Slg ) X + (—QCQOS ) X, (4.11)

Tale formula esprime la rotazione di un vettore dello spazio tridimensionale, infatti

s0(3) ¢ isomorfa come algebra di Lie a R?, munito del prodotto vettoriale usuale definito
nel Capitolo 3(cfr. esempio , tramite 'isomorfismo

0 ¢ b
v=(abc)l —v=|—- 0 —al. (4.12)
—b a O

Banalmente in questo caso 6% = ||v||, ergo la formula ([4.11)) puo essere scritta come
_ sin ||v]] _ 1 —cos|lv|\ _y
6]3]?(1)) = ]3 + W v+ W v (413)

Osservazione 4.1.2. Nella formula (4.11)), in molti casi risulta conveniente normalizzare

la matrice X, ovvero scrivere X = 6.X;, supponendo 6 # 0.
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Con questa scrittura la formula (4.11) diventa:

exp(0X,) = I3 +sinX; + (1 — cos0) X}, (4.14)

Data inoltre R € SO(3), R # I3, ¢ possibile calcolare 6 e X; tali per cui ponendo
X = 6X,, si abbia exp(X) = R. Infatti, data X antisimmetrica, della forma

0 ¢ b
X=|-c 0 —a
—b a 0
ponendo 0* = a? + b* + 2, osserviamo prima di tutto che tr(X?) = —260? da cui

tr(X?) = —2. Grazie a cio, alla formula (4.14) e al fatto che X ¢ antisimmetrica (e

quindi tr(X) = tr(X;) = 0), otteniamo un modo per ricavare 6 dalla formula:

tr(R) =tr(exp(0X,)) = tr(I3) + sin 0tr(X,) + (1 — cos §)tr(X?)
(4.15)
=3—2(1—cosf) =1+ 2cosb.

Inoltre, nel caso in cui § # 0 e 8 # 7, vale la seguente relazione, grazie alla quale si

puo facilmente ricavare X;

1
5 (R - RT) =sin6X]. (4.16)
La precedente formula si ottiene ricordando che R = exp(#X;) e il fatto che X? sia
simmetrica, e dunque:
(R—R") = I3 +sin0X; + (1 —cos0)X? — (I3 +sin0X, + (1 — cos §) X7)"
= I3 +sinf0X; + (1 —cos0) X7 — I3 —sin0(X;)" — (1 — cos 0)(X7)"
= 2sinf.X;.
(4.17)

Nel caso in cui § = 0, allora X = O3 e quindi exp(O3) = I3. Se 6 = 7, si puo ricavare

X, constatando che quest’ultima soddisfa la relazione

X2 = %(R 1) (4.18)
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che discende facilmente dalla formula di Rodrigues.

Esempio 4.1.3 (Formula di Rodrigues per SO(4)). Una matrice antisimmetrica X #
O, di ordine 4 é del tipo:

0 a b ¢
P —a 0 d e
—b —d 0 f
—c —e —f 0

con a,b, c,d, f non tutti nulli. Tl polinomio caratteristico ¢ dato da
px(t) =t +(a®+ 0+ +d*+ e+ )P + (af — be + cd)?. (4.19)

Grazie alle proprieta delle matrici antisimmetriche, abbiamo che le soluzioni ti tale

polinomio sono del tipo
/\1 = ai, )\2 = —Cki, )\3 = 527 )\4 = —52

Con a,f € R, non contemporaneamente nulli. Attraverso calcoli algebrici, il siste-
ma (4.4) diventa (per non appesantire la notazione, verrd omessa la dipendenza dei
coeflicienti di Rodrigues da X):

(2a0 + (a? + B*)ag = cosa + cos 3

—(a® + B?)ay + (a* + BY)az = —asina — Bsin 3
—(a® + B%)ag + (o' + f*)az = —a®sina — f*sin 3
—(a* + BYay — (ab + B%)az = a®sina + B3 sin B

(4.20)

\

Suddividiamo il problema in 3 casi.
Caso 1. «a # [, entrambi diversi da 0. Allora in questo caso abbiamo le seguenti

espressioni per i coefficienti di Rodrigues

B2 cosa — o cos 3 B33 cosa — o cos 3
ag = a; =
Y (g
cosa — cos 8 [ cosa — acos [
g = ———— az =
7o AR~ a?)
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Caso 2. o # 0, f = 0. In questo caso, il metodo utilizzato in [I] per ottenere i
coefficienti di Rodrigues é fare il limite dei precedenti coefficienti per 3 che tende a 0,

ottenendo la seguente forma per I’ applicazione esponenziale:

1 —cosa a —sin o
—X2+—

exp(X) =1+ X+ o =

X3, (4.21)

Caso 3. a = 8 # 0. Come nel caso precedente, otteniamo la formula di Rodrigues

facendo il limite 5 — «, ottenendo:

asin o + 2 cos o 3sina — o cos o

X) = I X
exp(X) 5 4t o + (42
sinaX2+sina—acosaX3 '
20 203 '

A questo punto sorge spontaneo chiedersi se sia possibile estendere il ragionamento
proposto nell’ Osservazione [4.1.2] ai casi per n > 4. In generale purtroppo non &
possibile, e questo é dovuto al fatto che per n = 3, una matrice antisimmetrica X ¢
tale che

X% = —-60*°X (4.23)

dove 02 = a%2 + b> + ¢ e a,b, c sono le entrate non nulle di X. Purtroppo per n > 4,
in generale la formula precedente ¢ falsa. Quanto detto é giustificato dal seguente

teorema, provato in [7], che ci fornisce una generalizzazione implicita della formula

(4.13).
Teorema 4.1.3. Sia X € M,(R) una matrice antisimmetrica, n > 3, e sia
{0y, —ib,,. .. i0,,—i0, }

Uinsieme degli autovalori distinti di X, con 0; > 0 per j =1,...,p e sia k; > 1 la mol-
teplicita dii0; (e —i60;). Allora esistono p uniche matrici antisimmetriche Xy, ..., X,

con 2p < n tali che soddisfano le relazioni sequenti

X=0X,++6,X,, XX;=X;X;,=0,(i#7j), X’=-X,

)

V1 <1,7 <p. Inoltre si ha

exp(X)=1,+ zp:((sin 0:)X; + (1 — cos ;) X}) (4.24)

=1



72 CAPITOLO 4. SURIETTIVITA DELL’ESPONENZIALE

e{01,....0,} élinsieme delle radici quadrate distinte dei 2m autovalori positivi della

matrice simmetrica —}l(X — X1 conm =k +---+k,

Osservazione 4.1.3. Notiamo che, nel caso n = 3, si ottiene esattamente quanto fatto
nell’ Osservazionedd.1.2| con p = 1.

Il teorema precedente ¢ un risultato implicito in quanto in generale non ¢ possibile

calcolare le matrici Xy,..., X,.

Suriettivita dell’applicazione esponenziale in SO(n)

Dal Teorema [4.0.1} sappiamo che per ogni gruppo di Lie connesso ¢ compatto, ’appli-
cazione esponenziale ¢ suriettiva. Essendo quindi SO(n) connesso e compatto, sappia-
mo gia che ¢ esponenziale. Proponiamo tuttavia una dimostrazione alternativa della

suriettivita utilizzando la formula di Rodrigues, in particolare dimostriamo il seguente

Teorema 4.1.4. L’applicazione esponenziale
exp: so(3) — SO(3)

e surtettiva.

Dimostrazione. Sia R € SO(3), della forma

i1 Ti2 T3

R= To1 To2 Ta3
31 T32 T33

Nel caso in cui R = I3, il problema ¢ risolto poiché per le proprieta dell’esponenziale

sappiamo che
exp(O(3)) = I5.

Supponiamo R # I3. Utilizzando l'isomorfismo di algebre di Lie tra R® e so(3),
vorremo trovare un vettore w € R? tale che, attraverso la formula (4.13)), si abbia

. sin |lw]| ) _ 1 — cos ||w|| .
= T - - = R. 4.25
erp(®) “( ™ )“’*( W ) (4.25)

Come fatto per I’Osservazioned.1.2 otteniamo la relazione

tr(R) =14 2cos [jw].
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Notiamo che —1 < tr(R) < 3, ha senso quindi calcolare

tr(R) —1
|wl|| = arccos L

Inoltre, supponendo tr(R) # —1, da cui ||w|| # 7, svolgendo alcuni calcoli nella (4.25))

si ottiene

Ricordando che se w = (w;,ws,ws), si pud scrivere @ matrice antisimmetrica come
descritto dalla . Si ottiene, dopo semplici calcoli algebrici, il sistema di 3 equazioni
e 3 incognite

T3y — T23 = 2 (%‘W”) wi

T3 — r3p = 2 (%‘W”) )

ro1 — T2 = 2 (Simwl) w3

Risolvendo tale sistema si ottiene la forma di w desiderata:

32 — T23

ol (.7
25sin ||w|| Bl
T21 — T2

Nel caso in cui tr(R) = —1, allora per le proprieta della tracciaﬂ e per il Lemma m,

esiste una matrice ortogonale D tale che R = DR,D”, con

-1 0 0
R.=10 —-10
0 0 1
Consideriamo la matrice antisimmetrica
0 —m
X=|n 0
0O 0 O

3Matrici simili hanno stessa traccia.
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Definendo quindi la matrice antisimmetrica
w=DXD"
e usando le proprieta dell’esponenziale di matrici si ha
exp(@) = Dexp(X)D' = DR, D" = R
che prova la suriettivita di exp. O

Osservazione 4.1.4. Nel caso in cui tr(R) = —1, allora |w|| = 7 e in accordo con

I’Osservazione possiamo ricavare w dal sistema

W= %2 (R—1I3). (4.26)

Quest’ultimo & sempre risolvibile, poiché I’esponenziale ¢ suriettiva.
Possiamo ora dimostrare il seguente
Teorema 4.1.5. L’applicazione esponenziale
exp: so(n) — SO(n)
e suriettiva.

Dimostrazione. Sia R € SO(n), per il Lemma, esistono una matrice ortogonale P

e una matrice diagonale D definita da m blocchi del tipo
0; —sinb;
D, — oS sin
sinf; cos0;

tale che R = PDPT. Definiamo ora le m matrici

6, 0

Osserviamo che dalla formula (4.9), vale

exp(E;) = (cosb;) I + (Slg'ei) E;, = D,.
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Sia F la matrice definita mediante le F; come mostrata nel Lemma Utilizzando
la definizione di esponenziale di matrici si prova subito che exp(F) = D. Definiamo la

matrice X = PEPT. X ¢& antisimmetrica poiché lo ¢ E. Si ha quindi
exp(X) = exp(PEPT) = Pexp(E)P" = PDPT = R

che é quello che volevamo dimostrare. O

Da quest’ultimo risultato e dal Teoremal4.1.3, abbiamo la seguente caratterizzazione
per SO(n)

Teorema 4.1.6. Data R € SO(n), conn >3, sia {1, e . e¥% e% ) Pinsieme
dei suoi autovalori diversi da 1, con 0 < 0; < w. Allora esistono X, ..., X, matrici

antisimmetriche tali che

1

Inoltre si ha
R=exp(: X1+ - +0,X,).

4.2 11 Gruppo Euclideo Speciale SE(n)

II Gruppo Euclideo E(n) ¢é il gruppo di tutte le isometrie dello spazio Euclideo R™.
Ad esempio per n = 2, E(2) rappresenta il gruppo di tutte le traslazioni, rotazioni e
riflessioni del piano. E(n) puo essere espresso in termini di matrici quadrate di ordine

(n 4 1) nel modo seguente:

R
E(n): = {(0 11}) € GL,11(R) | ReO(n), ve R”“} .
Definizione 4.2.1. L’insieme delle mappe affini p di R”, definite da
p(x) = Rx +v (4.27)

dove R € SO(n) e v € R", munito della composizione di applicazioni é un gruppo,

chiamato gruppo delle isometrie affini dirette e indicato con SE(n).
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SE(n) pud essere visto come insieme di matrici di ordine (n + 1), ovvero:

SE(n): = {Q - (? :) € GLysi(R) | R € SO(n), v e Rn“} . (4.28)

Ergo SE(n) C E(n). Tale insieme, munito delle operazioni di prodotto tra matrici

0.0, — Rl U1 R2 V2 _ R1R2 R1U2+’01 (4 29)
2o o 1)/ \o 1 0 1 '

e U'inversa definita da
R' —R!
0l = ( . 1 “) (4.30)

¢ ancora un gruppo. Piu’ precisamente SFE(n) ¢ un sottogruppo chiuso di SL,1(R),
infatti det(2) = det(R) = 1, inoltre supponiamo di considerare una successione (£,,)men
in SE(n) convergente(stiamo pensando M,(R) con la norma di Frobenius) ad una

matrice €. Essendo convergente ¢ di Cauchy, ergo 3 NV € N tale che
|Qm — Q| <€, m,n>N.
Ottenendo quindi le successioni

|Rm — Rnl| <€ m,n>N (4.31)

|vm —vnl] <€ m,n >N (4.32)

Dunque (v, )men € una successione di Cauchy in R, ed essendo completo é convergente
ad un certo v € R™. Anche (R,;)men € di Cauchy in M, (R) e dunque convergente a

R € M,(R) in quanto anch’esso completo. La matrice Q e quindi della forma

(1)

Si hanno due casi: se R € GL,(R), allora det(R) = 0. Ma allora det(Q2) = det(R) = 0,
ma questo é assurdo poiché il determinante ¢ una funzione continua. Necessariamente
allora R € GL,(R), ma essendo SO(n) chiuso, concludiamo che R € SO(n).
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Essendo un sottogruppo chiuso di SL,+1(R) C GL,.1(R), per I'Osservazione
¢ un sottogruppo di Lie di GL,.1(R), e quindi un gruppo di Lie, chiamato gruppo
Euclideo Speciale.

Osservazione 4.2.1. Esattamente come nell” Esempio si prova che SE(n) é con-

nesso. Tuttavia non é compatto in quanto non ¢ limitato, infatti consideriamo le matrici

Q,, € SE(n) della forma
0 — Iy vm
0 1

con v, = (m,0,...,0), m # 0. La norma di 2 é
12 = vVm+1

di conseguenza la successione (£2,,,),>0 non ¢ limitata.

Definizione 4.2.2. Lo spazio vettoriale formato da tutte le matrici M, ,1(R) della

X b
A= (0 o) (4.33)

dove X ¢ una matrice antisimmetrica e b € R", ¢ denotato con se(n).

forma

Osservazione 4.2.2. se(n) ¢ algebra di Lie associata a SE(n). Presa infatti ¢(¢) una

curva in SE(n) tale che ¢(0) = I,,1; della forma

c(t) = (Clét) CQP) ,

con ¢ (t) una curva in SO(n), mentre co(¢) una curva in R™. Notiamo che ¢;(0) = I,,,

c2(0) = 0. T1 suo vettore velocita valutato in 0 &

¢ (0) = (Cfléo) 0/2(()0)> €Ty, SE(n)

con ¢;(0) € Ty, SO(n), ¢4(0) € R™. Ma allora ¢|(0) é una matrice antisimmetrica per
definizione di 77, SO(n). Segue che

Ty, SE(n) = se(n).
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Essendo SE(n) un sottogruppo di Lie di GL,+1(R), se(n) ¢ una sottoalgebra di g;(R),
e quindi 'esponenziale
exp: se(n) — SE(n)

coincide con 'esponenziale di matrici definita nei capitoli precedenti.

4.3 Formula di Rodrigues per SE(n)

Sia A € se(n) della forma (4.33)). II suo polinomio caratteristico pa(\) é tale che

pa(A) = =Ap(N) (4.34)
dove px(\) ¢ il polinomio caratteristico della matrice antisimmetrica X della Defini-
zione (4.33)). Infatti

b

X — A
pa(A) = det(A — A,yq) = det ( 0 " ) = —Adet(X — Al,,) = —Apx(N).

Esempio 4.3.1 (Formula di Rodrigues per SE(2)). Data una matrice A € se(2),
sappiamo che se A = Og, allora
exp(O3) = Is.

Sia X # O, matrice antisimmetrica del tipo

=)

Dalla formula (4.34) e da quanto visto precedentemente per SO(2), segue che gli
autovalori di A € se(2) data da
X b
A=

sono \; = ai, Ay = —ai, A3 = 0. Per la (4.3) I'esponenziale valutata in A ¢
exp(A) = aog(A1, A2, A3) L3 + a1 (A1, Ao, Az) A + az(Ai1, Ao, )\3)A2

e per il Teorema i coefficienti soddisfano il sistema (4.4). Per quanto appena
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trovato, il sistema si riduce a quello risolto nel caso di SO(3), ottenendo quindi la

classica formula di Rodrigues

sinaA L 1—- COSA 1o (4.35)
a

a?

exp(A) = I +

Suriettivita dell’applicazione esponenziale in SE(n)

Come abbiamo visto, non essendo SE(n) compatto, non é possibile utilizzare il Teorema

per concludere che I'applicazione esponenziale
exp: se(n) — SE(n)

é suriettiva. In questo caso dunque conoscere la formula risulta essere uno strumento
decisivo per dimostrarlo. Dimostreremo inizialmente il caso n = 2, per poi studiare la

suriettivita per n > 3.
Teorema 4.3.1. L’applicazione

exp: se(2) — SE(2)
e suriettiva e non iniettiva.

Dimostrazione. Sia

dove

6 —sing
Ry = (COS o ) €S0(2)  w=(uv,uv) € R

sinf cos6

Supponiamo per ora 0 < 0 < 7. Consideriamo la matrice

0 —a =z
A=la 0 x| € se(2)
0 0 O

con a # 0 . Usando la formula (4.35), si ha

Si 1 — cos
1naA+ aAQ.
a

exp(A) = I3 + o




80 CAPITOLO 4. SURIETTIVITA DELL’ESPONENZIALE

Il problema si riduce quindi a trovare a, x1, xs tali che
exp(A) = X.

Dopo semplici calcoli algebrici, si trova che a =6 e

0 sin Ov, Ov, 0 sin Ovs 0v,

T I eos0) T 20 T a0—cml0) 2

Se 6 = 0, allora la matrice X ¢

1 0 v
X=10 1 v
00 0
Consideriamo la matrice
0 0 un
Q=10 0 vy | €se(2).
00 0

Usando la (4.2)), e osservando che Q¥ = Oz per k > 2, si dimostra facilmente che
exp(2) = X.

Dimostriamo ora che exp non ¢ iniettiva. Consideriamo le matrici

0 —27 0
y = Os, QB=12r 0 0
0 0 0

Dalla formula (4.35) e dalle proprieta dell’applicazione esponenziale segue che
exp($1) = exp(§a) = I
il che prova che I'esponenziale non ¢ iniettiva. O]

Per generalizzare questo risultato al caso n > 3, occorrono dei risultati preliminari.

Proposizione 4.3.1. Data A € M,,.1(R) della forma

(0
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dove X € M,(R) e b e R". Allora

e (XE xR
0 0

con X° = I,,. Come conseguenza vale

exp(A) = (ea:péX) Vlb) (4.36)
dove . .
V=I,+)Y_ (k)i o (4.37)

k=1

Dimostrazione. Per induzione su k, si prova facilmente che
k k—
A — Xk Xk
0 0

Per definizione di esponenziale di matrici e per I'espressione di A* appena vista si ha
= A* |
op(A) =D =l + Y
k=1

<X’“ X’Hb)
£ 0 0

_ (mz:‘n LXE %X’“b)
0 1

_ exp(X) dopo, HXFb
0 1 '
Facendo un cambio di indice in ) - | %X’“_l, ponendo ¢ = k — 1, si ottiene la matrice

Osservazione 4.3.1. La matrice V pud essere scritta come

o0 Xk 1
V="I,+) - = / exp(tX)dt. (4.38)
: 0
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Infatti, usando la definizione di esponenziale di matrici [1.2] e il fatto che la serie ¢

[ o

convergente, si ottiene

1 tk‘Xk
/ exp(tX)dt = /
0 0

=

Xk |: tk+1 :| k;
=) (4.39)
— El k41 k+1)!
=1, +

Notiamo anche che l'integrale presente nella (4.38) puo anche essere svolto come un

integrale usuale per I’esponenziale ottenendo

/0 exp(tX)dt = [X_lexp(tX)Ll) = X Yexp(X) - I,).

La formula appena trovata tuttavia ha senso solo nel caso in cui X sia invertibile.
Usando invece la definizione (4.2) come fatto in (4.39) si evita questa singolarita.

Il teorema successivo fornisce una formula di Rodrigues implicita per SFE(n) che ci

sara utile per dimostrare la suriettivita dell’esponenziale:

Teorema 4.3.2. Sia A una matrice di ordine (n+ 1) della forma

X b
A= (0 0) € se(n)

con X antisimmetrica e b € R", e sia {16y, —ibs, ... i0,,—i0, } Uinsieme degli autova-

lori non nully di X.

Allora esistono uniche Xy, ..., X, matrici antisimmetriche tali che

(2

p
X=) 60X, XX;=X;X;=0,(i#j), X =-Xu.
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Inoltre si ha

X) Vb
exp(A) = (exp( ) ) (4.40)
0 1
dove
p
exp(X) = I, + Y ((sin;)X; + (1 — cos ;) X?), (4.41)
i=1
VoI, +Z cos@ Z+02-—sm0iXi2). (4.42)

62

Dimostrazione. L’espressione (4.40) deriva dalla Proposizione Essendo X anti-
simmetrica, siamo nelle condizioni di poter utilizzare il Teorema |4.1.3| che ci garantisce
'esistenza e I'unicita delle matrici Xi,..., X, che soddisfano le condizioni richieste e

tali che valga I'espressione (4.41}).
Si ha che

p
exp(tX) =1, + Z(Sin t0; X; + (1 — costf;) X}).

=1

Dall’ equazione (4.38]) otteniamo:

1 1 p
0 0 i=1

1
P .
to; t0;
- [ﬂn F (T Xk (= X
i=1 v t 0

- Z 6089 X+ 0; —ezin 0; Xzz)

che é quello che volevamo dimostrare. O

Grazie a questa formula possiamo ora dimostrare la suriettivita dell’applicazione espo-

nenziale per n > 3.
Teorema 4.3.3. Per n > 3, l'applicazione esponenziale
exp: se(n) — SE(n)

e suriettiva.
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Dimostrazione. Sia' Y € SO(n) e w € R", consideriamo la matrice

Y w
Q= (0 1) € SE(n)

vogliamo dimostrare ’esistenza di una matrice A € se(n) tale che exp(A) = .

Dobbiamo quindi trovare una matrice X antisimmetrica e b € R" tale che

X b Y w
exp =
0 O 0 1
Per il Teorema [4.3.2] vale la relazione (4.40)), e quindi X e b devono essere tali che

exp(X) =Y (4.43)
Vb =uw (4.44)

Poiche Y € SO(n), dal fatto che esponenziale per SO(n) ¢ suriettiva segue I'esistenza
di una matrice X antisimmetrica tale che valga la prima prima equazione.
Resta quindi da dimostrare che si puo trovare b € R" tale che sia vera ([£.44). Cio
equivale a dimostrare che la matrice V' é invertibile. Infatti se questo fosse vero, basta
porre

b=V 1w

per ottenere la tesi. Sempre per il Teorema [4.3.2] V' & espressa come

V=1, +Z cos@ H—ei _es;neiX?)

Assumiamo che la forma di V! sia
p

Affinché W sia 'inversa di V' deve valere la relazione WV = VW = I,,.
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L’equazione VW = I,,, dopo alcuni calcoli, é data da

p 1 - . . JE—— .
I~ ¢ Z <s1r16’laZ (1 —cost;)B; N (1 cos@z)) X,

— 0; 0; 0;
(1 —cosb;)a; sin6;B; (0; —sinb;) 2
+ Z ( Ly . ) ) X;

il che si riduce a risolvere p sistemi lineari nelle incognite «;, 3; del tipo

sin 0;c; — (1 — cos ;) f; = cosb; — 1
(1 — cosb;a; + sin 6, 8; = sin6; — 6;
Tale sistema é compatibile poiché il determinante della matrice associata ¢

sin ;> + (1 — cos6;)* = 2(1 — cos ;) #0

in quanto, per il Teorema 0 < 0; < w. Ergo esistono unici «;, 5; per ogni p, e

quindi ¢ possibile definire W della forma (4.45)), il che prova che V' ¢ invertibile. ]
Concludiamo il capitolo facendo la seguente osservazione: sia

X b
Q= (O O) € se(n).

Grazie al Teorema abbiamo che X = Y7  6;X;. Definiamo la matrice

Q:Xie%
0 0

Ovviamente Q; € se(n) per costruzione, e dunque vale la relazione

1
' 0 0

Utilizzando quest’ultimo fatto e che vale X? = —X;, dopo alcuni calcoli si dimostra
che vale

P
exp(Q) =l + Q2+ Z ((1 = cos ;)7 + (6; — sin6,)Q7) .

i=1
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