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Introduzione

L'applicazione esponenziale di un gruppo di Lie è uno strumento fondamentale per

passare da un problema geometrico-topologico del gruppo di Lie ad un problema linea-

re dell'algebra di Lie associata al gruppo. L'obiettivo della tesi è dimostrare in quali

casi tale applicazione è suriettiva, in particolare verranno studiati i casi per i gruppi di

matrici SO(n) e SE(n), rispettivamente il Gruppo Ortogonale Speciale e il Gruppo Eu-

clideo Speciale. Sapere che per tali gruppi l'applicazione esponenziale è suriettiva è un

risultato importante sia dal punto di vista puramente matematico, in quanto ad esem-

pio ci permettere di dare una caratterizzazione del gruppo SO(n) e quindi di tutte le

rotazioni di Rn, ma si è rivelato essere utile anche nello studio del Motion Interpolation

come mostrato in [10].

E' risaputo che l'applicazione esponenziale è suriettiva nel caso in cui il gruppo di Lie

sia connesso e compatto, tuttavia proponiamo una maniera alternativa per dimostrare

la suriettività per i gruppi sopracitati, utilizzando la Formula di Rodrigues, che per-

mette di trasformare la somma in�nita che de�nisce l'applicazione esponenziale in una

somma �nita. Questo strumento sarà fondamentale sopratutto per il gruppo SE(n),

giacché risulta non essere compatto.

La tesi è organizzata in 4 Capitoli, ognuno dei quali pensato per fornire gli strumenti

per capire i successivi: nel primo verranno a�rontati i concetti base della geometria

di�erenziale, facendo riferimento ai tesi [2] e [3]; il secondo e il terzo capitolo sono

dedicati rispettivamente i Gruppi di Lie e le Algebre di Lie, seguendo l'approccio usato

principalmente nei testi [4], [5] e [6] per arrivare alla de�nizione di applicazione espo-

nenziale, di cui verrà trattata la suriettività nel Capitolo 4, oggetto dell'articolo [1] e

di [7].

Nello speci�co:

- nel Capitolo 1 si parlerà di Varietà Di�erenziabili, Applicazioni C∞ tra queste,

Spazi Tangenti, Sottovarietà e come costruirle partendo da applicazioni C∞.
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Si vedranno inoltre numerosi esempi, e una particolare attenzione sarà data allo

studio delle sottovarietà di GLn(R), come O(n);

- il Capitolo 2 tratterà dei Gruppi di Lie e dei Sottogruppi di Lie, ponendo l'at-

tenzione ai Gruppi Di Matrici, per poi de�nire l'applicazione esponenziale di

matrici ;

- nel Capitolo 3 verranno de�nite le Algebre di Lie e le Sottoalgebre di Lie, con

esempi del caso, per poi arrivare a de�nire l'algebra di Lie di un gruppo di Lie e

l'applicazione esponenziale tra un Algebra di Lie e il suo Gruppo di Lie associato,

e verrà mostrato come, nel caso dei Gruppi di Matrici, tale applicazione coincida

con l'esponenziale di matrici de�nita nel Capitolo 3;

- nel Capito 4 si tratterà la suriettività dell'applicazione esponenziale per i gruppo

SO(n) e SE(n) grazie alla formula di Rodrigues. Verranno inoltre fornite le

dimostrazioni esplicite per i casi n = 2 e n = 3, e si proverà a generalizzare i

risultati al caso n ≥ 4.
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Capitolo 1

Elementi di Geometria Di�erenziale

Sia M una varietà topologica di dimensione n, ovvero uno spazio topologico di Hau-

sdor�, con una base numerabile di sottoinsiemi aperti e con la proprietà di essere

localmente euclideo di dimensione n, ovvero tale che ∀p ∈M esiste un aperto U ⊂M ,

p ∈ U , e un omeomor�smo φ : U → φ(U), dove φ(U) è un aperto di Rn. La coppia

(U,φ) è detta carta (o carta locale intorno a p ∈ M . Una famiglia di carte {(Uα, φα)}
si dice atlante se M =

⋃
α Uα.

De�nizione 1.0.1. Siano M una varietà topologia, p ∈ M e (U,φ), (V, ψ) due carte

intorno a p. Diremo che le carte (U,φ), (V, ψ) sono C∞-compatibili (o compatibili)

se U ∩ V ̸= ∅ e se le applicazioni tra aperti di Rn che de�niscono il cambiamento di

coordinate, date da:

ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

φ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) → φ(U ∩ V )

sono applicazioni C∞ tra aperti di Rn.

Un atlante (detto anche atlante C∞) è una famiglia di carte locali {(Uα, φα)} tale che

M =
⋃
α Uα e le carte (Uα, φα) e (Uβ, φβ) sono compatibili ∀α, β.

Se una carta locale (V, ψ) è compatibile con tutte le carte (Uα, φα) dell'atlante, allora

la carta (V, ψ) si dice compatibile con l'atlante.

De�nizione 1.0.2 (Varietà di�erenziabile). Una struttura di�erenziabile su una va-

rietà topologica M è un atlante C∞ �M= {(Uα, φα)} tale che sia massimale, ovvero

che soddis� la seguente proprietà:
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8 CAPITOLO 1. ELEMENTI DI GEOMETRIA DIFFERENZIALE

� Se una carta locale (V, ψ) è compatibile con ogni (Uα, φα) ∈ �M, allora (V, ψ) ∈ �M

Una varietà topologica M munita di una struttura di�erenziabile è detta varietà dif-

ferenziabile.

Utilizzare la de�nizione appena data per trovare degli esempi di varietà di�eren-

ziabili spesso risulta complicato. Per questo motivo di seguito proviamo una proprietà

che ci permetterà di trovare una varietà di�erenziabile "semplicemente" trovando un

atlante C∞. Per fare ciò prima proviamo il seguente

Lemma 1.0.1. Sia M una varietà topologica, {(Uα, φα)} un atlante C∞ di M e due

carte locali (U, σ),(V, ψ) intorno a p ∈ M , entrambi compatibili con l'atlante. Allora

(U, σ) e (V, ψ) sono tra di loro compatibili.

Dimostrazione. Sia p ∈ M e siano (U, σ) e (V, ψ) tali che p ∈ U ∩ V . Dobbiamo

dimostrare che le applicazioni seguenti sono C∞.

σ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) → σ(U ∩ V ),

ψ ◦ σ−1 : σ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ).

Proviamo che σ ◦ ψ−1 è C∞. Essendo {(Uα, φα)} un atlante, ∃α tale che p ∈ Uα, e

dunque p ∈ Uα ∩ U ∩ V .
Per ipotesi, le carte (U, σ) e (V, ψ) compatibili con l'atlante, allora le applicazioni

seguenti sono tutte C∞

σ ◦ φ−1
α : φα(U ∩ Uα) → σ(U ∩ Uα), φα ◦ σ−1 : σ(U ∩ Uα) → φα(U ∩ Uα)

ψ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ V ) → ψ(Uα ∩ V ), φα ◦ ψ−1 : ψ(Uα ∩ V ) → φα(Uα ∩ V )

Nell'aperto Uα ∩ U ∩ V , possiamo scrivere l'applicazione σ ◦ ψ−1 come:

σ ◦ ψ−1 = (σ ◦ φ−1
α ) ◦ (φα ◦ ψ−1).

Avendo scritto in questo modo σ ◦ ψ−1 come composizione di applicazioni C∞, si ha

che quest'ultima è C∞, che è quello che si voleva dimostrare. Analogamente si prova

che ψ ◦ σ−1 è C∞.

Grazie a questo lemma possiamo dimostrare la proprietà seguente che, come antici-

pato, ci permette di stabilire se una varietà topologica è di�erenziabile senza trovarne
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la struttura di�erenziabile, ovvero senza trovare un atlante massimale richiesto nella

De�nizione 1.0.2.

Proposizione 1.0.1. SiaM una varietà topologica e {(Uα, φα)} un atlante C∞. Allora

∃! struttura di�erenziabile �M su M tale che {(Uα, φα)} ⊂ �M.

Dimostrazione. Siano {(Ui, φi)} la famiglia composta delle carte locali diM compatibili

con l'atlante {(Uα, φα)}. De�niamo

�M = {(Uα, φα)} ∪ {(Ui, φi)}.

�M è un atlante in quanto, per il lemma precedente, tutte le carte sono compatibili tra

di loro e inoltre formano un ricoprimento per M , in quanto già gli aperti Uα sono tali

che M =
⋃
α Uα.

�M è anche massimale per costruzione. Se inoltre M ′ fosse un atlante

massimale tale che {(Uα, φα)} ⊂ M ′, per de�nizione la famiglia {(Ui, φi)} ⊂ M ′, e

quindi M ′ = �M, da cui l'unicità.

Esempio 1.0.1. M=Rn, n ≥ 0. Sappiamo essere una varietà topologica di dimensione

n. Consideriamo l'atlante topologico formato dall'unica carta (Rn, idRn). L'applica-

zione identità è C∞, quindi di fatto (Rn, idRn) è un atlante C∞. Per la proposizione

(1.0.1) ∃! struttura di�erenziabile su Rn che contiene la carta (Rn, idRn), e quindi Rn

è una varietà di�erenziabile di dimensione n.

Esempio 1.0.2. M=Mn(R), n ≥ 0. Poiché Mn(R) = Rn2
, per l'esempio precedente si

ha che Mn(R) è una varietà di�erenziabile di dimensione n2.

Esempio 1.0.3. Sia M una varietà di�erenziabile. Un sottoinsieme U ⊂ M aperto

di M è anch'esso una varietà di�erenziabile, infatti ha una struttura di�erenziabile

composta dalla famiglia di carte locali (V ′
α, ψ

′
α) con ψ

′
α ottenute tramite la restrizione

di φα di quelle carte locali (Uα, φα) di M che intersecano U , all'aperto V ′
α = U ∩ Uα,

ovvero:

ψ′
α = φα|Vα .

Esempio 1.0.4. Consideriamo la varietà di�erenziabile Mn(R) e sia U = GLn(R)
l'insieme delle matrici non singolari, ovvero

GLn(R) = {A ∈Mn(R) | det(A) ̸= 0}.
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Possiamo dunque scrivere GLn(R) come la controimmagine dell'aperto di R \ {0} di R
tramite l'applicazione continua det : Mn(R) → R.
Quindi GLn(R) è un aperto di Mn(R) ergo, per l'esempio precedente, è una varietà

di�erenziabile.

Esempio 1.0.5. Siano N , M due varietà di�erenziabili, con dimN = n, dimM = m.

Allora N × M è una varietà di�erenziabile, con dim(N × M) = dimN + dimM .

Infatti, prese le strutture di�erenziali {(Uα, φα)} e {(Vβ, ψβ)} rispettivamente di N e

M , la famiglia di carte {(Uα × Vβ, φα × ψβ)} è un altante C∞ su N ×M , dove:

φα × ψβ : Uα × Vβ → Rn+m, φα × ψβ(p, q) = (φα(p), ϕα(q)).

1.1 Applicazioni C∞ tra varietà di�erenziabili

Sia M una varietà di�erenziabile, p ∈M e sia f : M → R una funzione. Diremo che f

è una funzione C∞ in p se ∃ una carta locale (U,φ) tale che p ∈ U e l'applicazione

f ◦ φ−1 : φ(U) ⊂ Rn → R

è una funzione C∞ (tra φ(U) aperto di Rn e R) nel punto φ(p). Diremo che f è C∞

in M se è C∞ ∀p ∈M , e indicheremo con C∞(M) l'insieme delle funzioni C∞ in M .

Notiamo che la de�nizione data non dipende dalla scelta della carta (U,φ), infatti se

(V, ψ) fosse un altra carta tale che p ∈ V , allora p ∈ U ∩ V , e si ha:

f ◦ ψ−1 = (f ◦ φ−1|φ(U∩V )) ◦ (φ ◦ ψ−1|ψ(U∩V )).

Essendo f una funzione C∞, si ha che f ◦φ−1|φ(U∩V ) è C
∞ per de�nizione, mentre φ ◦

ψ−1|ψ(U∩V ) è C
∞ essendo l'applicazione del cambio di coordinate. Poiché composizione

di applicazioni C∞, anche f ◦ ψ−1 lo è nel punto ψ(p), il che prova che la de�nizione

non dipende dalla carta scelta.

Da notare inoltre che una funzione f : M → R C∞ è continua.

De�nizione 1.1.1. Siano N , M varietà di�erenziabili, con dim(N) = n e dim(M) =

m, F : N → M un'applicazione e p ∈ N . Diremo che F è C∞ in p se F è continua e

se esistono una carta locale di (U,φ) di N , con p ∈ U , e una carta locale (V, ψ), con
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F (p) ∈ V tali che l'applicazione

ψ ◦ F ◦ φ−1 : φ(F−1(V ) ∩ U) ⊂ Rn → Rm

è C∞ in φ(p) come applicazione da Rn in Rm. Diremo che F è C∞ in N se è C∞

∀p ∈ N .

Facciamo le seguenti osservazioni:

1. Sia N varietà di�erenziabile e F : N → Rm un'applicazione continua. Allora F è

C∞ in p ∈M se esiste una carta locale di N (U,φ) tale che p ∈ U e l'applicazione

F ◦ φ−1 : φ(U) → Rm

è C∞ nel punto φ(p) ∈ φ(U) ⊂ Rn. Questo perché nella de�nizione (1.1.1),

per Rm si può considerare l'unica carta locale (Rm, idRm). Nel caso m = 1, la

de�nizione (1.1.1) coincide con quella di funzione C∞;

2. Similmente a quanto fatto per le funzioni C∞, si dimostra che la de�nizione

(1.1.1) non dipende dalle carte (U,φ) di N e (V, ψ) di M scelte;

3. La restrizione di un'applicazione C∞ ad un sottoinsieme aperto è anch'essa C∞;

4. La composizione di applicazioni C∞ è C∞.

Un applicazione F : N → M , con N, M varietà di�erenziabili, è un di�eomor�smo

se F è C∞, invertibile e la sua inversa F−1 è anch'essa C∞. Diremo che N, M sono

di�eomorfe se esiste F : N →M di�eomor�smo.

Un'applicazione F : N →M C∞ si dice di�eomor�smo locale in p ∈ N se ∃ una carta

intorno a p (U,φ) tale che F (U) è un aperto di M e la restrizione

F |U : U → F (U)

è un di�eomor�smo.

Esempio 1.1.1. Sia M una varietà di�erenziabile, p ∈ M , e sia (U,φ) una carta

locale tale che p ∈ U . Allora φ : U → φ(U) è un'applicazione C∞, in particolare è

un di�eomor�smo. Infatti per de�nizione di carta locale, φ(U) è un aperto di Rn e

quindi a sua volta una varietà di�erenziabile. Inoltre (U,φ) è una carta per la varietà
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di�erenziabile U ⊂ M . Ergo ∀q ∈ U , consideriamo (U,φ) come carta intorno a q e la

carta (φ(U), idφ(U)) di φ(U) intorno a φ(q). L'applicazione

idφ(U) ◦ φ ◦ φ−1 : φ(U) → φ(U)

non è altro che dφ(U) e quindi è C
∞. Analogamente si dimostra che φ−1 (che ovviamente

esiste poiché φ è un omeomor�smo) è C∞ e quindi φ è un di�eomor�smo tra le varietà

U e φ(U).

1.2 Spazio Tangente ad una Varietà

Sia M una varietà di�erenziabile, p ∈ M e sia U un intorno di p. Nella sezione

precedente abbiamo de�nito le funzioni C∞ nel punto p, in particolare quindi possiamo

considerare l'insieme di tutte le funzioni f che de�nite su un aperto U e sono C∞ su

U , indicato con C∞(U). Siano f e g due funzioni C∞ in p, de�nite rispettivamente

negli intorni di p U e V , diremo che f e g sono in relazione di equivalenza se e solo se

∃ un aperto W che contiene p in cui f = g ∀q ∈ W , e indicheremo [f, U ] la classe di

equivalenza di f , che viene chiamata anche "germe" di funzioni C∞. De�niamo quindi

l'insieme

C∞
p (M) = { [f, U ] | f ∈ C∞(U) } .

D'ora in poi indicheremo la classe [f, U ] semplicemente con f .

De�nizione 1.2.1. Si de�nisce spazio tangente alla varietà M in p l'insieme

Tp(M) formato dalle applicazioni

Xp : C
∞
p (M) → R

che soddisfano le leggi seguenti:

1. Xp(αf + βg) = αXp(f) + βXp(g) (linearità);

2. Xp(f · g) = Xp(f)g + fXp(g) (regola di Leibniz).

Un elemento Xp ∈ Tp(M) è detto vettore tangente a M in p. Tp(M) con le

operazioni seguenti è uno spazio vettoriale:

� (Xp + Yp)(f) = Xp(f) + Yp(f), ∀f ∈ C∞
p (M);
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� (λXp)(f) = λ(Xp(f)), ∀λ ∈ R e ∀f ∈ C∞
p (M).

Vediamo un esempio abbastanza signi�cativo di elementi che appartengono a Tp(M).

Esempio 1.2.1 (Derivate parziali su Varietà di�erenziabili). Sia f : M → R una fun-

zione C∞ e p ∈ M . Data (U,φ) una carta locale di M, p ∈ U , allora ∀q ∈ U , φ può

essere scritta in componenti:

φ(q) = (x1(q), . . . , xn(q)), xi = ri ◦ φ ∀i = 1, . . . , n

dove ri : Rn → R è la proiezione canonica di Rn sull'i-esima componente. De�niamo

allora la derivata parziale di f in p rispetto alla carta (U,φ) come

∂

∂xi
|p(f) =

∂

∂ri
|φ(p)(f ◦ φ−1) =

∂(f ◦ φ−1)

∂ri
(φ(p)) ∀i = 1, . . . , n

dove ∂
∂ri

sono le derivate parziali usuali in Rn. De�niamo quindi ∀i = 1, . . . , n le

applicazioni
∂

∂xi
|p : C∞

p (M) → R, f 7→ ∂

∂xi
|p(f).

Si dimostra immediatamente, usando le proprietà delle derivate parziali usuali su Rn,

che ∂
∂xi

|p ∈ Tp(M), ∀ i = 1, . . . , n. Osserviamo che ∂xj

∂xi
|p = δij.

De�nizione 1.2.2. Sia F : N →M un'applicazione C∞. Dato p ∈ N , consideriamo le

carte (U,φ) di N , con p ∈ U , φ = (x1, . . . , xn) e (V, ψ) diM , con F (p) ∈ V , de�niamo

lo Jacobiano di F in p come lo Jacobiano dell'applicazione ψ ◦F ◦φ−1 tra un aperto

di Rn e uno di Rn, calcolato nel punto φ(p) ∈ Rn, cioè

[∂F i

∂xj

]
p
= J(ψ ◦ F ◦ φ−1)(φ(p))

con F i = xi ◦ F , i = 1, . . . , n.

Di�erenziale di un'applicazione C∞

Sia F : N → M un'applicazione C∞ e sia p ∈ N . Il di�erenziale di F in p è

l'applicazione lineare

F∗p : TpN → TF (p)M

de�nita da F∗p(Xp)(f) = Xp(f ◦ F ), ∀Xp ∈ TpN e ∀f ∈ C∞
p (M).
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Osservazione 1.2.1. La de�nizione è ben posta, infatti dapprima notiamo che se

f ∈ C∞
p (M), allora f◦F : N → R, e dato che è composizione di applicazioni C∞, si ha in

particolare che (f ◦F ) ∈ C∞
p (N). Dobbiamo dimostrare ora che F∗p(Xp)(f) ∈ TF (p)M ,

cioè che è lineare e soddisfa la regola di Leibniz. Proviamo quest'ultima proprietà,

ovvero deve valere la seguente uguaglianza tra applicazioni

F∗p(Xp)(fg) = F∗p(Xp)g + fF∗p(Xp)(g). (1.1)

Sia quindi p ∈ N , allora

F∗p(Xp)(fg)(p) = Xp((gf) ◦ F )(p) = Xp((f ◦ F )(g ◦ F ))(p)

= Xp(f ◦ F )(p)(g ◦ F )(p) + (f ◦ F )(p)Xp(g ◦ F )(p)

= F∗p(Xp)(f)(p)g(F (p)) + f(F (p))F∗p(Xp)(g)(p).

Confrontando il primo e l'ultimo termine delle precedenti uguaglianze, per la generalità

di p è provata la (1.1).

Proposizione 1.2.1. Valgono le seguenti proprietà.

1. Siano F : N →M e G : M → P due applicazioni C∞. Vale la regola della catena

(G ◦ F )∗p = G∗F (p) ◦ F∗p. (1.2)

2. Sia idM : M →M , allora idM∗p = idTp(M).

3. Se F : N →M è un di�eomor�smo, allora F∗p è un isomor�smo.

Dimostrazione. 1. Per de�nizione dati Xp ∈ TpN e f ∈ C∞
p (P ), il di�erenziale di G◦F

è:

(G ◦ F )∗p(Xp)(f) = Xp(f ◦G ◦ F ). (1.3)

D'altra parte abbiamo

G∗F (p) ◦ F∗p(Xp)(f) = G∗F (p)(F∗p(Xp)(f))

= F∗p(Xp)(f ◦G)

= Xp(f ◦G ◦ F ).

(1.4)

Confrontando la (1.3) e la (1.4) si ottiene la (1.2).



1.2. SPAZIO TANGENTE AD UNA VARIETÀ 15

2. ∀Xp ∈ TpM e ∀f ∈ C∞
p (M), abbiamo

idM∗p(Xp)(f) = Xp(f ◦ idM) = Xp(f) = idTpM(Xp(f)).

3. Sia F : N → M di�eomor�smo, allora ∃ F−1 : N → M che è C∞ e tale che

F−1 ◦F = idM e F ◦F−1 = idN . Utilizzando la parte 1 e 2 sopra dimostrati otteniamo

idTpM = (F−1 ◦ F )∗p = F−1
∗F (p) ◦ F∗p,

idTqM = (F ◦ F−1)∗q = F∗F−1(q) ◦ F−1
∗q .

Ponendo q = F (p) si ottiene che (F∗p)
−1 = F−1

F (p), ovvero F∗p è isomor�smo.

Corollario 1.2.1. Data M varietà di�erenziabile, p ∈M e (U,φ) carta locale intorno

a p, con φ = (x1, . . . , xn), allora l'insieme { ∂
∂x1

| p, . . . , ∂
∂xn

|p } è una base di TpM . In

particolare dimTpM = dimM .

Un altro modo per de�nire lo spazio tangente in un punto ad una varietà di�eren-

ziabile è utilizzare le curve. Una curva è un'applicazione C∞

c : (−ϵ, ϵ) →M, t 7→ c(t).

Dato p ∈M , de�niamo il vettore tangente alla curva in p = c(t0) come

c′(t0) = c∗t0(
d

dt
|t0) (1.5)

dove d
dt
|t0 è l'elemento della base di Tt0R = R. Dalla de�nizione, c′(t0) ∈ TpM , quindi

per il corollario (1.2.1), data (U,φ) carta locale intorno a p, φ = (x1, . . . , xn), si ha

c′(t0) =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
|p.

Svolgendo alcuni calcoli e usando il fatto che ∂xj

∂xi
= δij, si trova la forma dei coe�cienti

ai:

ai = ċi(to) con ci = xi ◦ c ∀i = 1, . . . , n

ċi(to) indica la derivata usuale in R della funzione ci rispetto al parametro della curva

t, calcolata in t0.
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Possiamo quindi de�nire TpM come lo spazio vettoriale costituito da tutti i vettori

tangenti in p alle curve c, ovvero

TpM = {Xp | Xp = c′(0), con c : (−ϵ, ϵ) →M t.c c(0) = p } .

Grazie a questa de�nizione è possibile esprimere il di�erenziale di un'applicazione

F : N → M C∞ tra le varietà di�erenziabili N,M in termini di curve su varietà:

dato p ∈ N e Xp ∈ TpN , allora ∃ una curva c : (−ϵ, ϵ) → N tale che C(0) = p e

Xp = c′(0), si ha la seguente espressione per F∗p

F∗p(Xp) = (F ◦ c)′(0) (1.6)

dove (F ◦ c)′ è il vettore tangente alla curva (F ◦ c) : (−ϵ, ϵ) → M tale che

(F ◦ c)(0) = F (p), nel punto F (p).

Campi di Vettori

Sia M una varietà di�erenziabile. Si de�nisce �brato tangente come l'insieme

TM =
⋃
p∈M

TpM

dove l'unione si intente disgiunta1. Si può dimostrare (vedere [3, p. 129-133]) che

TM è una varietà di�erenziabile, con dimTM = 2dimM . Un campo di vettori è

un'applicazione

X : M → TM, p 7→ X(p) = Xp ∈ TpM.

Data una carta (U,φ), p ∈ U e φ = (x1, . . . , xn), si ha

X(p) = Xp =
n∑
i=1

ai(p)
∂

∂xi
|p

1Ovvero TM = ∪p∈M{p} × TpM
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Facendo variare il punto p ∈ U , otteniamo un espressione locale del campo di vettori,

de�nito nell'aperto U della carta

X|U =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
|U , con ai : U → R.

Diremo che il campo di vettori X è C∞ ∀p ∈ M e ∀(U,φ) se le funzioni ai sono C∞

sull'aperto U . Indicheremo con X(M) l'insieme dei campi di vettori C∞ su M . Si può

dimostrare che un campo di vettori è C∞ se e solo se X : M → TM è un'applicazione

C∞ tra le varietà di�erenziabili M e TM .

Dato un campo di vettori X (generico, non necessariamente C∞ per ora) e f : M → R
una funzione C∞, de�niamo la seguente funzione

Xf : M → R, p 7→ Xf(p) = Xpf. (1.7)

Questa funzione ha un profondo legame con i campi di vettori C∞, infatti vale la

seguente

Proposizione 1.2.2. Sia X un campo di vettori. X ∈ X(M) se e solo se la funzione

Xf è C∞ ∀ f : M → R C∞.

Dimostrazione. Supponiamo che X ∈ X(M). Sia p ∈ M e (U,φ) una carta locale,

p ∈ U e φ = (x1, . . . , xn), allora

X|U =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
|U (1.8)

con ai : U → R funzioni C∞ per ipotesi. Allora dalla formula precedente e dalla

de�nizione di Xf si ottiene

Xf(p) = Xpf =(
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
)(f)(p) =

=
n∑
i=1

ai(p)
∂f

∂xi
|p

da ciò si evince che Xf dipende in modo C∞ dal punto p, e quindi Xf è una funzione

C∞.

Viceversa supponiamo che Xf sia C∞ ∀f : M → R C∞.
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Sia p ∈ M e (U,φ) una carta locale, p ∈ U e φ = (x1, . . . , xn). Si può dimostrare

(vedere [2, p.144]) che è possibile estendere le funzioni C∞ xi : U → R a delle funzioni

�xi : M → R, a loro volta C∞, tali che �xi|V = xi dove V ⊂ U aperto tale che p ∈ U .

Essendo funzioni de�nite su tutta M , per ipotesi X�xi è C∞, si ha, utilizzando la (1.8):

X�xi(p) = (
n∑
j=1

ai
∂

∂xi
)�xi(p) =

n∑
j=1

ai(p)
∂�xi

∂xj
|p

=
n∑
j=1

ai(p)
∂xi

∂xj
|p = ai(p).

Da cui si trova che ai sono funzioni C∞ ∀i = 1, . . . , n.

De�nizione 1.2.3. Siano N ,M varietà di�erenziabili, F : N → M un di�eomor�smo

e X ∈ X(N). De�niamo il pushforward di X tramite F il campo di vettori F∗X

de�nito da

F∗X(q) = F∗F−1(q)XF−1(q).

F∗X è un campo di vettori su M , in particolare F∗X ∈ X(M), infatti presa

g ∈ C∞(M) abbiamo che

F∗X(q)(g) = F∗F−1(q)XF−1(q)(g) = XF−1(q)(g ◦ F ) = (X ◦ g ◦ F )(F−1(q)).

Essendo (X ◦ g ◦ F ) C∞ in quanto composizione di applicazioni C∞, concludiamo che

F∗X ∈ X(M). Data F : N →M un applicazione C∞. Due campi di vettori X ∈ X(N),

X ′ ∈ X(M), si dicono F-related se:

F∗pXp = X ′
F (p), ∀p ∈ N. (1.9)

In particolare quindi, se F è un di�eomor�smo e X ∈ X(N), allora F∗X e X sono

F−related.

Proposizione 1.2.3. Data F : N → M un applicazione C∞. Due campi di vettori

X ∈ X(N), Y ∈ X(M), sono F−related se e solo se

X(g ◦ F ) = (Y g) ◦ F, ∀g ∈ C∞(M).
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Dimostrazione. Per de�nizione, X è F−related a Y se e solo se

F∗pXp = YF (p), ∀p ∈ N. (1.10)

Tale relazione è vera se vale ∀g ∈ C∞(M), questo per la Proposizione 1.2.2. Si ottiene

quindi, utilizzando la de�nizione di di�erenziale

F∗pXp(g) = Xp(g ◦ F ) = X(g ◦ F )(p), (1.11)

YF (p)(g) = (Y g)(F (p)) = (Y g ◦ F )(p). (1.12)

Dalla (1.10) e dalla generalità di p ∈ N e g ∈ C∞(M), si ottiene la relazione desiderata.

1.3 Sottovarietà

Sia M una varietà di�erenziabile di dimM = m e sia S ⊂ M , munito della topologia

indotta da M . Diremo che S è una sottovarietà(regolare) di M di dimS = k ≤ m se

∀p ∈ S, ∃ una carta di M (U,φ), con p ∈ U e φ = (x1, . . . , xm) tale che

U ∩ S = { q ∈ U | xk+1(q) = xk+2(q) = · · · = xm(q) = 0 } . (1.13)

La carta (U,φ) è detta carta adattata di M rispetto a S.

Proposizione 1.3.1. Siano M una varietà di�erenziabile e S ⊂ M una sottovarietà

di M , dimS = k. Allora S è una varietà di�erenziabile.

Dimostrazione. S è una varietà topologica giacché eredita da M il fatto di essere uno

spazio di Hausdor� e di avere base numerabile di sottoinsiemi aperti, e inoltre, essendo

una sottovarietà, ∀p ∈ S ammette una carta adattata US della forma (1.13) e l'applica-

zione φS = φ|US
è un omeomor�smo poiché restrizione di φ, quindi la famiglia di carte

{(US, φS)} è un altante topologico per S.Proviamo che {(US, φS)} è un'atlante C∞.

Prese due carte (US, φS) e (VS, ψS) tali che US ∩VS ̸= ∅ e consideriamo il cambiamento

di coordinate

ψS ◦ φ−1
S : φS(US ∩ VS) → ψS(US ∩ VS).
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Dato che M è una varietà di�erenziabile, l'applicazione

ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

è C∞. In componenti, l'applicazione precedente si scrive:

ψ ◦ φ−1 = (y1(x1, . . . , xn), . . . , ym(x1, . . . , xn))

ed essendo C∞, le funzioni yj(x1, . . . , xn),∀j = 1, . . . ,m dipendono in modo C∞ da

(x1, . . . , xn), da cui segue necessariamente che l'applicazione

ψS ◦ φ−1
S = (y1(x1, . . . , xk, 0, . . . , 0), . . . , yk(x1, . . . , 0, . . . , 0), 0, . . . 0)

è anch'essa C∞. Analogamente si prova che φS ◦ ψ−1
S è C∞.

Osservazione 1.3.1. Un sottoinsieme S ⊂ M aperto è una sottovarietà di M di

dim(S) = dim(M). Conseguentemente quindi, GLn(R) è una sottovarietà di Mn(R)
di dimensione n2.

Costruzione di sottovarietà tramite applicazioni C∞

Sia F : N → M un'applicazione C∞. F è una immersione (summersione) in

p ∈ N se il di�erenziale F∗p : TpN → TF (p)M è iniettivo (suriettivo). Diremo che F

è una immersione (summersione) se lo è ∀p ∈ N . Un punto p ∈ N si dice:

� regolare per F se F∗p è suriettivo;

� critico per F se F∗p non è suriettivo.

Un punto q ∈M è un valore:

� regolare per F se ∀p ∈ F−1(q), p è un punto regolare per F . L'insieme dei valori

regolari è indicato con V RF ;

� critico per F se non è un valore regolare per F , ovvero ∃ p ∈ F−1(q) tale che p

è un punto critico. L'insieme dei valori critici è indicato con CRF .

De�niamo inoltre il rango di F in p come il rango del suo di�erenziale nel punto p,

cioè

rk(F ) = rk(F∗p).
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Sia F : N →M un 'immersione iniettiva. Allora diremo che F (N) ∈M è una sottova-

rietà immersa di M . Notiamo che in questo caso F (N) è una varietà di�erenziabile

di�eomorfa a N . La struttura di�erenziabile di F (N) è quindi ereditata da N , con l'

atlante de�nito da {(F (Uα), φα ◦ F )}, dove {(Uα, φα)} è la struttura di�erenziabile di

N .

Diremo che F è un embedding se è un immersione iniettiva ed è un embedding topo-

logico.

Il seguente teorema è una generalizzazione del Teorema della funzione Inversa su Rn,

esteso alle varietà di�erenziabili [3, p 68-69]:

Teorema 1.3.1 (Funzione Inversa). Siano F : N →M un'applicazione C∞,p ∈ N e le

carte (U,φ) di N , con p ∈ U , φ = (x1, . . . , xn) e (V, ψ) di M , con F (p) ∈ V , tali che

[∂F i

∂xj

]
p
̸= 0

Allora F è un di�eomor�smo locale intorno a p.

Teorema 1.3.2 (Controimmagine Valore Regolare). Sia F : N →M , con dimN = n,

dimM = m tali che n ≥ m. Sia c ∈ V RF e consideriamo S = F−1(c). Allora S è una

sottovarietà di N di dimS = n−m. Inoltre vale che

TpS = kerF∗p ∀p ∈ S.

Dimostrazione. Sia p ∈ F−1(c), e siano (V, ψ) una carta di M intorno a c tale che

ψ(c) = 0, e (U,φ = (x1, . . . , xn)) una carta di N intorno a p, tale che U ⊂ F−1(V ).

Per ipotesi c ∈ V RF , quindi F∗p, è suriettivo, ovvero lo Jacobiano

[∂F i

∂xj

]
p
, F i = (ψ ◦ F )i

ha rango massimo, ovvero m. A meno di scambiare l'ordine delle coordinate, possiamo

supporre che il minore

[∂F i

∂xj

]
p
̸= 0

con i, j = 1, . . . ,m. Consideriamo l'applicazione

g : U → Rn, g(q) = (F 1(q), . . . , Fm(q), xm+1(q), . . . , xn(q)).
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g è un di�eomor�smo locale, infatti

Jgp =

(∂F i

∂xj

)
p

∗

0 In−m

 ∈Mn(R)

e detJg(p) =
[
∂F i

∂xj

]
p
̸= 0. Per il Teorema 1.3.1 esiste un intorno Up di p tale che g|Up è

un di�eomor�smo, e quindi (Up, g|Up) è una carta di N ed è tale che

Up ∩ S = { q ∈ Up | F 1(q) = · · · = Fm(q) = 0 }

cioè Up è una carta adattata. Per la generalità di p ∈ S si conclude che S è una

sottovarietà di N , dimS = n−m.

Dimostriamo che TpS = kerF∗p.

1. Sia Xp ∈ TpS, e sia γ una curva tale che γ(0) = p e γ′(0) = Xp. Notiamo che

γ(t) ∈ S, ergo F (γ(t)) = c, ∀t ∈ (−ϵ, ϵ). Allora

F∗p(Xp) = (F ◦ γ)′(0) = d

dt
|0(F (γ(t))) =

d

dt
|0(c) = 0

quindi Xp ∈ kerF∗p, cioè TpS ⊂ kerF∗p.

2. Sappiamo che dimTpS = dimS = n −m. Poichè F∗p è suriettivo, dimF∗p(TpS) =

dimTpM0 = m. Dal teorema della dimensione si ha

n = dimTpN = dimF∗p(TpS) + dimkerF∗p = m− dimkerF∗p

da cui dimkerF∗p = n−m = dimTpS, cioè TpS = dimkerF∗p.

Esempio 1.3.1. Dimostriamo che

O(n) = {A ∈ GLn(R) | ATA = In }

è una sottovarietà di GLn(R). Sia Sn(R) l'insieme delle matrici simmetriche, e consi-

deriamo l'applicazione

F : GLn(R) → Sn(R), A 7→ F (A) = ATA.

Si dimostra che F è un applicazione C∞, e inoltre O(n) = F−1(I).
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Vogliamo dimostrare che I ∈ V RF . Consideriamo quindi il di�erenziale

F∗A : TAGLn(R) → TATASn

con A ∈ O(n). Sia c una curva tale che c(0) = A e c′(0) = X ∈ TAGLn(R) = Mn(R).
L'espressione di F∗A è

F∗A(X) =
d

dt
|0F (c(t)) =

d

dt
|0c(t)T c(t) = XTA+ ATX.

Sia B ∈ Sn, presa

X =
1

2
AB, A ∈ O(n)

dopo alcuni calcoli si ha F∗A(X) = B, da cui F∗A è suriettivo. Per il teorema (1.3.2)

O(n) è una sottovarietà di GLn(R). Si ha inoltre che dimSn(R) = n(n+1)
2

, e quindi

dimO(n) = n2 − dimSn = n(n−1)
2

.

Sempre per il teorema (1.3.2), possiamo calcolare TInO(n), Infatti sia X ∈ TInO(n),

allora X ∈ KerF∗In, cioè KerF∗In(X) = On. Da cui

KerF∗In(X) = XT I + IX = On =⇒ X = −XT .

Otteniamo quindi l'espressione di TInO(n)

TInO(n) = {X ∈Mn(R) | X = −XT } . (1.14)

Osserviamo che O(n) non è connesso (ha due componenti connesse), ma è compatto,

infatti è chiuso poiché controimmagine di un chiuso tramite un'applicazione continua,

ed è limitato, infatti data A ∈ O(n), per de�nizione AAT = In, cioè

n∑
K=1

aikajk = δij.

Per i = j la relazione precedente diventa

n∑
K=1

a2ik = 1, i = 1, . . . , n.
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Otteniamo quindi che ∀A ∈ O(n) vale la relazione

n∑
i,K=1

a2ik = n

da cui segue che O(n) è limitato dalla palla centrata nell'origine Br(0) ⊂ Rn2
con

r >
√
n.



Capitolo 2

Gruppi di Lie

Un Gruppo di Lie è una varietà di�erenziabile tale che le operazioni di gruppo

µ : G×G→ G i : G→ G

(x, y) 7→ x · y g 7→ g−1

sono applicazioni C∞ (nella struttura di�erenziale di G e G×G ).

Fissato a ∈ G, de�niamo la traslazione a sinistra :

La : G→ G

g 7→ a · g

Analogamente la traslazione a destra è de�nita come:

Ra : G→ G

g 7→ g · a

La traslazione a sinistra La e la traslazione a destra Ra sono C∞ ∀ a ∈ G. Infatti

La = µ(a, ·) ossia La è la restrizione di µ alla sottovarietà {a} × G. Analogamente

Ra = µ(·, a) è C∞.

In e�etti La e Ra sono di�eomor�smi ∀ a ∈ G, dato che (La)
−1 = La−1 e (Ra)

−1 = Ra−1 .

Dati due gruppi di Lie G e H, un' applicazione F : H → G tra gruppi di Lie è un

omomor�smo tra gruppi di Lie se F è C∞ ed è un omomor�smo di gruppi.

25
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Quest'ultima condizione può essere espressa come:

F ◦ Lh = LF (h) ◦ F ∀ h ∈ H.

Un isomor�smo di gruppi di Lie è un di�eomor�smo tra gruppi di Lie. Notiamo

inoltre che se F : H → G è un omomor�smo tra gruppi di Lie, allora:

F (eH) = eG

dove eH (risp. eG) rappresenta l'elemento neutro di H (risp. di G) .

Esempio 2.0.1. Sia GLn(R) = {A ∈ Mn(R) | det(A) ̸= 0} il gruppo lineare, ossia

l'insieme delle matrici n× n (n ∈ N \ {0}) invertibili. Allora (GLn(R), ·), A · B = AB

prodotto di matrici è un gruppo di Lie, ovvero la moltiplicazione · e l'inversione sono
applicazioni C∞.

Allo stesso modo si dimostra che GLn(C) è un gruppo di Lie.

Esempio 2.0.2. Sia SLn(R) = {A ∈ GLn(R) | det(A) = 1}, ossia il gruppo lineare

speciale, è un gruppo di Lie (con le operazioni di moltiplicazione tra matrici e l'in-

versione) . Per dimostrare che la moltiplicazione e l'inversione sono applicazioni C∞,

consideriamo l'inclusione j : SLn(R) → GLn(R), che è un embedding.

Siano µ : GLn(R) × GLn(R) → GLn(R) e i : GLn(R) → GLn(R) rispettivamente la

moltiplicazione e l'inversione in GLn(R), e siano µ̄ e ī la moltiplicazione e l'inversione

in SLn(R).
Allora µ̄ = µ|SLn(R)×SLn(R) e ī = i|SLn(R) ed essendo SLn(R) una sottovarietà di GLn(R),
segue che µ̄ e ī sono C∞ (restrizioni di applicazioni C∞).

Analogamente si dimostra che SLn(C) è un gruppo di Lie.

Esempio 2.0.3. O(n) = {A ∈ GLn(R) | ATA = In} è un gruppo di Lie in quan-

to abbiamo dimostrato che O(n) è una sottovarietà di GLn(R), e possiamo usare lo

stesso ragionamento dell'esempio precedente per dimostrare che le operazioni sono C∞.

Esempio 2.0.4. Dati (G, ·G), (H, ·H) gruppi di Lie, allora il prodotto G ×H munito

delle operazioni

(g, h) · (g′, h′) = (g ·G g′, h ·H h′) ∀g, g′ ∈ G, h, h′ ∈ H

(g, h)−1 = (g−1, h−1) ∀g ∈ G, h ∈ H

è un gruppo di Lie.
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2.1 Sottogruppi di Lie

Sia G un gruppo di Lie. Un sottoinsieme H ⊂ G è un sottogruppo di Lie se sono

soddisfatte le seguenti condizioni:

1. H è un sottogruppo (algebrico) di G;

2. H è una sottovarietà immersa di G (cioè l'inclusione H ↪→ G è un'immersione);

3. le operazioni di gruppo di H sono C∞.

Osservazione 2.1.1. Le operazioni di gruppo di H (moltiplicazione e inversione) sono

chiaramente indotte da G (H è un sottogruppo di G), ma non è detto che siano C∞,

in quanto stiamo richiedendo che l'inclusione i : H ↪→ G sia un' immersione e non un

embedding (la topologia su H non è quella indotta da G).

Se i : H ↪→ G fosse un embedding, allora la condizione 3) sarebbe super�ua.

Proposizione 2.1.1. [3, p.168] Sia H un sottogruppo (algebrico) di un gruppo di Lie

G. Se H è una sottovarietà di G (equi. i : H ↪→ G è un embedding), allora H è un

sottogruppo di Lie.

A volte un sottogruppo come nella proposizione è chiamato sottogruppo di Lie

embedded.

Deduciamo quindi:

Corollario 2.1.1. SLn(R) e O(n) sono sottogruppi di Lie di GLn(R).

Osservazione 2.1.2. In e�etti esiste un teorema [2, p. 86] che a�erma: un sottogruppo

chiuso (come sottospazio topologico) di un gruppo di Lie G è un sottogruppo di

Lie embedded. Il corollario precedente segue immediatamente da questo teorema in

quanto SLn(R) e O(n) sono chiusi in GLn(R).

Esempio 2.1.1 (Sottogruppo di Lie non embedded). Sia G = T2 = S1 × S1 = R/Z2

il toro con la struttura di gruppo di Lie de�nita nell'Esempio 2.0.4. Sia L ⊂ R2 una

retta passante per l'origine e

π : R2 → R/Z2 = T2 = G, (t, s) 7→ (e2πit, e2πis)

Allora π(L) è una curva chiusa ⇔ L è parallela all'asse y ∨ L = { (t, αt) | α ∈ Q }.
Infatti se α ∈ R \Q ⇒ H = π(L) non è chiusa ma è densa in G = T2.
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Quindi f = π|L : L → T2 è un omomor�smo di gruppi di Lie, H = π(L) < T2

(sottogruppo algebrico).

Inoltre f è un immersione ⇒ H è un sottogruppo di Lie (non embedded) di T2.

Esponenziale di una matrice

Per calcolare il di�erenziale di un'applicazione avente dominio GLn(R), abbiamo biso-

gno di curve di matrici invertibili. Tramite l'esponenziale di una matrice che de�ni-

remo a breve, avremo (tra le altre cose) la possibilità di trovare la curva che ci serve.

La trattazione sarà fatta su GLn(R) e i suoi sottogruppi (di Lie), ma quello che faremo

si può fare per un gruppo di Lie arbitrario.

De�nizione 2.1.1. Sia V uno spazio vettoriale su R. Una norma su V è un'applica-

zione

∥ · ∥ : V → R, v 7→ ||v|| ∀ v ∈ V

tale che:

1. ∥v∥ ≥ 0 ∀ v ̸= 0 e ||v|| = 0 ⇔ v = 0 (∥ · ∥ è de�nita positiva);

2. ∥λv∥ = |λ| ∥v∥ ∀ v ∈ V e ∀ λ ∈ R (omogeneità);

3. ∥v + w∥ ≤ ∥v∥ ∥w∥ ∀ v, w ∈ V (sub-additività).

Uno spazio vettoriale V dotato di una norma ∥ ·∥ è detto spazio vettoriale normato

e viene indicato tramite la coppia (V, ∥ · ∥).

Esempio 2.1.2 (Norma di Frobenius). SiaMn(R) = {X = [Xij] | Xij ∈ R, 1 ≤ i, j ≤ n }.
Data X ∈Mn(R), de�niamo

∥X∥ =
( n∑
i,j=1

X2
i,j

) 1
2 .

(Mn(R), ∥ · ∥) è il prototipo di spazio normato.

De�nizione 2.1.2 (Esponenziale di una matrice). L'esponenziale di una matrice

X ∈Mn(R) è de�nita come

expX = eX := In +X +
1

2!
X2 +

1

3!
X3 + · · · =

∞∑
j=0

Xj

j!
. (2.1)
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Useremo indistintamente la notazione expX oppure eX .

Esempio 2.1.3. Se X = On (matrice nulla), allora:

eOn = In.

Se invece X = xIn, x ∈ R, allora:
eX = exIn

A�nché la de�nizione (2.1) abbia senso sempre, occorre veri�care che eX ∈Mn(R)
oppure, equivalentemente, veri�care che la serie di matrici

∞∑
j=0

Xj

j!

sia convergente nello spazio vettoriale normato (Mn(R), ∥ · ∥), cioè:

lim
k→∞

k∑
j=0

Xj

j!
= A A ∈Mn(R)

De�nizione 2.1.3 (Algebra normata). Un' algebra normata (V, ·, ∥ ·∥) è uno spazio
vettoriale normato (V, ∥ · ∥) su R che sia anche un'algebra (V, ·) tale che:

∥v · w∥ ≤ ∥v∥∥w∥ ∀v, w ∈ V (proprietà submoltiplicativa).

Esempio 2.1.4. (Mn(R), ·, ∥ · ∥), dove · è la moltiplicazione usuale tra matrici e ∥ · ∥ è

la norma di Frobenius (cfr. Esempio 2.1.2), è un algebra normata. Infatti, se X,Y ∈
Mn(R),X = [xij], Y = [yij], allora, utilizzando la disuguaglianza di Cauchy-Schwartz:

(XY )2ij = (
n∑
k=1

xikykj)
2 ≤ (

n∑
k=1

x2ik)(
n∑
k=1

y2kj)

che implica:

∥XY ∥2 =
n∑
i,j

(XY )2ij ≤
n∑
i,j

(
n∑
k=1

x2ik)(
n∑
k=1

y2kj) =

= (
n∑

i,k=1

x2ik)(
n∑

k,j=1

y2kj) = ∥X∥∥Y ∥.
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Il che dimostra che vale la proprietà submoltiplicativa.

Proposizione 2.1.2 (Alcune proprietà di un algebra normata). Sia (V, ·, ∥·∥) un'alge-
bra normata. Allora:

(a) Sia a ∈ V e sn una successione in V . Se sn −→ s ∈ V allora asn −→ as;

(b) Sia a ∈ V e
∑∞

n sn una serie convergente. Allora:

a
∞∑
n

sn =
∞∑
n

asn,
∞∑
n

(sna) = (
∞∑
n

sn)a.

Dimostrazione. Per dimostrare (a), consideriamo la successione sn in V . Per ipotesi

sn converge a s ∈ V , ossia

lim
n→∞

∥sn − s∥ = 0.

Preso a ∈ V , per l'omogeneità della norma:

∥asn − as∥ = |a|∥sn − s∥

da cui

lim
n→∞

∥asn − as∥ = lim
n→∞

|a|∥sn − s∥ = as.

Proviamo ora la (b). Per ipotesi la serie
∑n

k=0 sn è convergente a s ∈ V cioè

n∑
k=0

sn = s =⇒ lim
n→∞

∥
n∑
k=0

sn − s∥ = 0.

Sia a ∈ V , abbiamo

a lim
n→∞

∥
n∑
k=0

sn − s∥ (a)
= lim

n→∞
∥a(

n∑
k=0

sn − s)∥ = lim
n→∞

∥
n∑
k=0

asn − as∥ = 0

ovvero
∞∑
k=0

asn = as = a(
∞∑
k=0

sn).

Analogamente si dimostra l'altra uguaglianza.

Sia (V, ∥·∥) uno spazio vettoriale normato. La serie
∑∞

n=1 sn è detta assolutamente

convergente se la serie
∑∞

n=1∥sn∥ è convergente.
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De�nizione 2.1.4. Sia (V, ∥·∥) uno spazio vettoriale normato. Una successione {sn}n∈N
in V è detta di Cauchy se:

∀ϵ > 0 ∃N ∈ N t.c ∀n,m > N =⇒ ∥sn − sm∥ < ϵ.

Uno spazio vettoriale normato è detto completo se ogni successione di Cauchy

{sn}n∈N ∈ V è convergente ad un punto di V . Uno spazio vettoriale normato completo

è chiamato spazio di Banach , mentre un algebra normata completa è detta algebra

di Banach .

Proposizione 2.1.3. Sia (V, ∥·∥) uno spazio di Banach. Sia {sn}n∈N una successione

in V . Allora ogni serie assolutamente convergente è convergente, ovvero:

∞∑
n=1

∥sn∥ <∞ =⇒
∞∑
n=1

sn <∞.

Dimostrazione. Sia ϵ > 0 e siano p, q ∈ N, p > q. Sia {Sh}h∈N la successione delle

somme parziali, ovvero Sh =
∑h

n=1 sn. Si ha:

∥Sp − Sq∥ = ∥
p∑

n=q+1

sn∥ ≤
p∑

n=q+1

∥sn∥ < ϵ ∀p, qNϵ.

Dove la prima disuguaglianza vale per la subaddittività (essendo in uno spazio norma-

to), mentre l'ultima per ipotesi (serie assolutamente convergente). Segue allora che la

successione delle somme parziali {Sh}h∈N è di Cauchy, ma essendo V per ipotesi uno

spazio di Banach, la successione è convergente, cioè la serie
∑∞

n=1 sn è convergente.

Corollario 2.1.2. Ogni serie assolutamente convergente in (Mn(R), ∥·∥) è convergente.

Dimostrazione. Segue dalla proposizione precedente, in quanto (Mn(R), ∥·∥) è uno

spazio di Banach.

Possiamo ora veri�care che l'esponenziale di matrice de�nita in (2.1) è ben de�nita,

ossia eX ∈Mn(R) ∀X ∈Mn(R). Infatti:

∞∑
k=1

∥∥∥∥Xk

k!

∥∥∥∥ =
∞∑
k=1

1

k!
∥Xk∥ ≤

∞∑
k=1

1

k!
∥X∥k = e∥X∥.

Dove e∥X∥ è l'esponenziale usuale di numeri reali. Ma allora la serie (2.1) è assoluta-

mente convergente e quindi convergente in Mn(R) per la Proposizione 2.1.3.
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Proposizione 2.1.4 (Alcune proprietà dell'esponenziale). Valgono i fatti seguenti:

1. Date A,B ∈Mn(R) tali che AB = BA =⇒ eA+B = eAeB;

2. eA ∈ GLn(R) ∀A ∈Mn(R) (cioè eA è sempre invertibile);

3. d
dt
etX = XetX = etXX, ∀X ∈Mn(R).

Dimostrazione. 1: Siano A,B ∈Mn(R). Poiché per ipotesi AB = BA, vale la formula:

(A+B)k =
k∑
j=0

(
k

j

)
AjBk−j =

k∑
j=0

k!

(k − j)!j!
AjBk−j.

Si ha dunque:

eA+B =
∞∑
k=0

1

k!
(A+B)k =

∞∑
k=0

1

k!

k∑
j=0

(
k

j

)
AjBk−j =

=
∞∑
k=0

k∑
j=0

1

(k − j)!j!
AjBk−j =

(
∞∑
j=0

1

j!
Aj

)(
∞∑
k=0

1

k!
Bk

)
=

= eAeB.

Dove la quarta uguaglianza segue dal prodotto di Cauchy 1.

2: Per la 1, si ha eA−A = eAe−A, allora

eAe−A = eA−A = eOn = In

ovvero eA ∈ GLn(R). Inoltre
(
eA
)−1

= e−A.

3: Essendo etX =
∑∞

k=0
1
k!
(tX)k una serie convergente, è derivabile termine a termine,

ossia:

d

dt

∞∑
k=0

1

k!
(tX)k =

∞∑
k=0

1

k!

d

dt
(tX)k.

1Prese due serie assolutamente convergenti
∑∞

j=0 ak = a,
∑∞

j=0 bj = b ⇒ la serie prodotto converge

assolutamente, cioè
∑∞

k=0 ajbk−j = ab
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Allora:

d

dt
etX =

d

dt

∞∑
k=0

1

k!
(tX)k =

∞∑
k=0

1

k!

d

dt
(tX)k =

d

dt
[In + tX +

1

2
t2X2 + . . . ] =

= X + tX2 +
1

2
t2X3 + · · · = X[In + tX +

1

2
t2X2 + . . . ] = XetX ,

dove l'uguaglianza

X + tX2 +
1

2
t2X3 + · · · = X[In + tX +

1

2
t2X2 + . . . ]

vale per la (b) della Proposizione 2.1.2.

Analogamente si dimostra che:
d

dt
etX = etXX.

Osservazione 2.1.3. Con ragionamenti analoghi si può de�nire eX con X ∈ Mn(C) e
veri�care che soddisfa proprietà analoghe a quelle �n ora viste.

Richiami di Algebra Lineare

Prima di vedere alcuni utilizzi dell'esponenziale di una matrice, occorre richiamare

alcune nozioni di algebra lineare.

De�nizione 2.1.5. Siano A,B ∈Mn(C), n ≥ 1. A,B si dicono simili se ∃S ∈ GLn(C)
tale che

B = S−1AS

Diremo che A,B sono unitariamente simili se sono simili e se S ∈ U(n), dove:

U(n) = { U ∈ GLn(C) | UU∗ = U∗U = In } (matrici unitarie)

con U∗ = U
T
(coniugata della trasposta).
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I seguenti due Lemmi sono provati in [9, p.285]

Lemma 2.1.1. Data X una matrice antisimmetrica di ordine n ≥ 2 e dato

{ iθ1,−θ1, . . . , iθp,−iθp } l'insieme di tutti i suoi autovalori, esistono una matrice or-

togonale P e una matrice diagonale a blocchi E de�nita da

E =


E1 . . .
...

. . .
...

. . . Em

On−2m

 , Ei =

(
0 −θi
θi 0

)
, θi > 0

tali che X = PEP T .

Lemma 2.1.2 (Teorema Forma Canonica Ortogonale). Data R ∈ SO(n), esistono

una matrice ortogonale P e una matrice diagonale a blocchi D de�nita da

D =


D1 . . .
...

. . .
...

. . . Dm

In−2m

 Di =

(
cos θi − sin θi

sin θi cos θi

)
, 0 < θi ≤ π

tali che R = PDP T .

Teorema 2.1.1 (Di Shur). Ogni A ∈ Mn(C) è unitariamente simile ad una matrice

triangolare superiore:

T =



λ1 ∗ . . . . . . ∗
0 λ2 ∗ . . . ∗
0 0 λ3 ∗ . . .
...

...
...

. . . ∗
0 . . . . . . 0 λn


dove i λj ∈ C, j = 1, . . . , n, sono gli autovalori di A.

Dimostrazione. Dobbiamo provare che ∀A ∈ Mn(C), ∃U ∈ U(n) e T matrice triango-

lare superiore tale che

A = UTU∗

Dimostriamo l'asserto per induzione su n.

Per n = 1 non c'è nulla da dimostrare.
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Supponiamo per ipotesi induttiva che l'asserto sia vero ∀G ∈Mn−1(C). Sia A ∈Mn(C).
Poichè il polinomio caratteristico relativo ad A è un polinomio in C, per il teorema

fondamentale dell'algebra esso ammette almeno una radice in C, ovvero ∃λ1 ∈ C auto-

valore di A. Sia x1 ∈ Cn l'autovettore associato a λ1 che, senza perdere di generalità,

possiamo supporre unitario (in caso contrario infatti sarà su�ciente normalizzarlo).

Consideriamo la base ortonormale di Cn contenente x1:

β = {x1, v2, . . . , vn}

e l'applicazione lineare A : Cn → Cn, A(z) = Az.

Consideriamo C = {e1, . . . , en} la base canonica di Cn (anch'essa ortonormale), e sia

S ∈ U(n) la matrice di passaggio dalla base β a quella canonica(S è unitaria in quanto

entrambe le basi sono ortonormali). Allora rispetto a β, l'operatore A ha la seguente

matrice associata:

A′ = S−1AS = S∗AS = S
T
AS

Essendo x1 un autovettore per A, si avrà che:

A′ =


λ1 ∗ . . . ∗
0
... B

0


dove B ∈ Mn−1(C). Per ipotesi induttiva B è unitariamente simile ad una matrice

triangolare superiore T e quindi ∃Q ∈ U(n) tale che Q∗BQ = T . De�niamo

Z =


1 0 . . . 0

0
... Q

0

 .
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Si vede immediatamente che Z ∈ U(n). Ponendo U = SZ si ottiene:

U
∗
AU =


λ1 ∗ . . . ∗
0
... T

0


Da cui la tesi.

Data A ∈Mn(C), diremo che A è normale se AA∗ = A∗A.

Esempio 2.1.5.

1. Una matrice hermitiana , ovvero tale che A = A∗ è normale;

2. una matrice anti-hermitiana , ovvero tale che A = −A∗ è normale;

3. le matrici unitarie sono normali;

4. le matrici simmetriche ad entrate reali sono normali.

2.2 Traccia, determinante e esponenziale

di una matrice

In questo paragrafo vedremo alcune applicazioni dell'esponenziale di una matrice de�-

nita in (2.1).

Proposizione 2.2.1. Sia X ∈ Mn(C), allora tr(X) =
∑n

i=1 λi, dove λi ∈ C,
i = 1, . . . , n, sono gli autovalori di X.

Dimostrazione. Sia X = (xij). Ricordiamo che tr(X) =
∑n

i=1 xii, inoltre ∀X, Y ∈
Mn(C), tr(XY ) = tr(Y X), da cui segue anche che matrici simili hanno stessa traccia.

Poichè X ∈Mn(C), per il teorema (2.1.1) ∃S ∈ U(n) tale che:

S∗XS =


λ1 ∗ . . . ∗
0 λ2 . . . ∗
...

. . .
...

0 . . . 0 λn
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dove λi ∈ C, i = 1, . . . , n, sono gli autovalori di X. Segue dunque:

tr(X) = tr(S∗XS) =
n∑
i=1

λi.

Osservazione 2.2.1. La proposizione precedente rimane vera anche se X ∈ Mn(R), in
particolare tr(X) ∈ R, anche se gli autovalori λi potrebbero appartenere a C, ma in

questo caso sono complessi coniugati.

Proposizione 2.2.2. Sia X ∈Mn(R). Allora

det(eX) = etr(X). (2.2)

Osservazione 2.2.2. Al primo membro dell'equazione (2.2) abbiamo il determinante

di eX ∈ Mn(R), mentre al secondo membro abbiamo l'esponenziale usuale di numeri

reali, infatti tr(X) ∈ R.

Dimostrazione. Supponiamo inizialmente che X ∈ Mn(R) sia triangolare superiore,

ovvero

X =


λ1 ∗ . . . ∗
0 λ2 . . . ∗
...

. . .
...

0 . . . 0 λn


Allora

eX =
∞∑
k=0

Xk

k!
=

∞∑
k=0

1

k!


λk1 ∗′

. . . ∗′

0 λk2 . . . ∗′

...
. . .

...

0 . . . 0 λkn

 =
∞∑
k=0


λk1
k!

∗′′
. . . ∗′′

0
λk2
k!

. . . ∗′′

...
. . .

...

0 . . . 0 λkn
k!

 =

=


eλ1 ∗ . . . ∗
0 eλ2 . . . ∗
...

. . .
...

0 . . . 0 eλn
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da cui

det(eX) = det


eλ1 ∗′′′

. . . ∗′′′

0 eλ2 . . . ∗′′′

...
. . .

...

0 . . . 0 eλn

 =
n∏
i=1

eλi = e
∑n

i=1 λi = etrX

dove l'ultima uguaglianza è garantita dalla Proposizione (2.2.1).

Sia ora X ∈Mn(R) arbitraria. Per il Teorema (2.1.1) ∃A ∈ U(n) tale che

A−1XA = T

dove T è una matrice triangolare superiore con la diagonale principale formata dagli

autovalori di X. Si ha

eA
−1XA =

∞∑
k=0

1

k!
(A−1XA)k =

∞∑
k=0

1

k!
(A−1XkA), (2.3)

per la parte (b) della Proposizione 2.1.2 vale inoltre:

∞∑
k=0

1

k!
(A−1XkA) = A−1

( ∞∑
k=0

Xk

k!

)
A = A−1eXA. (2.4)

Unendo la (2.3) e la (2.4) si ottiene:

eA
−1XA = A−1eXA. (2.5)

Fatte queste considerazioni e avendo dimostrato che la tesi del teorema vale per le

matrici triangolari superiori,(ricordiamo che A−1XA è triang. sup.) possiamo in�ne

calcolare det(eX):

det(eX) = det(A−1eXA) = det(eA
−1XA) = etr(A

−1XA) = etr(X)

che è quello che volevamo dimostrare.

Corollario 2.2.1. eX ∈ GLn(R), ∀X ∈Mn(R).
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Dimostrazione. Per il teorema precedente, si ha:

det(eX) = etr(X) ̸= 0, ∀X ∈Mn(R).

Essendo il secondo membro l'esponenziale usuale di numeri reali.

Corollario 2.2.2. Data X ∈ Mn(R), allora c(t) = etX è una curva in GLn(R) tale

che c(0) = In e c′(0) = X.

Più' in generale, ∀A ∈ GLn(R) e ∀B ∈Mn(R), c(t) = AetA
−1B è una curva in GLn(R)

tale che c(0) = A e c′(0) = B.

Dimostrazione. Sia X ∈ Mn(R). Notiamo subito che, per come è de�nita la curva e

per la (2.1):

c(0) = eOn = In.

Per de�nizione di vettore velocità di una curva su una varietà e applicando la (3) della

Proposizione 2.1.4 si ottiene:

c′(0) =
d

dt
etX |t=0 = XetX |t=0 = XeOn = XIn = X.

Analogamente si ottiene la seconda parte del teorema.

Corollario 2.2.3 (Di�erenziale del determinante). Sia f : GLn(R) → R, f(A) =

det(A). Allora

f∗A : Mn(R) → R, f∗A(B) = det(A)tr(A−1B). (2.6)

Dimostrazione. Sia c(t) = AeA
−1Bt una curva tale che c(0) = A, c′(0) = B. Dalla

de�nizione di di�erenziale si ha:

f∗A(B) = (f ◦ c)′(0) = d

dt
det(AeA

−1Bt)|t=0 = det(A)
d

dt
det(eA

−1Bt)|t=0.

Applicando la (2.2) si ottiene:

det(eA
−1Bt) = etr(A

−1Bt) = etr(A
−1B)t.

Ovvero:

f∗A(B) = det(A)
d

dt
det(eA

−1Bt)|t=0 = det(A)
d

dt
etr(A

−1B)t|t=0

= det(A)tr(A−1B)etr(A
−1B)t|t=0 = det(A)tr(A−1B).
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Esempio 2.2.1. Dimostriamo in una maniera alternativa che SLn(R) è una sottova-

rietà di GLn(R). Ricordiamo che

SLn(R) = {A ∈ GLn(R) | det(A) = 1 } .

Consideriamo l'applicazione C∞

det : GLn(R) → R, A 7→ det(A).

Allora SLn(R) = det−1(1). Dimostriamo che 1 ∈ V Rdet. Per de�nizione, 1 è un valore

regolare se ∀A ∈ det−1(1), A è un punto regolare per det, cioè det∗A è suriettivo. Ab-

biamo dimostrato che (cfr. Corollario 2.2.3), ∀B ∈Mn(R) = TIGLn(R), l'espressione
del di�erenziale è

det∗A(B) = det(A)tr(A−1B).

Sia quindi c ∈ R. de�nisco la matrice B ∈Mn(R) come

B =
c

n
A.

Allora

det∗A(B) = det(A)tr(A−1B) = det(A)tr(A−1 c

n
A) = c.

che prova la suriettività. Per il teorema (1.3.2), SLn(R) è una sottovarietà di GLn(R),
con dimSLn(R) = n2 − 1. Sempre per il teorema (1.3.2), si ha

TISLn(R) = kerdet∗I

cioè X ∈ TISLn(R) è tale che det∗I(X) = 0, allora

0 = det∗I(X) = (detI)tr(I−1X) = tr(X)

ovvero

TISLn(R) = {X ∈Mn(R) | tr(X) = 0 } . (2.7)
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SLn(R) è uno spazio connesso, infatti dall'algebra lineare sappiamo che una matrice

X ∈ SLn(R) si può scrive come

X =
r∏

k=1

(In + akEikjk) (2.8)

dove gli ak ∈ R, mentre le matrici Eij sono tali che EijX è la matrice con entrate

nulle tranne nella j-esima riga in cui è presente i-esima riga di X e XEij è la matrice

con entrate nulle tranne nella i-esima colonna in cui è presente j-esima colonna di X.

De�nendo la curva c(t) come

c(t) =
r∏

k=1

(In + aktEikjk).

Allora c(0) = In e c(1) = A, il che prova che SLn(R) è connesso per archi.

Esempio 2.2.2. Consideriamo l'insieme

SO(n) = {A ∈ O(n) | det(A) = 1 }

il gruppo lineare speciale ortogonale. Dimostriamo che SO(n) è una sottovarietà (quin-

di un sottogruppo di Lie) di O(n). Per farlo è su�ciente dimostrare che SO(n) è una

componente connessa di O(n)1 ∀n ≥ 1, il che proverebbe che è un aperto di quest'ul-

timo e quindi una sottovarietà.

Se n = 1, SO(1) = 1. Supponiamo n ≥ 2, e sia A ∈ SO(n).

Per il Teorema della forma canonica ortogonale(cfr. Lemma 2.1.2) esiste P ∈ O(n) tale

che

P TAP =


Ip ∗ . . . ∗
0 −Iq . . . ∗
... P1

...

0 . . . 0 Pk

 = Q

con n = p+ q + 2k e

Pj =

(
cos θj − sin θj

sin θj cos θj

)
.

1Dalla topologia, sappiamo che una componente connessa C di uno spazio M è sempre chiusa.

Tuttavia, se M è una varietà topologica, si ha che C è anche aperta.
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Notiamo che A = PQP−1. Poiché det(A)=1, le matrici del tipo −Iq devono essere di

ordine pari, cioè q = 2l, allora

−Iq =


−1 0 . . .

0 −1 . . .
... −1 0

. . . 0 −1

 =


cos π − sin π . . .

sin π cos π . . .
... cosπ − sin π

. . . sin π cos π

 .

Sia ora c(t) de�nita ∀t ∈ R da

c(t) = P


Ip 0 . . .

0 −Iq(t) . . .
... P1(t) 0

. . . 0 Pk(t)

P−1, (2.9)

dove

−Iq(t) =


cos tπ − sin tπ . . .

sin tπ cos tπ . . .
... cos tπ − sin tπ

. . . sin tπ cos tπ

 , Pj(t) =

(
cos tθj − sin tθj

sin tθj cos tθj

)
.

Ovviamente c(t) ∈ SO(n) ∀t ∈ R. Allora c(0) = In, c(1) = A e quindi SO(n) è

connesso per archi.

Supponiamo per assurdo che esista B ∈ O(n), con det(B)−1, tale che esista una curva

γ(t) tale che γ(0) = I e γ(1) = B, poiché γ(t) è continua, esisterà t0 ∈ R tale che

det(γ(t0)) = 0, ma questo è assurdo. Quindi SO(n) è una componente connessa di

O(n). Per lo stesso motivo si ha che

TInSO(n) = TInO(n) = {X ∈Mn(R) | X = −XT } .

SO(n) è inoltre compatto, infatti è chiuso in O(n) poiché controimmagine di un chiuso

tramite un applicazione continua.2

2Ricordiamo che un chiuso di uno spazio compatto è compatto



Capitolo 3

Algebre di Lie

Sia V uno spazio vettoriale su un campo K, e sia

[·, ·] : V × V → V

un'applicazione, detta bracket (o commutatore), tale che:

(L1) [·, ·] è bilineare ;

(L2) [·, ·] è antisimmetrica, ovvero [v, w] = −[w, v], ∀v, w ∈ V ;

(L3) soddisfa l'identità di Jacobi, ovvero:

[u, [v, w]] + [v, [w, u]] + [w, [u, v]] = 0 ∀u, v, w ∈ V.

Diremo che (V, [·, ·]) è un'algebra di Lie.

La condizione (L.2), nel caso in cui il campo K abbia caratteristica diversa da 2, può

essere espressa nella seguente maniera equivalente:

(L2)' [v, v] = 0 ∀v ∈ V .

Infatti se [·, ·] soddisfa la (L2), allora in particolare [v, v] = −[v, v], da cui 2[v, v] = 0

ovvero [v, v] = 0.

Viceversa se vale la (L2)', allora, grazie alla bilinearità di [·, ·] si ha:

0 = [v + w, v + w] = [v, v] + [v, w] + [w, v] + [w,w] = [v, w] + [w, v]

43
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ovvero [v, w] = −[w, v] ∀v, w ∈ V .

Data un'algebra di Lie (V, [·, ·]), è immediato veri�care che

[v, 0] = [0, v] = 0, ∀v ∈ V.

Esempio 3.0.1. Sia K = R, consideriamo l'applicazione prodotto vettoriale:

∧ : R3 × R3 → R3, (x, y) 7→ x ∧ y

de�nita da:

x ∧ y = (x2y3 − x3y2, x3y1 − x1y3, x1y2 − x2y1) (3.1)

con x = (x1, x2, x3) , y = (y1, y2, y3).

(R3,∧) è un'algebra di Lie, infatti è immediato veri�care che ∧ soddisfa le proprietà

(L1) e (L2). Inoltre vale l'identità di Jacobi, infatti: osserviamo prima di tutto che,

facendo alcuni calcoli, risulta:

x ∧ (y ∧ z) = (x · z)y − (x · y)z ∀x, y, z ∈ R3. (3.2)

Dove · indica il prodotto scalare canonico su R3.

Si ha dunque, utilizzando la (3.2):

x ∧ (y ∧ z) = (x · z)y − (x · y)z (3.3)

y ∧ (z ∧ x) = (y · x)z − (y · z)x (3.4)

z ∧ (x ∧ y) = (z · y)x− (z · x)y (3.5)

Sommando termine a termine le equazioni (3.3), (3.4), (3.5) si ottiene proprio l'identità

di Jacobi, ovvero:

x ∧ (y ∧ z) + y ∧ (z ∧ x) + z ∧ (x ∧ y) = 0.

Esempio 3.0.2. Sia K = R e V = Mn(R). Date X, Y ∈ Mn(R), de�niamo il

commutatore di X, Y come:

[X, Y ] = XY − Y X.

Allora (Mn(R), [·, ·]) è un' algebra di Lie.
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Esempio 3.0.3. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. E' sempre possibile

de�nire il bracket:

[x, y] = 0 ∀x, y ∈ V.

E' immediato veri�care che il bracket cosi de�nito soddisfa le leggi (L.1), (L.2), (L.3) e

che quindi (V, [·, ·]) è un algebra di Lie, chiamata anche struttura abeliana di algebra di

Lie su V . In particolare, un campo K può essere visto come un'algebra di Lie abeliana.

Esempio 3.0.4. Sia V uno spazio vettoriale su un campo K, e sia End(V ) o spazio

vettoriale delle applicazioni lineari da V in se stesso. De�niamo l'applicazione:

[ , ] : End(V )× End(V ) → End(V )

(f, g) 7→ [f, g] = f ◦ g − g ◦ f.

Tale applicazione soddisfa le proprietà (L1), (L2), (L3), infatti:

� ∀f, g, h ∈ End(V ) e ∀x ∈ V ,

[f, g + h](x) = (f ◦ (g + h)− (g + h) ◦ f)(x)

= (f ◦ (g + h)(x)− (g + h) ◦ f)(x)

= (f ◦ g)(x) + (f ◦ h)(x)− (g ◦ f)(x)− (h ◦ f)(x)

= [f, g](x) + [f, h](x)

per l'arbitrarietà di x ∈ V , vale dunque [f, g + h] = [f, g] + [f, h]. Analogamente

si dimostra che [f+g, h] = [f, h]+ [g, h] e che ∀λ ∈ K, [λf, g] = [f, λg] = λ[f, g],

∀f, g ∈ End(V ), e dunque vale la (L1);

� Si veri�ca immediatamente che ∀f, g ∈ End(V ), vale che

[f, g] = −[g, f ]

e quindi è soddisfatta la (L2);

� ∀f, g, h ∈ End(V ), si ha:

[f, [g, h]] = f ◦ g ◦ h− f ◦ h ◦ g − g ◦ h ◦ f + h ◦ g ◦ f (3.6)

[g, [h, f ]] = g ◦ h ◦ f − g ◦ f ◦ h− h ◦ f ◦ g + f ◦ h ◦ g (3.7)

[h, [f, g]] = h ◦ f ◦ g − h ◦ g ◦ f − f ◦ g ◦ h+ g ◦ f ◦ g (3.8)
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sommando termine a termine le equazioni (3.6), (3.7) , (3.8) si ottiene l'identità

di Jacobi.

Ergo (End(V ), [·, ·]) è un algebra di Lie, chiamata algebra lineare generale, e viene de-

notata con gl(V).

Esempio 3.0.5. SiaM una varietà di�erenziabile e X(M) lo spazio dei campi di vettori

C∞, che abbiamo de�nito nel Capitolo 1. De�niamo l'applicazione

[ , ] : X(M)× X(M) → X(M), [X, Y ] = XY − Y X (3.9)

tale che

[X, Y ]p(f) = Xp(Y f)− Yp(Xf), ∀f ∈ C∞
p (M) (3.10)

con Xf, Y f de�niti da (1.7). La de�nizione (3.10) è ben posta, ovvero [X, Y ]p ∈ TpM ,

infatti è lineare e soddisfa la regola di Leibniz. Inoltre, utilizzando la Proposizione

(1.2.2), si prova che [X, Y ] ∈ X(M). Attraverso semplici calcoli si prova che [ , ]

soddisfa le leggi (L1),(L2),(L3) e che quindi (X(M), [ , ]) è un'algebra di Lie.

Siano V=(V, [·, ·]), V'= (V ′, [·, ·]′) due algebre di Lie. Un omomor�smo di

algebre di Lie è un applicazione lineare

Φ: V→ V'

che conserva il bracket, ovvero tale che:

Φ([v, w]) = [Φ(v),Φ(w)]′, ∀v, w ∈ V.

Un isomor�smo di algebre di Lie è un omomor�smo di algebre di Lie biettivo. Due

algebre di Lie V e V' si dicono isomorfe se esiste Φ: V → V' isomor�smo di algebre

di Lie.

Esempio 3.0.6. Consideriamo l'applicazione tra l'algebra di Lie V e l'algebra lineare

generale gl(V)

ad : V→ gl(V), v 7→ ad(v)(w) = [v, w] ∀v, w ∈ V (3.11)
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ad è un omomor�smo di algebre di Lie. Infatti è lineare per la bilinearità del commu-

tatore, e inoltre conserva quest'ultimo, cioè vale che

ad([u, v]) = [ad(u), ad(v)], ∀u, v ∈ V.

Infatti, considerati u, v ∈ V e il loro commutatore [u, v], ∀w ∈ V si ha

ad([u, v])(w) = [[u, v], w]

dall'altra parte abbiamo

[ad(u), ad(v)](w) = (ad(u) ◦ ad(v))(w)− (ad(v) ◦ ad(u))(w)

= [u, [v, w]]− [v, [u,w]].

Grazie alla regola di Jacobi applicata ai vettori u, v, w ∈ V e all'antisimmetria del

commutatore, otteniamo l'uguaglianza cercata:

[[u, v], w] = [u, [v, w]]− [v, [u,w]].

L'applicazione lineare ad(v) ∈ gl(V), immagine di v ∈ V tramite ad, è chiamata

applicazione aggiunta, e viene indicata con adv.

De�nizione 3.0.1. Sia V un'algebra di Lie. Una sottoalgebra di Lie H di V è

un sottospazio vettoriale H ⊂ V chiuso rispetto al commutatore, ovvero ∀x, y ∈ H,

[x, y] ∈ H. In particolare una sottoalgebra di Lie è un algebra di Lie.

3.1 Algebra di Lie di un gruppo di Lie

Quello che ci proponiamo di fare in seguito è costruire un algebra di Lie, che indicheremo

con g, a partire da un gruppo di Lie G, in modo tale che g si "ricordi" del gruppo G.

De�nizione 3.1.1. Sia G un gruppo di Lie e X ∈ X(G) un campo di vettori. Diremo

che X è invariante a sinistra se il suo pushforward tramite la traslazione a sinistra

coincide con X stesso, ovvero:

Lg∗X = X, ∀g ∈ G. (3.12)
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Valgono le seguenti proprietà

Proposizione 3.1.1. Se X, Y sono campi invarianti a sinistra, allora

� X + Y è invariante a sinistra;

� λX è invariante a sinistra;

� [X, Y ] è invariante a sinistra.

Dimostrazione. Le prime due proprietà derivano dal fatto che il di�erenziale è un ap-

plicazione lineare. La terza si dimostra utilizzando il fatto che Lg è un di�eomor�smo,

infatti si può dimostrare (cfr. Proposizione 3.1.2) che se F : N → M è un di�eomor�-

smo tra varietà di�erenziabili, allora dati X, Y ∈ X(M) e [X, Y ] de�nito nell'Esempio

3.0.5, vale che

F∗[X, Y ] = [F∗X,F∗Y ].

In particolare quindi vale per Lg, e quindi dati X, Y campi invariati a sinistra si ha

Lg∗[X, Y ] = [Lg∗X,Lg∗Y ] = [X, Y ].

Indicheremo con L(G) lo spazio dei campi di vettori invarianti a sinistra. Grazie alla

precedente proposizione, (L(G), [ , ]) con [ , ] de�nito nell'Esempio 3.0.5, è un algebra

di Lie, detta algebra di Lie del gruppo di Lie G, che indicheremo con g. Il seguente

teorema che dimostriamo mostra che L(G) come spazio vettoriale è isomorfo a TeG,

dove e ∈ G è l'elemento neutro del gruppo di Lie G, e che quindi è possibile dotare

TeG di una struttura di algebra di Lie, che sarà isomorfa a g. Questo ci permetterà di

descrivere in maniera esplicita l'algebra di Lie di un gruppo di Lie.

Teorema 3.1.1. Dato G un gruppo di Lie. Lo spazio L(G) è isomorfo (come spazio

vettoriale) a TeG. Di conseguenza, dimL(G) = dimG.

Dimostrazione. De�niamo l'applicazione

Φ: TeG→ L(G), X 7→ Φ(X) = X ′ (3.13)

con X ′
g = Lg∗eX, ∀g ∈ G. Veri�chiamo che

� Φ è ben de�nita, ovvero X ′ è un campo di vettori C∞ invariante a sinistra;

� Φ è lineare e biettiva.
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Proviamo che Φ è ben de�nita. Dapprima dimostriamo che X ′ è invariante a sinistra,

cioè occorre veri�care ∀g, h ∈ G, che

(Lg∗X
′)h = X ′

h.

Per fare ciò è su�ciente provare che vale la seguente relazione ∀g, h ∈ G :

Lg∗hX
′
h = X ′

gh. (3.14)

Infatti, supponendo vera la relazione precedente, dalla de�nizione di pushforward e dal

fatto che L−1
g (h) = g−1h si ottiene

Lg∗X
′(h) = Lg∗g−1hX

′
g−1h = X ′

gg−1h = X ′
h.

Proviamo quindi la (3.14):

Lg∗hX
′
h = Lg∗h(Lh∗eX) = (Lg∗h ◦ Lh∗e)(X)

∗
= (Lg ◦ Lh)∗e(X)

= Lgh∗e(X) = X ′
gh.

L'uguaglianza (*) vale per la regola della catena de�nita nel Capitolo 1. Dimostriamo

ora che X ′ ∈ X(G), che per la Proposizione (1.2.2), equivale a dimostrare che ∀f ∈
C∞(G), X ′f ∈ C∞(G). Sia g ∈ G, allora X ′f(g) = X ′

gf . Dato Xe ∈ TeG, sia c una

curva su G tale che c(o) = e e c′(0) = Xe, e de�niamo la curva γ(t) su G nel modo

seguente

γ(t) = gc(t) = Lg(c(t)).

Con semplici calcoli si vede che γ(0) = g e γ′(0) = X ′
g. Vale inoltre

X ′
gf = γ′(0)f = γ∗0

( d
dt
|0
)
f =

d(f ◦ γ)
dt

(0).

Dove l'ultimo termine indica la derivata usuale in R della funzione

Gg : (−ϵ, ϵ) → R, Gg(t) = (f ◦ γ)(t).

Quest'ultima è C∞ poiché composizione di applicazioni C∞, e quindi anche la sua

derivata, ovvero X ′
gf lo è ∀g ∈ G, questo prova che Xf è C∞. In particolare, quindi,

L(G) è una sottoalgebra di Lie di X(G).
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Dimostriamo ora che Φ è isomor�smo. Siano X, Y ∈ TeG e λ, µ ∈ R, allora ∀g ∈ G

(λX + µY )′g = Lg∗e(λX + µY ) = λLg∗eX
′ + µLg∗eY

′ = λX ′
g + µY ′

g

il che prova che Φ è lineare. De�nendo poi l'applicazione lineare

Ie : L(G) → TeG, Ie(X) = Xe.

Si prova con semplici calcoli che Ie è proprio l'inversa di Φ, che quindi è biettiva.

Possiamo ora introdurre una struttura di algebra di Lie su TeG, de�nendo il com-

mutatore tra X, Y ∈ TeG nella maniera seguente:

[X, Y ] = [X ′, Y ′]e. (3.15)

Dove [ , ] al secondo membro è il commutatore de�nito su X(G). In questo modo

(TeG, [ , ]) e X(G) sono isomorfe come algebre di Lie, e vengono entrambe indicate con

g.

Esempio 3.1.1. Consideriamo G = GLn(R), e sia In ∈ GLn(R) la matrice identità.

Essendo G un aperto di Mn(R), si ha che TIGLn(R) = TIMn(R) =Mn(R). Dimostria-

mo che l'algebra di Lie gI(R) = (TIGLn(R), [ , ]) del gruppo di Lie G altri non è che

l'algebra di Lie del gruppo delle matrici Mn(R), ovvero il commutatore de�nito su g

tramite la (3.15) coincide proprio con il commutatore tra matrici, de�nito nell'esempio

(3.0.2).

Iniziamo con l'osservare che il di�erenziale di Lg ∀g ∈ GLn(R) è dato da

Lg∗ : TIGLn(R) → TgGLn(R), ∀A ∈ TIGLn(R)

A 7→ gA
(3.16)

Vogliamo dimostrare quindi che ∀A,B ∈ TIGLn(R)

[A,B] = [A′, B′]I = AB −BA. (3.17)

Sia X ∈ G, allora X = (xij), possiamo introdurre un sistema di coordinate globali

(G,φ) dove φ in componenti è data da

xij(X) = xij, ∀i, j = 1, . . . , n.
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Di conseguenza un vettore A ∈ TIGLn(R) ≃Mn(R) si scrive come

A =
n∑
i,j

aij
∂

∂xij
|I , A = (aij). (3.18)

Dati quindi A,B ∈ TIGLn(R), abbiamo

[A,B] = [A′, B′]I =
n∑

i,j=1

cij
∂

∂xij
|I

dove cij = [A′, B′]I(x
ij). Utilizzando la de�nizione di commutatore tra campi di vettori

otteniamo

[A′, B′]I(x
ij) = A′

I(B
′xij)−B′

I(A
′xij) = A(B′xij)−B(A′xij). (3.19)

Scriviamo espressamente B′xij, che ricordiamo essere una funzione C∞ da GLn(R) in
R. Sia g ∈ GLn(R)

B′xij(g) = B′
gx

ij = (Lg∗IB)xij

= (
n∑

h,k=1

(gB)hk
∂

∂xh,k
|g)xij

= (gB)ij.

(3.20)

Se quindi g = (g)ij e B = (b)ij, la (3.20) diventa

B′xij(g) = (gB)ij =
n∑
k=1

gikbkj =
n∑
k=1

xik(g)bkj.

Da cui ricaviamo, facendo variare g ∈ GLn(R)

B′xij =
n∑
k=1

xikbkj. (3.21)

Analogamente si ricava

A′xij =
n∑
k=1

xikakj. (3.22)
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Sostituendo le espressioni (3.21) e (3.22) nell'equazione (3.19) otteniamo

[A′, B′]I(x
ij) = A(B′xij)−B(A′xij)

= A(
n∑
k=1

xikbkj)−B(
n∑
k=1

xikakj).

Sostituiamo A,B con le relative espressioni fornite dalla (3.18), ottenendo

[A′, B′]I(x
ij) = A(

n∑
k=1

xikbkj)−B(
n∑
k=1

xikakj)

= (
n∑
p,q

apq
∂

∂xpq
|I)(

n∑
k=1

xikbkj)− (
n∑
r,s

brs
∂

∂xrs
|I)(

n∑
k=1

xikakj)

=
n∑
p,q

n∑
k=1

(apqbkj
∂xik

∂xpq
|I)−

n∑
r,s

n∑
k=1

(brsakj
∂xik

∂xrs
|I)

=
n∑
k=1

aikbkj −
n∑
k=1

bikakj = (AB −BA)ij.

Che è quello che volevamo dimostrare.

Notiamo inoltre che da gI(R) è possibile "ritornare" al gruppo GLn(R),
grazie all'esponenziale di matrici vista nel Capitolo 2, infatti abbiamo dimostrato che

∀X ∈Mn(R), eX ∈ GLn(R).

Sia ora F : H → G un omomor�smo di gruppi di Lie, e sia eH ∈ H l'elemento

neutro di H. Il di�erenziale F∗e è un'applicazione lineare tra TeHH e TeGG. De�niamo

l'applicazione

F∗ : L(H) → L(G), F∗X = (F∗eXe)
′ (3.23)

dove (F∗eXe)
′ è l'immagine di (F∗eXe) tramite l'isomor�smo de�nito in (3.13). Chia-

meremo F∗X il pushforward di X tramite l'omomor�smo F . Nel Capitolo 1 abbiamo

de�nito il pushforward di un campo di vettori X tramite un di�eomor�smo tra varietà

di�erenziabili. La relazione tra queste de�nizioni è espressa dal seguente

Teorema 3.1.2. Sia F : H → G un isomor�smo di gruppi di Lie, ovvero un omo-

mor�smo di gruppi (algebrici) che è un di�eomor�smo tra le varietà H e G, e sia

X ∈ L(H). Allora il pushforward di X tramite F coincide con il pushforward di X

come campo di vettori tramite il di�eomor�smo F .
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Dimostrazione. Sia F̃∗X il pushforward tramite il di�eomor�smo F di X ∈ L(H).

Presi g ∈ G e h = F−1(g), per la De�nizione 1.2.3 abbiamo

F̃∗X(g) = F∗hXh
∗
= F∗hLh∗eXe = (F ◦ Lh)∗eXe (3.24)

dove (*) vale poiché X è invariante a sinistra. Non è di�cile far vedere che un

omomor�smo commuta con la traslazione a sinistra, ovvero vale la relazione

F ◦ Lh = LF (h) ◦ F, ∀h ∈ H. (3.25)

Da questa osservazione, la (3.24) diventa

F̃∗X(g) = (F ◦ Lh)∗eXe =
(
LF (h) ◦ F

)
∗eXe

= LF (h)∗e(F∗eXe) = (F∗eXe)
′
F (h) = (F∗X)(g)

(3.26)

Poichè la relazione (3.26) vale ∀g ∈ G, abbiamo la tesi.

Proposizione 3.1.2. Sia F : H → G un omomor�smo di gruppi di Lie. Valgono i

seguenti fatti:

1. F∗X è F − related a X, ∀X ∈ L(H);

2. F∗e : TeH → TeG è un omomor�smo di algebre di Lie.

Dimostrazione. 1. Sia h ∈ H e X ∈ L(H). Seguendo i ragionamenti fatti nella

dimostrazione della proposizione precedente si ha

F∗hXh = F∗h(Lh∗eXe) = (F ◦ Lh)∗eXe =
(
LF (h) ◦ F

)
∗e

= LF (h)∗e(F∗eXe) = (F∗eXe)
′
F (h) = F∗X(h).

2. Osserviamo innanzi tutto che dalla Proposizione 1.2.3 segue facilmente che dati

X, Y ∈ X(H) due campi F−related rispettivamente a X ′, Y ′ ∈ X(G), allora il com-

mutatore [X, Y ] ∈ X(H) è F−related a [X ′, Y ′] ∈ X(G). Infatti data g ∈ C∞(H) si

ha

[X, Y ](g ◦ F ) = X(Y (g ◦ F ))− Y (X(g ◦ F )) = X((Y ′g) ◦ F )− Y ((X ′g) ◦ F )

= (X ′Y ′g) ◦ F − (Y ′X ′f) ◦ F = ([X ′, Y ′]g) ◦ F.



54 CAPITOLO 3. ALGEBRE DI LIE

Da questa relazione segue inoltre che se F fosse un di�eomor�smo, dati X, Y ∈ X(H)

vale che

F∗[X, Y ] = [F∗X,F∗Y ].

In particolare quindi tale proprietà vale anche per i campi invarianti a sinistra. Da

questa considerazione e dal punto 1 si ha che dati X, Y ∈ L(H), [X, Y ] è F−related a

[F∗X,F∗Y ]. Questo signi�ca che ∀h ∈ H vale la relazione

F∗h[X, Y ]h = [F∗X,F∗Y ]F (h). (3.27)

Tale relazione vale per h = e. Per il fatto che L(H) è isomorfo a TeH, si ha che esistono

A,B tali che X = A′ e Y = B′. Da una parte quindi si ha

F∗e([X, Y ]e) = F∗e([A
′, B′]e) = F∗e([A,B])

dall'altra per la (3.27) e per la de�nizione (3.23) si ha

F∗e([X, Y ]e) = [F∗X,F∗Y ]e = [F∗A
′, F∗B

′]e = [(F∗eA)
′, (F∗eb)

′]e

= [F∗A,F∗B].

Da queste ultime due relazione segue che F∗e è un omomor�smo di algebre di Lie

Teorema 3.1.3. Sia H un sottogruppo di Lie di GLn(R), allora la sua algebra di Lie

hI(R) = (TIH, [ , ]) è una sottoalgebra di Lie di gI(R). In particolare ∀A,B ∈ TIH,

si ha

[A,B] = AB −BA.

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla proposizione precedente, osservando che

l'inclusione canonica è un omomor�smo iniettivo di gruppi di Lie, di conseguenza i∗ è

un omomor�smo tra le algebre di Lie associate a H e G, da cui ∀A,B ∈ TeH

i∗[A,B] = [i∗A, i∗B] = [A,B].

Quindi h algebra di Lie associata a H può essere identi�cata come una sottoalgebra di

g, algebra di Lie associata a G.
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3.2 Applicazione Esponenziale

Sia M una varietà di�erenziabile, p ∈M e X ∈ X(M). Consideriamo una carta locale

(U,φ) intorno a p, e supponiamo che φ(p) = 0. Presa f ∈ C∞(M), consideriamo il

seguente problema di Cauchy con incognita una curva c in M : d
dt
(f ◦ c)(t) = Xc(t)(f)

c(0) = p
(3.28)

La soluzione di (3.28) è chiamata curva integrale di X passante per p.

Sia ora G un gruppo di Lie e X ∈ g. Indichiamo con ΦX la curva integrale tale che

Φ(0) = e ∈ G e Φ′
X(t) = XΦ(t). Come soluzione di (3.28), ΦX(t) dovrebbe essere

de�nita solo in un intorno di 0 ∈ R. Poiché X è invariante a sinistra, è possibile

estendere ΦX(t) a tutto R. Infatti se ΦX(t) è de�nita per t ≤ |ϵ|, possiamo considerare

la curva

φ(t) = ΦX(ϵ)ΦX(t− ϵ), ϵ ≤ t ≤ 2ϵ. (3.29)

Notiamo che φ(ϵ) = Φ(ϵ). Inoltre si ha

dφ

dt
|t =

d

dt
ΦX(ϵ)ΦX(t− ϵ) = (LΦX(ϵ)∗)ΦX(t−ϵ)

d

dt
ΦX(t− ϵ)|t

= (LΦX(ϵ)∗)ΦX(t−ϵ)XΦX(t−ϵ) = XΦX(ϵ)ΦX(t−ϵ) = Xφ(t).

Quindi φ(t) è una curva integrale di X passante per ϵ. Ma allora la curva

ΨX(t) =

{
ΦX(t), t ≤ |ϵ|

φ(t) ϵ ≤ t ≤ 2ϵ

E' una curva liscia e inoltre per quanto appena visto è una curva integrale di X pas-

sante per e, de�nita nell'intervallo (−ϵ, 2ϵ). Per induzione quindi si può ripetere il

ragionamento fatto estendendo PhiX(t) a tutto R.

Proposizione 3.2.1. ΦX(t) soddisfa le seguenti proprietà

1. ΦX(t+ s) = ΦX(t)ΦX(s), per ogni t, s ∈ R;

2. ΦX(ts) = ΦtX(s), per ogni t, s ∈ R;
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3. La curva integrale di X passante per g ∈ G è

ψ(t) = gΦX(t) = Lg(ΦX(t)). (3.30)

Dimostrazione. 1. Fissiamo t ∈ R. De�niamo la curva

γ(s) = ΦX(t+ s).

Notiamo che γ(0) = ΦX(t) e γ
′(0) = Φ′

X(t) = XΦ(t), quindi γ è una curva integrale di

X passante per Φ′
X(t). Analogamente si dimostra che anche la curva

ψ(s) = ΦX(t)ΦX(s)

è una curva integrale diX passante per Φ′
X(t). Per l'unicità della soluzione del problema

di Cauchy (3.28) si ha γ(s) = ψ(s), questo ∀t ∈ R e quindi la tesi.

2. Si prova in modo analogo al punto 1, ponendo

γ(s) = ΦX(ts)

ψ(s) = ΦtX(s)

e provando che sono entrambi curve integrali di tX passanti per per e ∈ G, ∀ t ∈ R.
3. Dapprima notiamo che ψ(0) = gΦX(0) = g. Inoltre, presa f ∈ C∞(G), si ha:

ψ′(t)(f) = ψ∗t(
d

dt
|t)(f) = (Lg ◦ ΦX)∗t(

d

dt
|t)(f)

= Lg∗ΦX(t)((ΦX∗t(
d

dt
|t)(f)) = (Lg∗ΦX(t)(XΦ(t)(f))

∗
= XΦ(t)(f)

dove (∗) è vera poiché X è invariante a sinistra. Segue quindi la tesi dalla de�nizione

di curva integrale.

Per quanto appena dimostrato, l'applicazione

ΦX : R → G, t 7→ ΦX(t) (3.31)

è un omomor�smo di gruppi di Lie. Per ciò, ΦX(R) è detto sottogruppo ad un

parametro di G.



3.2. APPLICAZIONE ESPONENZIALE 57

De�nizione 3.2.1. L'applicazione esponenziale di un gruppo LieG è l'applicazione

de�nita da

exp : g→ G, X 7→ exp(X) = ΦX(1) (3.32)

Dove ΦX è il sottogruppo ad un parametro generato da X.

Teorema 3.2.1. L'applicazione exp de�nita in (3.2.1) è tale che

1. exp(tX) = ΦX(t) per ogni t ∈ R, X ∈ g;

2. exp(t+ s)X = exp(tX)exp(sX) per ogni t, s ∈ R, X ∈ g;

3. exp è un'applicazione C∞;

4. exp è un di�eomor�smo locale intorno a 0 ∈ g.

Dimostrazione. Le proprietà 1 e 2 discendono dalla Proposizione 3.2.1

3. De�niamo il gruppo di Lie G = G× TeG, con l'operazione de�nita da

(g, Y ) · (h,W ) = (gh, Y +W ), ∀ g, h ∈ G, Y,W ∈ TeG.

Sia X(g,Y ) = (Y ′
g , 0), dove Y

′
g è de�nito tramite l'isomor�smo (3.13). X è un campo di

vettori su G ed è invariate a sinistra, infatti

L(g,Y )∗X = (Lg∗Y
′
g , LY ∗0) = (Y ′

g , 0) = X.

Sia FX(t) la curva integrale di X passante per (g, Y ). Ciò vuol dire che

F ′
X(t) = XFX(t), FX(0) = (g, Y ).

D'altra parte esiste una curva integrale ϕY ′
g
(t) per Y ′

g , passante per g ∈ G. Di

conseguenza se si de�nisce la curva in G

c(t) = (ϕY ′
g
(t), Y )

si trova facilmente che c(0) = (g, Y ) e c′(0) = (Y ′
g , 0). Ma allora c(t) è una curva

integrale per X passante per (g, Y ). Per l'unicità della curva integrale si ha

FX(t) = c(t).
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Dal momento che FX(t) dipende in modo C∞ da Y, segue che anche ϕY ′
g
(t) dipende in

modo C∞ da Y. Ma allora exp(Y ) = ϕY ′
g
(1) è C∞ in Y. Per la generalità di g ∈ G e

Y ∈ TeG segue che exp è C∞.

4. E' su�ciente dimostrare che il di�erenziale di exp in 0 ∈ g non è singolare. Notiamo

prima di tutto che è immediato veri�care che exp(0) = e. Ricordando che g è uno

spazio vettoriale (in quanto isomorfa a TeG), si ha g = T0g = T0(TeG) = TeG. Il

di�erenziale quindi è

exp0∗ : TeG→ TeG

Usando la proprietà 1, la de�nizione di exp si ha, dato Ye ∈ Te

exp0∗(Ye) =
d

dt
exp(tY )|0 = Yexp(0) = Ye = idTeG

il che prova che il di�erenziale non è singolare.

Cerchiamo ora di dimostrare che nel caso in cui G = GLn(R), l'applicazione espo-
nenziale coincide con l'esponenziale di matrici de�nita nel Capitolo 2.

Consideriamo dapprima un gruppo di Lie G. Grazie al punto 1 del teorema precedente,

∀t ∈ R e ∀X ∈ g, exp(tX) = ΦX(t) è un sottogruppo ad un parametro di G, generato

da X. In realtà tutti i sottogruppi ad un parametro di G sono di questa forma, come

a�ermato dalla seguente

Proposizione 3.2.2. Ogni sottogruppo ad un parametro di un gruppo di Lie G è della

forma exp(tX), per un certo X ∈ g.

Dimostrazione. Sia φ : R → G un sottogruppo ad un parametro di G, e consideriamo

il campo di vettori X = φ′(0). Quello che vogliamo dimostrare è

φ(t) = exp(tX).

Questo equivale a dimostrare che l'applicazione g : R → G de�nita da g(t) = exp(−tX)φ(t)

è tale che

g(t) = exp(−tX)φ(t) = e ∈ G ∀t ∈ R.

Poichè g(0) = e, l'equazione precedente equivale a dimostrare che g non dipende da

dal parametro t, ovvero occorre dimostrare la seguente:

d

dt
g(t) = 0. (3.33)
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Osserviamo prima di tutto che exp(−tX) = Φ−X(t). Si ha dunque

d

dt
g(t) =

d

dt
exp(−tX)φ(t) =

d

ds
|0exp(−(s+ t)X)φ(s+ t)

=
d

ds
|0exp(−tX)exp(−sX)φ(s)φ(t)

= exp(−tX)(
d

ds
|0exp(−sX)φ(s))φ(t).

Da queste uguaglianze quindi deduciamo che dimostrale la (3.33) equivale a dimostrare

che
d

ds
|0exp(−sX)φ(s) = 0. (3.34)

L'equazione precedente non è altro che il di�erenziale dell'applicazione µ che de�nisce

il gruppo di Lie G, valutato in (e, e) ∈ G×G, cioè

d

ds
|0exp(−sX)φ(s) = µ∗(e,e)(exp(−sX), φ(s)). (3.35)

Calcoliamo quindi µ∗(e,e). Siano Xe, Ye ∈ TeG e c(s) = (c1(s), c2(s)) una curva in G×G
tale che c(0) = (e, e), c′(0) = (c′1(0), c

′
2(0)) = (Xe, Ye), si trova

µ∗(e,e)(Xe, Ye) =
d

ds
|0(µ ◦ c)(s) = d

ds
|0(c1(s)c2(s))

= c′1(0)c2(0) + c1(0)c
′
2(0) = Xe + Ye.

(3.36)

Applicando quindi la (3.36) a (3.35), otteniamo

d

ds
|0exp(−sX)φ(s) = µ∗(e,e)(exp(−sX), φ(s)) = −X +X = 0.

che è quello che volevamo dimostrare.

Corollario 3.2.1. Se G = GLn(R), allora l'applicazione esponenziale de�nita in

(3.2.1) coincide con l'esponenziale di matrici de�nita in (2.1), ovvero ∀X ∈ gIn(R)

exp(X) = eX . (3.37)

Dimostrazione. Per la Proposizione precedente, sia exp(tX) che etX sono sottogruppi

ad un parametro di G, tali che exp(0) = I = e0, e quindi per l'unicità della curva

integrale coincidono.
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Proposizione 3.2.3. Sia F : H → G un omomor�smo di gruppi di Lie, e siano expH

e expG le rispettive applicazioni esponenziali. Allora

F ◦ expH(X) = expH(F∗eX). (3.38)

Dimostrazione. Dobbiamo provare che il diagramma seguente è commutativo:

h g

H G

F∗e

expH expG

F

Notiamo prima di tutto che, dato X ∈ TeH, sia F (expH(tX)) che expG(F∗e(tX))

sono sottogruppi ad un parametro di G. Per dimostrare l'uguaglianza quindi, basta

dimostrare che entrambi sono generati dal campo F∗eX. Immediatamente si vede che

d

dt
(expG(F∗e(tX)))t=0 =

d

dt
(expG(tF∗e(X)))t=0 = F∗eX.

D'altra parte, ricordando che expH(0) = e si ha

d

dt
((F ◦ expH)(tX))t=0 = F∗e ((expH)

′
0(tX)) = F∗eX.

Confrontando le precedenti equazioni si ottiene la tesi.

Corollario 3.2.2. Se H è un sottogruppo di Lie di un gruppo di Lie G, allora

expG|h = exph.

Dal corollario precedente segue che per tutti i sottogruppi di GLn(R), l'applicazione
esponenziale è sempre l'esponenziale di matrici.



Capitolo 4

Suriettività dell'esponenziale

In questo capitolo vedremo alcuni casi particolari in cui l'applicazione esponenzia-

le de�nita nel capitolo precedente è suriettiva, ovvero tale che exp(g) = G, dove G

è un gruppo di Lie e g la sua algebra di Lie. In piu', basandoci sull'articolo [1], mostre-

remo alcune formule che permettono praticamente di calcolare l'esponenziale di una

matrice.

Osserviamo prima di tutto il seguente fatto: sia G gruppo di Lie, e ∈ G e sia Ge la

componente connessa di e, ovvero il piu' grande sottoinsieme connesso di G che con-

tiene e. Essendo g connesso1, si ha che exp(g) ⊂ Ge. Da questo segue che condizione

necessaria a�nché exp sia suriettiva è che G sia connesso. Tale condizione non è però

su�ciente, come mostra il seguente

Esempio 4.0.1. Sia G = SL2(R) e exp : gI2(R) → G l'applicazione esponenziale

associata, che coincide con l'esponenziale di matrici per il Corollario 3.2.2. Ricordiamo

che B ∈ gI2(R) è tale che tr(B) = 0. Consideriamo la matrice A ∈ G de�nita da

A =

(
−2 0

0 −1
2

)
.

Dimostriamo che non esiste B ∈ gI2(R) tale che

exp(B) = eB = A. (4.1)

Supponiamo per assurdo che esista B ∈ gI2(R) tale che valga l'equazione precedente.

1Ogni spazio vettoriale topologico su un campo connesso è connesso.
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Distinguiamo 2 casi:

Caso 1. Supponiamo che B sia diagonalizzabile si R e siano λ1, λ2 i suoi

autovalori. Si ha allora che eλ1 , eλ2 sono gli autovalori della matrice

A = eB. Infatti, sia v un autovettore di B con autovalore λ, allora

Bv = λv =⇒ Bnv = λnv

da cui segue

Av = eBv = (
∞∑
j=0

Bj

j!
)v =

∞∑
j=0

1

j!
(Bjv) = (

∞∑
j=0

λj

j!
)v = eλv.

Ma gli autovalori di A sono -2 e −1
2
, da cui si avrebbe l'assurdo

eλ1 = −2, eλ2 = −1

2
.

Caso 2. Supponiamo che B non sia diagonalizzabile su R. Siano allora

α e α gli autovalori complessi e coniugati di B. Allora come sopra eα e eα sono

gli autovalori di A, cioè

eα = −2, eα = −1

2
.

D'altra parte però si ha l'assurdo

2 = |eα| = |eα| = 1

2
.

Dal fatto quindi che exp(g) generi la componente connessa Ge di G, nascono 2

problemi di particolare interesse:

1. Determinare delle condizioni sul gruppo G a�nché exp sia suriettiva.

2. Determinare l'immagine exp(g) dell'applicazione esponenziale.

In [6, pp. 135 e 147] viene dimostrato il seguente teorema, che asserisce che se il gruppo

di Lie è connesso e compatto, l'applicazione esponenziale è suriettiva:

Teorema 4.0.1. Se G è connesso e compatto, allora l'applicazione esponenziale è

suriettiva.

Un gruppo di Lie (connesso) tale che G = exp(g) si dice esponenziale.
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Esempio 4.0.2. Per il precedente Teorema, SO(n) è esponenziale.

La compattezza del gruppo di Lie è invece una condizione su�ciente, ma non ne-

cessaria, infatti piu' avanti dimostreremo che il gruppo Euclideo speciale SE(n),

composto dalle isometrie di Rn che preservano l'orientazione, non è compatto, tuttavia

l'applicazione esponenziale è suriettiva.

Altro problema interessante è trovare una formula per l'applicazione esponenziale. Ve-

dremo che quest'ultima esiste per i gruppi di Lie SO(n) e SE(n) chiamata formula di

Rodrigues, e mostreremo qualche esempio concreto di come ricavarla nei casi n = 2

e n = 3.

4.1 Formula di Rodrigues per SO(n)

Consideriamo G = SO(n). Abbiamo già dimostrato che è compatto e connesso, quindi

l'applicazione esponenziale è suriettiva. Ci proponiamo però di dimostrare questo fatto

in una maniera alternativa, cercando di determinare una formula esplicita, ovvero la

forma della somma di (2.1). Sappiamo che l'algebra di Lie so(n) associata a SO(n) è

composta da tutte le matrici antisimmetriche2, con il commutatore [A,B] = AB−BA.
Sempre per il Corollario 3.2.2, l'applicazione esponenziale per so(n) coincide con

l'esponenziale di matrici, infatti è la restrizione alla sottoalgebra di Lie so(n) di gIn(R),
quindi ∀X antisimmetrica:

exp(X) = eX =
∞∑
k=1

Xk

k!
. (4.2)

Dall'algebra lineare, una matrice X antisimmetrica ha le seguenti proprietà:

� Se n è dispari, allora X è singolare e ha un autovalore uguale a 0.

� Gli autovalori non nulli sono immaginari puri e, ovviamente, complessi coniugati.

2Perché SO(n) è un aperto di O(n).
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Teorema 4.1.1 (Hamilton-Cayley). [9, p. 83]. Siano X ∈Mn(R) e pA(x) il suo poli-

nomio caratteristico. Allora il polinomio pA(A) ottenuto sostituendo x con la matrice

A (di fatto "valutando" il polinomio con la matrice) è identicamente nullo, ovvero

pA(A) = 0.

Osservazione 4.1.1. Un'applicazione del precedente teorema ci risulterà particolarmen-

te utile: supponiamo infatti di considerare una funzione analitica

f(x) =
∞∑
k=0

akx
k.

Sia ora A ∈ Mn(R) e pA(x) il suo polinomio caratteristico. Facendo la divisione tra

polinomi la funzione f può essere espressa

f(x) = q(x)pA(x) + r(x),

dove q(x) è il polinomio quoziente e r(x) è il resto. Chiaramente se p(x) ha grado

n, allora il il grado di r(x) è minore di n. Per il Teorema di Hamilton-Cayley, si ha

pA(A) = 0 e quindi

f(A) = r(A)

ovvero

f(A) =
n−1∑
k=0

ck(A)A
k

dove i coe�cienti ck(A) dipendono dalla matrice A.

In accordo con l'osservazione precedente quindi, possiamo scrivere l'applicazione

esponenziale come

exp(X) =
n−1∑
k=0

ak(X)Xk (4.3)

dove i coe�cienti a0(X), . . . , an−1(X) dipendono appunto dalla matrice X. Piu' preci-

samente, sono funzioni degli autovalori della matrice, cioè aj = aj(λ1, . . . , λn),

j = 1, . . . , n − 1. Trovare quindi una formula per exp(X) signi�ca determinare i

coe�cienti a0, . . . , an−1, chiamati coe�cienti di Rodrigues della matrice X.
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I coe�cienti di Rodrigues soddisfano un' importante relazione, utile nei casi pratici,

come enunciato dal seguente teorema:

Teorema 4.1.2. Data X ∈ GLn(R), valgono i seguenti fatti

1. I coe�cienti di Rodrigues di X sono soluzioni del sistema

n−1∑
k=0

Sk+jak =
n∑
s=1

λjse
λs j = 0, . . . , n− 1 (4.4)

dove λ1, . . . , λn sono gli autovalori di X e Sj = λj1 + · · ·+ λjn.

2. Se gli autovalori della matrice X sono distinti a coppie, allora i coe�cienti di

Rodrigues sono perfettamente determinati dal sistema e sono combinazioni lineari

di λ1, . . . , λn, cioè

ak(λ1, . . . , λn) = A
(1)
k eλ1 + · · ·+ A

(n)
k eλn k = 0, . . . , n− 1 (4.5)

con A
(h)
k funzioni razionali sempre degli autovalori λ1, . . . , λn, ∀k, h.

Dimostrazione. Sia X ∈ GLn(R), moltiplichiamo la (4.3) per Xj, con j = 0, . . . , n− 1,

ottenendo

Xjexp(X) =
n−1∑
k=0

ak(X)Xk+j

da cui si ricava la relazione sulle rispettive tracce

tr(Xjexp(X)) =
n−1∑
k=0

tr(Xk+j)ak(X). (4.6)

Siano λ1, . . . , λn gli autovalori di X. Grazie al Teorema 2.1.1 si può facilmente provare

che gli autovalori di Xj sono λj1, . . . , λ
j
n, da cui, grazie alla Proposizione 2.2.1

tr(Xk+j) =
n∑
s=1

λk+js . (4.7)

Per le stesse considerazioni e usando ancora il Teorema 2.1.1, si ha che gli autovalori

della matrice Xjexp(X) sono λj1e
λ1 , . . . , λjne

λn , e dunque si ottiene:

tr(Xjexp(X)) =
n∑
s=1

λjse
λs . (4.8)
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Sostituendo questi risultati in (4.6), e ponendo Sj =
∑n

s=1 λ
j
s si ottiene il sistema

n−1∑
k=0

Sk+jak(X) =
n∑
s=1

λjse
λs , j = 0, . . . , n− 1.

Per provare la parte 2 del teorema, occorre dimostrare che il sistema 4.4 è compatibile.

Il determinante matrice dei coe�cienti è

δ = det


S0 S1 . . . Sn−1

S1 S2 . . . Sn
...

. . .
...

Sn−1 Sn . . . S2n−2

 = det


n

∑n
s=1 λs . . .

∑n
s=1 λ

n−1
s∑n

s=1 λs
∑n

s=1 λ
2
s . . .

∑n
s=1 λ

n
s

...
. . .

...∑n
s=1 λ

n−1
s

∑n
s=1 λ

n
s . . .

∑n
s=1 λ

2n−2
s


Per induzione si può dimostrare che

n
∑n

s=1 λs . . .
∑n

s=1 λ
n−1
s∑n

s=1 λs
∑n

s=1 λ
2
s . . .

∑n
s=1 λ

n
s

...
. . .

...∑n
s=1 λ

n−1
s

∑n
s=1 λ

n
s . . .

∑n
s=1 λ

2n−2
s

 = V V T

dove

V =


1 1 . . . 1

λ1 λ2 . . . λn
...

. . .
...

λn−1
1 λn−1

2 . . . λn−1
n

 .

Sempre per induzione di prova che il determinante di V è dato da

det(V ) =
∏

1≤i<j≤n

(λj − λi).

Sapendo per ipotesi che gli autovalori sono a due a due distinti, segue che det(V ) ̸= 0,

da cui

δ = det(V )2 ̸= 0.
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Esempio 4.1.1 (Formula di Rodrigues per SO(2)). Consideriamo SO(2) e sia X ∈
so(2). Se X = O2, allora abbiamo già calcolato che

exp(O2) = I2

ergo i coe�cienti di Rodrigues sono a0 = 1 e a1 = 0. Supponiamo X ̸= O2, allora X

sarà della forma

X =

(
0 a

−a 0

)
a ∈ R \ { 0 }.

In questo caso gli autovalori sono λ1 = ai, λ2 = −ai I coe�cienti di Rodrigues

soddisfano il sistema (4.5)2a0(X) + (λ1 + λ2)a1(X) = eλ1 + eλ2

(λ1 + λ2)a0(X) + (λ21 + λ22)a1(X) = λ1e
λ1 + λ2e

λ2

da cui, attraverso alcuni calcoli:
a0(X) =

1

2
(eλ1 + eλ2) = cos a

a1(X) =
λeλ1 + λ2e

λ2

(λ21 + λ22)
=

sin a

a

Ottenendo quindi l'espressione dell'esponenziale di matrici

exp(X) = (cos a) I2 +

(
sin a

a

)
X. (4.9)

Esempio 4.1.2 (Formula di Rodrigues per SO(3)). Sia X ∈ so(3) una matrice

antisimmetrica, X ̸= O3, della forma

X =

 0 c b

−c 0 −a
−b a 0


con a, b, c non tutti nulli. Per le proprietà delle matrici antisimmetriche di ordine

dispari, sappiamo che un autovalore è nullo, supponiamo λ3 = 0.
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Per determinare gli altri due troviamo le soluzioni dell'equazione caratteristica:

pX(λ) = λ3 + (a2 + b2 + c2)λ = 0

trovando quindi le soluzioni

λ1 = iθ, λ2 = −iθ, λ3 = 0

con θ =
√
a2 + b2 + c2. Il sistema (4.1.2) in questo caso diventa

3a0(X)− 2θ2a2(X) = 1 + eiθ + e−iθ

−2θ2a1(X) = iθ
(
eiθ − e−iθ

)
−2θ2a0(X) + 2θ4a2(X) = −θ2

(
eiθ + e−iθ

) (4.10)

svolgendo alcuni calcoli si trova il valore dei coe�cienti di Rodrigues

a0(X) = 1, a1(X) =
sin θ

θ
, a2(X) =

1− cos θ

θ2

trovando cosi la formula ben nota

exp(X) = I3 +

(
sin θ

θ

)
X +

(
1− cos θ

θ2

)
X2. (4.11)

Tale formula esprime la rotazione di un vettore dello spazio tridimensionale, infatti

so(3) è isomorfa come algebra di Lie a R3, munito del prodotto vettoriale usuale de�nito

nel Capitolo 3(cfr. esempio 3.0.1), tramite l'isomor�smo

v = (a b c)T −→ v =

 0 c b

−c 0 −a
−b a 0

 . (4.12)

Banalmente in questo caso θ2 = ∥v∥, ergo la formula (4.11) può essere scritta come

exp(v) = I3 +

(
sin ∥v∥
∥v∥

)
v +

(
1− cos ∥v∥

∥v∥2

)
v2. (4.13)

Osservazione 4.1.2. Nella formula (4.11), in molti casi risulta conveniente normalizzare

la matrice X, ovvero scrivere X = θX1, supponendo θ ̸= 0.
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Con questa scrittura la formula (4.11) diventa:

exp(θX1) = I3 + sin θX1 + (1− cos θ)X2
1 . (4.14)

Data inoltre R ∈ SO(3), R ̸= I3, è possibile calcolare θ e X1 tali per cui ponendo

X = θX1, si abbia exp(X) = R. Infatti, data X antisimmetrica, della forma

X =

 0 c b

−c 0 −a
−b a 0


ponendo θ2 = a2 + b2 + c2, osserviamo prima di tutto che tr(X2) = −2θ2, da cui

tr(X2
1 ) = −2. Grazie a ciò, alla formula (4.14) e al fatto che X è antisimmetrica (e

quindi tr(X) = tr(X1) = 0), otteniamo un modo per ricavare θ dalla formula:

tr(R) =tr(exp(θX1)) = tr(I3) + sin θtr(X1) + (1− cos θ)tr(X2
1 )

= 3− 2(1− cos θ) = 1 + 2 cos θ.
(4.15)

Inoltre, nel caso in cui θ ̸= 0 e θ ̸= π, vale la seguente relazione, grazie alla quale si

può facilmente ricavare X1

1

2
(R−RT ) = sin θX1. (4.16)

La precedente formula si ottiene ricordando che R = exp(θX1) e il fatto che X2
1 sia

simmetrica, e dunque:

(R−RT ) = I3 + sin θX1 + (1− cos θ)X2
1 − (I3 + sin θX1 + (1− cos θ)X2

1 )
T

= I3 + sin θX1 + (1− cos θ)X2
1 − I3 − sin θ(X1)

T − (1− cos θ)(X2
1 )
T

= 2 sin θX1.

(4.17)

Nel caso in cui θ = 0, allora X = O3 e quindi exp(O3) = I3. Se θ = π, si può ricavare

X1 constatando che quest'ultima soddisfa la relazione

X2
1 =

1

2
(R− I3) (4.18)
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che discende facilmente dalla formula di Rodrigues.

Esempio 4.1.3 (Formula di Rodrigues per SO(4)). Una matrice antisimmetrica X ̸=
O4 di ordine 4 è del tipo:

X =


0 a b c

−a 0 d e

−b −d 0 f

−c −e −f 0


con a, b, c, d, f non tutti nulli. Il polinomio caratteristico è dato da

pX(t) = t4 + (a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f 2)t2 + (af − be+ cd)2. (4.19)

Grazie alle proprietà delle matrici antisimmetriche, abbiamo che le soluzioni ti tale

polinomio sono del tipo

λ1 = αi, λ2 = −αi, λ3 = βi, λ4 = −βi.

Con α, β ∈ R, non contemporaneamente nulli. Attraverso calcoli algebrici, il siste-

ma (4.4) diventa (per non appesantire la notazione, verrà omessa la dipendenza dei

coe�cienti di Rodrigues da X):

2a0 + (α2 + β2)a2 = cosα + cos β

−(α2 + β2)a1 + (α4 + β4)a3 = −α sinα− β sin β

−(α2 + β2)a0 + (α4 + β4)a2 = −α2 sinα− β2 sin β

−(α4 + β4)a1 − (α6 + β6)a3 = α3 sinα + β3 sin β

(4.20)

Suddividiamo il problema in 3 casi.

Caso 1. α ̸= β, entrambi diversi da 0. Allora in questo caso abbiamo le seguenti

espressioni per i coe�cienti di Rodrigues

a0 =
β2 cosα− α2 cos β

β2 − α2
a1 =

β3 cosα− α3 cos β

αβ(β2 − α2)

a2 =
cosα− cos β

β2 − α2
a3 =

β cosα− α cos β

αβ(β2 − α2)
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Caso 2. α ̸= 0, β = 0. In questo caso, il metodo utilizzato in [1] per ottenere i

coe�cienti di Rodrigues è fare il limite dei precedenti coe�cienti per β che tende a 0,

ottenendo la seguente forma per l' applicazione esponenziale:

exp(X) = I4 +X +
1− cosα

α2
X2 +

α− sinα

α3
X3. (4.21)

Caso 3. α = β ̸= 0. Come nel caso precedente, otteniamo la formula di Rodrigues

facendo il limite β → α, ottenendo:

exp(X) =
α sinα + 2 cosα

2
I4+

3 sinα− α cosα

2α
X+

sinα

2α
X2 +

sinα− α cosα

2α3
X3.

(4.22)

A questo punto sorge spontaneo chiedersi se sia possibile estendere il ragionamento

proposto nell' Osservazione 4.1.2 ai casi per n ≥ 4. In generale purtroppo non è

possibile, e questo è dovuto al fatto che per n = 3, una matrice antisimmetrica X è

tale che

X3 = −θ2X (4.23)

dove θ2 = a2 + b2 + c2 e a, b, c sono le entrate non nulle di X. Purtroppo per n ≥ 4,

in generale la formula precedente è falsa. Quanto detto è giusti�cato dal seguente

teorema, provato in [7], che ci fornisce una generalizzazione implicita della formula

(4.13).

Teorema 4.1.3. Sia X ∈Mn(R) una matrice antisimmetrica, n ≥ 3, e sia

{ iθ1,−iθ1, . . . , iθp,−iθp }

l'insieme degli autovalori distinti di X, con θj > 0 per j = 1, . . . , p e sia kj ≥ 1 la mol-

teplicità di iθj (e −iθj). Allora esistono p uniche matrici antisimmetriche X1, . . . , Xp,

con 2p ≤ n tali che soddisfano le relazioni seguenti

X = θ1X1 + · · ·+ θpXp, XiXj = XjXi = On (i ̸= j), X3
i = −Xi,

∀1 ≤ i, j ≤ p. Inoltre si ha

exp(X) = In +

p∑
i=1

((sin θi)Xi + (1− cos θi)X
2
i ) (4.24)
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e { θ1, . . . , θp } è l'insieme delle radici quadrate distinte dei 2m autovalori positivi della

matrice simmetrica −1
4
(X −XT )2, con m = k1 + · · ·+ kp.

Osservazione 4.1.3. Notiamo che, nel caso n = 3, si ottiene esattamente quanto fatto

nell'Osservazione4.1.2, con p = 1.

Il teorema precedente è un risultato implicito in quanto in generale non è possibile

calcolare le matrici X1, . . . , Xp.

Suriettività dell'applicazione esponenziale in SO(n)

Dal Teorema 4.0.1, sappiamo che per ogni gruppo di Lie connesso è compatto, l'appli-

cazione esponenziale è suriettiva. Essendo quindi SO(n) connesso e compatto, sappia-

mo già che è esponenziale. Proponiamo tuttavia una dimostrazione alternativa della

suriettività utilizzando la formula di Rodrigues, in particolare dimostriamo il seguente

Teorema 4.1.4. L'applicazione esponenziale

exp : so(3) → SO(3)

è suriettiva.

Dimostrazione. Sia R ∈ SO(3), della forma

R =

r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33

 .

Nel caso in cui R = I3, il problema è risolto poiché per le proprietà dell'esponenziale

sappiamo che

exp(O(3)) = I3.

Supponiamo R ̸= I3. Utilizzando l'isomor�smo di algebre di Lie tra R3 e so(3),

vorremo trovare un vettore ω ∈ R3 tale che, attraverso la formula (4.13), si abbia

exp(ω) = I3 +

(
sin ∥ω∥
∥ω∥

)
ω +

(
1− cos ∥ω∥

∥ω∥2

)
ω2 = R. (4.25)

Come fatto per l'Osservazione4.1.2, otteniamo la relazione

tr(R) = 1 + 2 cos ∥ω∥.
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Notiamo che −1 ≤ tr(R) < 3, ha senso quindi calcolare

∥ω∥ = arccos
tr(R)− 1

2
.

Inoltre, supponendo tr(R) ̸= −1, da cui ∥ω∥ ≠ π, svolgendo alcuni calcoli nella (4.25)

si ottiene

R−RT = 2

(
sin ∥ω∥
∥ω∥

)
ω

Ricordando che se ω = (ω1, ω2, ω3), si può scrivere ω matrice antisimmetrica come

descritto dalla (4.12). Si ottiene, dopo semplici calcoli algebrici, il sistema di 3 equazioni

e 3 incognite 
r32 − r23 = 2

(
sin ∥ω∥
∥ω∥

)
ω1

r13 − r31 = 2
(

sin ∥ω∥
∥ω∥

)
ω2

r21 − r12 = 2
(

sin ∥ω∥
∥ω∥

)
ω3

Risolvendo tale sistema si ottiene la forma di ω desiderata:

ω =

(
∥ω∥

2 sin ∥ω∥

)r32 − r23

r13 − r31

r21 − r12

 .

Nel caso in cui tr(R) = −1, allora per le proprietà della traccia3 e per il Lemma 2.1.1,

esiste una matrice ortogonale D tale che R = DRπD
T , con

Rπ =

−1 0 0

0 −1 0

0 0 1

 .

Consideriamo la matrice antisimmetrica

X =

0 −π 0

π 0 0

0 0 0

 .

Grazie alla formula (4.11) è immediato veri�care che exp(X) = Rπ.

3Matrici simili hanno stessa traccia.
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De�nendo quindi la matrice antisimmetrica

ω = DXDT

e usando le proprietà dell'esponenziale di matrici si ha

exp(ω) = Dexp(X)DT = DRπD
T = R

che prova la suriettività di exp.

Osservazione 4.1.4. Nel caso in cui tr(R) = −1, allora ∥ω∥ = π e in accordo con

l'Osservazione 4.1.2 possiamo ricavare ω dal sistema

ω2 =
π2

2
(R− I3) . (4.26)

Quest'ultimo è sempre risolvibile, poiché l'esponenziale è suriettiva.

Possiamo ora dimostrare il seguente

Teorema 4.1.5. L'applicazione esponenziale

exp : so(n) → SO(n)

è suriettiva.

Dimostrazione. Sia R ∈ SO(n), per il Lemma 2.1.2 esistono una matrice ortogonale P

e una matrice diagonale D de�nita da m blocchi del tipo

Di =

(
cos θi − sin θi

sin θi cos θi

)

tale che R = PDP T . De�niamo ora le m matrici

Ei =

(
0 −θi
θi 0

)

Osserviamo che dalla formula (4.9), vale

exp(Ei) = (cos θi) I2 +

(
sin θi
θi

)
Ei = Di.
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Sia E la matrice de�nita mediante le Ei come mostrata nel Lemma 2.1.1.Utilizzando

la de�nizione di esponenziale di matrici si prova subito che exp(E) = D. De�niamo la

matrice X = PEP T . X è antisimmetrica poiché lo è E. Si ha quindi

exp(X) = exp(PEP T ) = Pexp(E)P T = PDP T = R

che è quello che volevamo dimostrare.

Da quest'ultimo risultato e dal Teorema 4.1.3, abbiamo la seguente caratterizzazione

per SO(n)

Teorema 4.1.6. Data R ∈ SO(n), con n ≥ 3, sia { eiθ1 , e−iθ1 , . . . , eiθp , eiθp } l'insieme

dei suoi autovalori diversi da 1, con 0 < θi ≤ π. Allora esistono X1, . . . , Xp matrici

antisimmetriche tali che

X = θ1X1 + · · ·+ θpXp XiXj = XjXi = On (i ̸= j) X3
i = −Xi.

Inoltre si ha

R = exp(θ1X1 + · · ·+ θpXp).

4.2 Il Gruppo Euclideo Speciale SE(n)

Il Gruppo Euclideo E(n) è il gruppo di tutte le isometrie dello spazio Euclideo Rn.

Ad esempio per n = 2, E(2) rappresenta il gruppo di tutte le traslazioni, rotazioni e

ri�essioni del piano. E(n) può essere espresso in termini di matrici quadrate di ordine

(n+ 1) nel modo seguente:

E(n) : =

{(
R v

0 1

)
∈ GLn+1(R) | R ∈ O(n), v ∈ Rn+1

}
.

De�nizione 4.2.1. L'insieme delle mappe a�ni ρ di Rn, de�nite da

ρ(x) = Rx+ v (4.27)

dove R ∈ SO(n) e v ∈ Rn, munito della composizione di applicazioni è un gruppo,

chiamato gruppo delle isometrie a�ni dirette e indicato con SE(n).
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SE(n) può essere visto come insieme di matrici di ordine (n+ 1), ovvero:

SE(n) : =

{
Ω =

(
R v

0 1

)
∈ GLn+1(R) | R ∈ SO(n), v ∈ Rn+1

}
. (4.28)

Ergo SE(n) ⊂ E(n). Tale insieme, munito delle operazioni di prodotto tra matrici

Ω1Ω2 =

(
R1 v1

0 1

)(
R2 v2

0 1

)
=

(
R1R2 R1v2 + v1

0 1

)
(4.29)

e l'inversa de�nita da

Ω−1 =

(
R−1 −R−1v

0 1

)
(4.30)

è ancora un gruppo. Piu' precisamente SE(n) è un sottogruppo chiuso di SLn+1(R),
infatti det(Ω) = det(R) = 1, inoltre supponiamo di considerare una successione (Ωm)m∈N

in SE(n) convergente(stiamo pensando Mn(R) con la norma di Frobenius) ad una

matrice Ω. Essendo convergente è di Cauchy, ergo ∃ N ∈ N tale che

∥Ωm − Ωn∥ < ϵ, m, n > N.

Ottenendo quindi le successioni

∥Rm −Rn∥ < ϵ m, n > N (4.31)

∥vm − vn∥ < ϵ m, n > N (4.32)

Dunque (vm)m∈N è una successione di Cauchy in Rn, ed essendo completo è convergente

ad un certo v ∈ Rn. Anche (Rm)m∈N è di Cauchy in Mn(R) e dunque convergente a

R ∈Mn(R) in quanto anch'esso completo. La matrice Ω e quindi della forma

Ω =

(
R v

0 1

)
.

Si hanno due casi: se R ̸∈ GLn(R), allora det(R) = 0. Ma allora det(Ω) = det(R) = 0,

ma questo è assurdo poiché il determinante è una funzione continua. Necessariamente

allora R ∈ GLn(R), ma essendo SO(n) chiuso, concludiamo che R ∈ SO(n).
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Essendo un sottogruppo chiuso di SLn+1(R) ⊂ GLn+1(R), per l'Osservazione 2.1.2,

è un sottogruppo di Lie di GLn+1(R), e quindi un gruppo di Lie, chiamato gruppo

Euclideo Speciale.

Osservazione 4.2.1. Esattamente come nell' Esempio 2.2.2, si prova che SE(n) è con-

nesso. Tuttavia non è compatto in quanto non è limitato, infatti consideriamo le matrici

Ωm ∈ SE(n) della forma

Ωm =

(
In vm

0 1

)
con vm = (m, 0, . . . , 0), m ̸= 0. La norma di Ω è

∥Ω∥ =
√
m+ 1

di conseguenza la successione (Ωm)m≥0 non è limitata.

De�nizione 4.2.2. Lo spazio vettoriale formato da tutte le matrici Mn+1(R) della

forma

A =

(
X b

0 0

)
(4.33)

dove X è una matrice antisimmetrica e b ∈ Rn, è denotato con se(n).

Osservazione 4.2.2. se(n) è l'algebra di Lie associata a SE(n). Presa infatti c(t) una

curva in SE(n) tale che c(0) = In+1 della forma

c(t) =

(
c1(t) c2(t)

0 1

)
,

con c1(t) una curva in SO(n), mentre c2(t) una curva in Rn. Notiamo che c1(0) = In,

c2(0) = 0. Il suo vettore velocità valutato in 0 è

c′(0) =

(
c′1(0) c′2(0)

0 0

)
∈ TIn+1SE(n)

con c′1(0) ∈ TInSO(n), c
′
2(0) ∈ Rn. Ma allora c′1(0) è una matrice antisimmetrica per

de�nizione di TInSO(n). Segue che

TIn+1SE(n) = se(n).
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Essendo SE(n) un sottogruppo di Lie di GLn+1(R), se(n) è una sottoalgebra di gI(R),
e quindi l'esponenziale

exp : se(n) → SE(n)

coincide con l'esponenziale di matrici de�nita nei capitoli precedenti.

4.3 Formula di Rodrigues per SE(n)

Sia A ∈ se(n) della forma (4.33). Il suo polinomio caratteristico pA(λ) è tale che

pA(λ) = −λpx(λ) (4.34)

dove pX(λ) è il polinomio caratteristico della matrice antisimmetrica X della De�ni-

zione (4.33). Infatti

pA(λ) = det(A− λIn+1) = det

(
X − λIn b

0 −λ

)
= −λdet(X − λIn) = −λpX(λ).

Esempio 4.3.1 (Formula di Rodrigues per SE(2)). Data una matrice A ∈ se(2),

sappiamo che se A = O3, allora

exp(O3) = I3.

Sia X ̸= O2 matrice antisimmetrica del tipo

X =

(
0 −a
a 0

)
.

Dalla formula (4.34) e da quanto visto precedentemente per SO(2), segue che gli

autovalori di A ∈ se(2) data da

A =

(
X b

0 0

)

sono λ1 = ai, λ2 = −ai, λ3 = 0. Per la (4.3) l'esponenziale valutata in A è

exp(A) = a0(λ1, λ2, λ3)I3 + a1(λ1, λ2, λ3)A+ a2(λ1, λ2, λ3)A
2

e per il Teorema 4.1.2, i coe�cienti soddisfano il sistema (4.4). Per quanto appena
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trovato, il sistema si riduce a quello risolto nel caso di SO(3), ottenendo quindi la

classica formula di Rodrigues

exp(A) = I3 +
sin a

a
A+

1− cos a

a2
A2. (4.35)

Suriettività dell'applicazione esponenziale in SE(n)

Come abbiamo visto, non essendo SE(n) compatto, non è possibile utilizzare il Teorema

4.0.1 per concludere che l'applicazione esponenziale

exp : se(n) → SE(n)

è suriettiva. In questo caso dunque conoscere la formula risulta essere uno strumento

decisivo per dimostrarlo. Dimostreremo inizialmente il caso n = 2, per poi studiare la

suriettività per n ≥ 3.

Teorema 4.3.1. L'applicazione

exp : se(2) → SE(2)

è suriettiva e non iniettiva.

Dimostrazione. Sia

X =

(
Rθ v

0 1

)
∈ SE(n)

dove

Rθ =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
∈ SO(2) v = (v1, v2) ∈ R2.

Supponiamo per ora 0 < θ ≤ π. Consideriamo la matrice

A =

0 −a x1

a 0 x2

0 0 0

 ∈ se(2)

con a ̸= 0 . Usando la formula (4.35), si ha

exp(A) = I3 +
sin a

a
A+

1− cos a

a2
A2.
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Il problema si riduce quindi a trovare a, x1, x2 tali che

exp(A) = X.

Dopo semplici calcoli algebrici, si trova che a = θ e

x1 =
θ sin θv1

2(1− cos(θ))
+
θv2
2
, x2 =

θ sin θv2
2(1− cos(θ))

− θv1
2
.

Se θ = 0, allora la matrice X è

X =

1 0 v1

0 1 v2

0 0 0

 .

Consideriamo la matrice

Ω =

0 0 v1

0 0 v2

0 0 0

 ∈ se(2).

Usando la (4.2), e osservando che Ωk = O3 per k ≥ 2, si dimostra facilmente che

exp(Ω) = X.

Dimostriamo ora che exp non è iniettiva. Consideriamo le matrici

Ω1 = O3, Ω2 =

 0 −2π 0

2π 0 0

0 0 0

 .

Dalla formula (4.35) e dalle proprietà dell'applicazione esponenziale segue che

exp(Ω1) = exp(Ω2) = I3

il che prova che l'esponenziale non è iniettiva.

Per generalizzare questo risultato al caso n ≥ 3, occorrono dei risultati preliminari.

Proposizione 4.3.1. Data A ∈Mn+1(R) della forma

A =

(
X b

0 0

)
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dove X ∈Mn(R) e b ∈ Rn. Allora

Ak =

(
Xk Xk−1b

0 0

)

con X0 = In. Come conseguenza vale

exp(A) =

(
exp(X) V b

0 1

)
(4.36)

dove

V = In +
∞∑
k=1

Xk

(k + 1)!
. (4.37)

Dimostrazione. Per induzione su k, si prova facilmente che

Ak =

(
Xk Xk−1b

0 0

)
.

Per de�nizione di esponenziale di matrici e per l'espressione di Ak appena vista si ha

exp(A) =
∞∑
k=0

Ak

k!
= In+1 +

∞∑
k=1

1

k!

(
Xk Xk−1b

0 0

)

=

(
In +

∑∞
k=1

1
k!
Xk

∑∞
k=1

1
k!
Xk−1b

0 1

)

=

(
exp(X)

∑∞
k=1

1
k!
Xk−1b

0 1

)
.

Facendo un cambio di indice in
∑∞

k=1
1
k!
Xk−1, ponendo i = k − 1, si ottiene la matrice

V = In +
∞∑
i=1

1

(i+ 1)!
X i.

Osservazione 4.3.1. La matrice V può essere scritta come

V = In +
∞∑
k=1

Xk

(k + 1)!
=

∫ 1

0

exp(tX)dt. (4.38)
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Infatti, usando la de�nizione di esponenziale di matrici 4.2, e il fatto che la serie è

convergente, si ottiene∫ 1

0

exp(tX)dt =

∫ 1

0

∞∑
k=0

tkXk

k!
dt =

∞∑
k=0

Xk

k!

∫ 1

0

tkdt

=
∞∑
k=0

Xk

k!

[
tk+1

k + 1

]1
0

=
∞∑
k=0

Xk

(k + 1)!

= In +
∞∑
k=1

Xk

(k + 1)!
.

(4.39)

Notiamo anche che l'integrale presente nella (4.38) può anche essere svolto come un

integrale usuale per l'esponenziale ottenendo∫ 1

0

exp(tX)dt =
[
X−1exp(tX)

]1
0
= X−1(exp(X)− In).

La formula appena trovata tuttavia ha senso solo nel caso in cui X sia invertibile.

Usando invece la de�nizione (4.2) come fatto in (4.39) si evita questa singolarità.

Il teorema successivo fornisce una formula di Rodrigues implicita per SE(n) che ci

sarà utile per dimostrare la suriettività dell'esponenziale:

Teorema 4.3.2. Sia A una matrice di ordine (n+ 1) della forma

A =

(
X b

0 0

)
∈ se(n)

con X antisimmetrica e b ∈ Rn, e sia { iθ1,−iθ2, . . . , iθp,−iθp } l'insieme degli autova-

lori non nulli di X.

Allora esistono uniche X1, . . . , Xp matrici antisimmetriche tali che

X =

p∑
i=1

θiXi, XiXj = XjXi = On(i ̸= j), X3
i = −Xi.
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Inoltre si ha

exp(A) =

(
exp(X) V b

0 1

)
(4.40)

dove

exp(X) = In +

p∑
i=1

((sin θi)Xi + (1− cos θi)X
2
i ), (4.41)

V = In +

p∑
i=1

(1− cos θi
θi

Xi +
θi − sin θi

θ2i
X2
i

)
. (4.42)

Dimostrazione. L'espressione (4.40) deriva dalla Proposizione 4.3.1. Essendo X anti-

simmetrica, siamo nelle condizioni di poter utilizzare il Teorema 4.1.3, che ci garantisce

l'esistenza e l'unicità delle matrici X1, . . . , Xp che soddisfano le condizioni richieste e

tali che valga l'espressione (4.41).

Si ha che

exp(tX) = In +

p∑
i=1

(sin tθiXi + (1− cos tθi)X
2
i ).

Dall' equazione (4.38) otteniamo:

V =

∫ 1

0

exp(tX)dt =

∫ 1

0

(
In +

p∑
i=1

(sin tθiXi + (1− cos tθi)X
2
i )

)
dt

=

[
tIn +

p∑
i=1

(−cos tθi
θi

Xi + (t− sin tθi
θi

)X2
i )

]1
0

= In +

p∑
i=1

(1− cos θi
θi

Xi +
θi − sin θi

θ2i
X2
i

)
che è quello che volevamo dimostrare.

Grazie a questa formula possiamo ora dimostrare la suriettività dell'applicazione espo-

nenziale per n ≥ 3.

Teorema 4.3.3. Per n ≥ 3, l'applicazione esponenziale

exp : se(n) → SE(n)

è suriettiva.



84 CAPITOLO 4. SURIETTIVITÀ DELL'ESPONENZIALE

Dimostrazione. Sia Y ∈ SO(n) e w ∈ Rn, consideriamo la matrice

Ω =

(
Y w

0 1

)
∈ SE(n)

vogliamo dimostrare l'esistenza di una matrice A ∈ se(n) tale che exp(A) = Ω.

Dobbiamo quindi trovare una matrice X antisimmetrica e b ∈ Rn tale che

exp

(
X b

0 0

)
=

(
Y w

0 1

)

Per il Teorema 4.3.2, vale la relazione (4.40), e quindi X e b devono essere tali che

exp(X) = Y (4.43)

V b = w (4.44)

Poichè Y ∈ SO(n), dal fatto che esponenziale per SO(n) è suriettiva segue l'esistenza

di una matrice X antisimmetrica tale che valga la prima prima equazione.

Resta quindi da dimostrare che si può trovare b ∈ Rn tale che sia vera (4.44). Ciò

equivale a dimostrare che la matrice V è invertibile. Infatti se questo fosse vero, basta

porre

b = V −1w

per ottenere la tesi. Sempre per il Teorema 4.3.2, V è espressa come

V = In +

p∑
i=1

(1− cos θi
θi

Xi +
θi − sin θi

θ2i
X2
i

)
.

Assumiamo che la forma di V −1 sia

W = In +

p∑
i=1

(
αiXi + βiX

2
i

)
(4.45)

A�nché W sia l'inversa di V deve valere la relazione WV = VW = In.
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L'equazione VW = In, dopo alcuni calcoli, è data da

In =In +

p∑
i=1

(
sin θiαi
θi

− (1− cos θi)βi
θi

+
(1− cos θi)

θi

)
Xi

+

p∑
i=1

(
(1− cos θi)αi

θi
+

sin θiβi
θi

+
(θi − sin θi)

θi

)
X2
i

il che si riduce a risolvere p sistemi lineari nelle incognite αi, βi del tiposin θiαi − (1− cos θi)βi = cos θi − 1

(1− cos θiαi + sin θiβi = sin θi − θi

Tale sistema è compatibile poiché il determinante della matrice associata è

sin θi
2 + (1− cos θi)

2 = 2(1− cos θi) ̸= 0

in quanto, per il Teorema 4.3.2 0 < θi ≤ π. Ergo esistono unici αi, βi per ogni p, e

quindi è possibile de�nire W della forma (4.45), il che prova che V è invertibile.

Concludiamo il capitolo facendo la seguente osservazione: sia

Ω =

(
X b

0 0

)
∈ se(n).

Grazie al Teorema 4.3.2 abbiamo che X =
∑p

i=1 θiXi. De�niamo la matrice

Ω =

(
Xi

b
θi

0 0

)

Ovviamente Ωi ∈ se(n) per costruzione, e dunque vale la relazione

Ωk
i =

(
Xk Xk−1 b

θi

0 0

)

Utilizzando quest'ultimo fatto e che vale X3
i = −Xi, dopo alcuni calcoli si dimostra

che vale

exp(Ω) = In+1 + Ω+

p∑
i=1

(
(1− cos θi)Ω

2
i + (θi − sin θi)Ω

3
i

)
.
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