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Lo scopo di questa tesi è la presentazione della risoluzione dei 94 esercizi proposti nel

libro di Manfredo P. Do Carmo intitolato Di�erential forms and applications (vedi

[DoCDF] in bibliogra�a). La tesi è suddivisa in sei capitoli, ciascuno corrispon-

dente ad un capitolo del libro. Per rendere il materiale più autocontenuto possibile

all'inizio di ogni capitolo vengono richiamati le de�nizioni e gli enunciati necessari

allo svolgimento degli esercizi stessi.
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CAPITOLO 1

Forme di�erenziali in Rn.

In questo capitolo introdurremo la nozione di forma di�erenziale in Rn, la nozione di

prodotto esterno ed altre operazioni utili. A partire da queste svilupperemo poi la

teoria delle forme di�erenziali sulle varietà di�erenziabili. Introduciamo anzitutto

le nozioni fondamentali della teoria.

1.1. De�nizioni e teoremi sulle forme di�erenziali in Rn.

1.1.1. De�nizione di forma di�erenziale.

Definition 1.1. Sia V un K−spazio vettoriale, con K un campo. Si dice k-forma,

o forma di grado k, su V , una qualsiasi funzione:

ϕ :

k∏
i=1

V → K : (v1, ..., vk) 7→ ϕ(v1, ..., vk),

dove con
∏n
i=1 V si indica il prodotto di V per se stesso n-volte. Una k-forma è

detta k-lineare se è lineare in ciascuno dei suoi argomenti, mentre è detta alternata,

se e solo se dato i ∈ {1, ..., k − 1}, si ha:

ϕ(v1, ..., vi, vi+1, ..., vk) = −ϕ(v1, ..., vi+1, vi, ..., vk),

ovvero scambiando due argomenti consecutivi1 la forma cambia segno2. L'insieme

delle forme k-lineari ed alternate su V è denotato Λk(V ). Un elemento di questo

insieme è detto forma esteriore di grado k.

1Si noti che questo è equivalente a dire che una permutazione pari degli indici degli argomenti
lascia invariato il risultato, mentre una dispari ne cambia il segno.
2Il cambio di segno è inteso come passaggio all'inverso additivo nel campo K.
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1.1. DEFINIZIONI E TEOREMI SULLE FORME DIFFERENZIALI IN Rn. 6

Vediamo ora un'altra importante de�nizione riguardante gli spazi vettoriali.

Definition 1.2. Sia V un K-spazio vettoriale, il duale di V , è l'insieme V ∗ delle

forme lineari, ovvero le 1-forme lineari, su V . Introducendo su V ∗ le seguenti

operazioni:

+ : V ∗ × V ∗ → V ∗ : (ϕ,ψ) 7→ (ϕ+ ψ),

· : K× V ∗ → V ∗ : (λ, ϕ) 7→ λϕ,

con (ϕ + ψ) : V → K : v 7→ ϕ(v) + ψ(v), e λϕ : V → K : v 7→ λϕ(v). Allora la

quaterna (V,K,+, ·) è un K spazio vettoriale della stessa dimensione di V .3 In�ne

data una base {ei} di V e una base {ϕj} di V ∗, diremo che una è la duale dell'altra

se e solo se ϕj(ei) = δji , per ogni i e per ogni j.

Consideriamo delle forme ϕ e ψ, di grado rispettivamente k e h, su Rn, costruiremo

ora un'operazione, detta prodotto esterno, che ci permetterà di ottenere da queste

due una forma ξ di grado h + k, ma per fare questo abbiamo bisogno di qualche

de�nizione e di un teorema molto importante. Iniziamo con il de�nire il concetto

di prodotto esterno di 1-forme.

Definition 1.3. Sia V un K−spazio vettoriale e siano ϕi k forme di grado 1 su V .

De�niamo il prodotto esterno delle ϕi, come la k forma de�nita da:

k∧
i=1

ϕi[v1, ..., vk] = ϕ1 ∧ ... ∧ ϕk[v1, ..., vk] = Det


ϕ1[v1] . . . ϕ1[vk]

...
. . .

...

ϕk[v1] . . . ϕk[vk]

 ,

3Ovvio è il fatto che V ∗ con le due operazioni de�nite rispetti gli assiomi di spazio vettoriale.
Consideriamo una base B = {e1, ..., en} in V . De�niamo ϕ1, ..., ϕn come :

ϕi : V → K : v = (v1, ..., vn) 7→ vi,

dove v1, ..., vn sono le componenti di v in B. Ora abbiamo che ϕi(ej) = δji , le ϕi sono lineari e
linearmente indipendenti. In quanto

a1ϕ1 + a2ϕ2 + ...+ anϕn = 0,

calcolato in un elemento ei di B, ci dà: ai = 0. Dunque è un insieme libero. Consideriamo
l'applicazione lineare

ψ : V → K : v 7→ ψ(v),

siano ai = ψ(ei) allora ψ(
∑
i viei) =

∑
i viψ(ei) =

∑
i aivi =

∑
i aiϕi(v), dunque è un'insieme

di generatori. Questo dimostra l'asserzione.
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notiamo che se le ϕi sono lineari allora il loro prodotto esterno è k-lineare4, inoltre

è alternata. In�ne de�niamo il prodotto esterno di 1 forme in maniera tale che sia

associativo.

Definition 1.4. Sia p ∈ Rn, de�niamo lo spazio tangente in p a Rn come l'insieme

dei vettori v ∈ Rn, applicati in p, ovvero il vettore v applicato in p è vp dato da

v − p. Lo spazio tangente ad Rn in un punto p verrà indicato con Rnp . La base

canonica di Rnp è {e1p, ..., enp}, questa, qualora non vi sia troppa ambiguità, verrà

denotata semplicemente con {e1, ..., en}.

Prima di procedere oltre, possiamo stabilire un legame tra i vettori e le derivate

direzionali. Questo legame sarà poi utilizzato in tutto il seguito.

Definition 1.5. Una derivazione Dp in p è un'applicazione che è de�nita dall'in-

sieme delle funzioni di�erenziabili da Rn in R, che denoteremo F(Rn), e per ogni

funzione f associ Dp[f ] ∈ R. e che sia tale che

(1.1.1) Dp[αf + βg] = αDp[f ] + βDp[g],

(1.1.2) Dp[f · g] = Dp[f ] · g|p + f|p ·Dp[g],

con f, g : Rn → R, α, β ∈ R. La proprietà (1.1.1) è detta linearità, mentre la

(1.1.2) è detta regola del prodotto di Leibniz5. L'insieme delle derivazioni su Rnp

verrà indicato con Dp(Rn).

4Per la proprietà del determinante:

Det


a11 + c1 . . . a1n + cn
a2n . . . a2n
...

...
an1 . . . ann

 = Det


a11 . . . a1n
a2n . . . a2n
...

...
an1 . . . ann

+Det


c1 . . . cn
a2n . . . a2n
...

...
an1 . . . ann

 .

5Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). Matematico e �losofo tedesco. Fu uno dei fondatori
dell'analisi matematica.
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Lemma 1.6. Sia g : Rn → R, di�erenziabile e sia p = (p1, ..., pn) ∈ Rn; allora

esistono n funzioni gi : Rn → R, anch'esse di�erenziabili, tali che:

g =

[∑
i

(xi − pi)gi

]
+ g(p).

Inoltre gi(p) = ∂ig(p).

Dimostrazione. De�niamo f : R→ R, come:

f(s) = g(st1 + (1− s)p1, ..., stn − (1− s)pn),

con t = (t1, ..., tn) ∈ Rn. Poiché g è di�erenziabile allora f è derivabile. Per il

teorema fondamentale del calcolo integrale abbiamo:

f(t) =

ˆ t

0

f ′(s)ds,

ma:

f ′(s) =
∑
i

(ti − pi)∂ig(st1 + (1− s)p1, ..., stn − (1− s)pn),

allora si ha:

f(τ) =

ˆ τ

0

[∑
i

(ti − pi)∂ig(st1 + (1− s)p1, ..., stn − (1− s)pn)

]
ds =

=
∑
i

(ti − pi)
ˆ τ

0

∂ig(st1 + (1− s)p1, ..., stn − (1− s)pn)ds.

D'altro canto

f(1) = g(t)− g(p),

da cui:

g(t)− g(p) =
∑
i

(ti − pi)
ˆ 1

0

∂ig(st1 + (1− s)p1, ..., stn − (1− s)pn)ds,

posto gi(t) =
´ 1

0
∂ig(st1+(1−s)p1, ..., stn−(1−s)pn)ds, abbiamo la decomposizione

cercata, prima di continuare facciamo notare che gi(p) =
´ 1

0
∂ig(p1, ..., pn)ds =

∂ig(p)
´ 1

0
ds = ∂ig(p). �
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Theorem 1.7. Esiste un isomor�smo di spazi vettoriali tra Dp(Rn) e RnO. Inoltre

questo è tale che

ei ↔ ∂i,

ove con ∂i viene indicato l'operatore ∂
∂xi

.

Dimostrazione. Sia B = {ei}0≤i≤n la base canonica di RnO. Sia inoltre f : Rn →

R una funzione di�erenziabile, per dimostrare che esiste un isomor�smo di spazi

vettoriali è su�ciente dimostrare che {∂i} è una base di Dp(Rn). Iniziamo con il

dimostrare che questo è uno spazio vettoriale. Ovviamente se λ ∈ R, e D ∈ Dp(Rn)

abbiamo che λD : F(Rn) → R : f 7→ λ · D[f ] appartiene a Dp(Rn). Vale inoltre

1 ·D = D. De�niamo + come:

D +D′[f ] = D[f ] +D′[f ],

D,D′ ∈ Dp(Rn); Il fatto che per la somma e per il prodotto per uno scalare valgano

tutte le proprietà degli spazi vettoriali discende dal fatto che, se calcolate in una

singola funzione, le derivazioni diventano elementi del campo e su di loro valgono

quelle proprietà, e, poiché valgono indipendentemente dalla scelta della funzione,

allora valgono in generale per le derivazioni. Dimostriamo che {∂i} è un insieme

libero, se esistessero ai ∈ R tali che
∑
i ai∂i = 0, allora, dato j ∈ {1, ..., n}, vale:

0 =
∑
i

ai∂i[xj ] = aj .

con xj : Rn → R : v = (v1, ..., vn) 7→ vj . Consideriamo α : Rn → R : v 7→ α, la

funzione costante α, utilizzando le due proprietà delle derivazioni, otteniamo:

D[α] = 0,

per ogni D ∈ Dp(Rn). Dunque poniamo aj = D[xj ], e, grazie al lemma 1.6,

otteniamo:

D[f ] = D[
∑
i

(xi − pi)fi + f(p)] =
∑
i

D[(xi − pi)fi] +D[f(p)] =
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dato che la derivazione calcolata su una funzione costante è nulla,

=
∑
i

D[(xi−pi)fi] =
∑
i

[D[xi]fi(p) + (pi − pi)D[fi]] =
∑
i

D[xi]fi(p) =
∑
i

ai∂i[f ].

�

Per cui possiamo identi�care derivazioni e vettori di Rn, questo, per quanto non

strettamente necessario, ci dà l'idea per generalizzare il concetto di vettore tangente

ad una varietà di�erenziabile qualsiasi; ma questo lo vedremo più avanti. Per

ciascun punto p di Rn, abbiamo che Rnp è uno spazio vettoriale reale di dimensione

n. Possiamo dunque considerarne il duale (Rnp )∗, otteniamo il seguente lemma:

Lemma 1.8. Una base di Λ1(Rnp )∗, è l'insieme {(dxi)p}i∈{1,...,n}, dove

xi : Rn → R : (a1, ..., ai, ..., an) 7→ ai,

e inoltre questa è la base �duale�6 della base canonica di Rnp . Notiamo che le

applicazioni dxi sono lineari.

Dimostrazione. Abbiamo che dxi[vp] = vi; da cui dxi[ej ] = δji e la linearità.

Iniziamo con il dimostrare che sono indipendenti, se esistessero aj ∈ R tali che∑
j ajdxj = 0, applicando questo ad ei, otteniamo:

0 =
∑
j

ajdxj [ei] = ai,

dunque sono linearmente indipendenti. Ora siano aj = f(ej) , con f ∈ Λ1(Rn)∗.

De�niamo

g =
∑
j

ajdxj ,

notiamo g ∈ Λ1(Rn)∗, inoltre per ogni ei vale che g[ei] = f [ei] da cui g = f. �

Definition 1.9. Un campo di forme lineari, o di forme esterne di grado 1, è una

funzione che ad ogni punto p associa un elemento ω(p) di Λ1(Rnp )∗.

6Nel senso che (dxi)p[ej ] = δji .
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In virtù del teorema 1.7 e della de�nizione precedente, un qualsiasi campo di forme

esterne di grado 1 può esser espresso come:

ω(p) =

n∑
i=1

ai(p)dxi,

dove osserviamo la convenzione che, qualora sia su�cientemente chiaro dal contesto,

(dxi)p verrà denotato con dxi. Nel caso si presenti una situazione di ambiguità, o

comunque si cambi la notazione, verrà detto esplicitamente. Come abbiamo fatto

notare prima, le applicazioni dxi sono lineari, dunque il prodotto esterno delle

dxik , sarà bilineare ed alternato, dunque abbiamo che
∧h
j=1 dxij ∈ Λh(Rnp )∗. Più

precisamente vale il seguente:

Proposition 1.10. L'insieme:

{(dxi1 ∧ ... ∧ dxik)p, i1 < ... < ik, ij ∈ {1, ..., n}},

è una base di Λk(Rnp )∗.

Dimostrazione. Abbiamo che

dxi1 ∧ ... ∧ dxik [ej1 , ..., ejk ] =


0 se (i1, ..., ik) 6= (j1, ..., jk)

1 altrimenti

,

inoltre come già fatto osservare questa è k-lineare ed alternata. Ora dimostriamo

l'indipendenza dell'insieme (dxi1 ∧ ... ∧ dxik)p, i1 < ... < ik, ij ∈ {1, ..., n}},

supponiamo che esistano ai1,...,ik ∈ R tali che:

∑
i1<...<ik

ai1...ikdxi1 ∧ ... ∧ dxik = 0,

calcolato in [ej1 , ..., ejk ] ci da:

aj1...jk = 0.



1.1. DEFINIZIONI E TEOREMI SULLE FORME DIFFERENZIALI IN Rn. 12

Dimostriamo che sono un insieme di generatori. Sia f ∈ Λk(Rnp )∗, poniamo ai1...ik =

f [ei1 , ..., eik ]. Ora posta

g =
∑

i1<...<ik

ai1...ikdxi1 ∧ ... ∧ dxik ,

abbiamo che g ∈ Λk(Rnp )∗, inoltre che per ogni [ej1 , ..., ejk ], abbiamo g[ej1 , ..., ejk ] =

f [ej1 , ..., ejk ],da cui

f = g.

�

Possiamo ora de�nire una forma di�erenziale di grado k su Rn.

Definition 1.11. Una forma esterna di grado k su Rn, è un'applicazione che ad ogni

punto p associa un elemento ω(p) di Λk(Rnp )∗; per quanto visto nella proposizione

1.10, possiamo scrivere dunque ω(p) come:

ω(p) =
∑

i1<...<ik

ai1...ik(p)dxi1 ∧ ... ∧ dxik ,

La forma esterna è detta di�erenziale di grado k, se e solo se le ai1...ik sono funzioni

di�erenziabili di p.

1.1.2. Operazioni sulle forme di�erenziali in Rn. De�niamo ora le op-

erazioni sulle forme di�erenziali in Rn. Queste sono diverse, le principali sono

l'operazione di somma, il prodotto esterno, la stella di Hodge7 e il cambio di vari-

abili. A partire da questo de�niremo delle altre operazioni come il rotore, il gradi-

ente, il laplaciano e la divergenza, questo verrà fatto perlopiù nella parte relativa

agli esercizi, per quanto alcune di queste de�nizioni verranno riportate in questa

sottosezione. Ma vediamo anzitutto quelle principali.

7William Vallance Douglas Hodge FRS (17 Giugno 1903 � 7 Luglio 1975), matematico scozzese,
occupatosi in particolare di geometria.
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Definition 1.12. Siano ω e ϕ due forme esterne di grado k, de�niamo la somma

di ωe ϕ come la forma esterna di grado k, data da:

ω + ϕ =
∑
I

(aI + bI)dxI ,

dove si denota con I la k−upla (i1, ..., ik), con i1 < ... < ik, denotando dxI =

dxi1 ∧ ... ∧ dxik ed indicando

ϕ =
∑
I

bIdxI , ω =
∑
J

aJdxJ ;

da notare che se le due sono forme di�erenziali allora anche la loro somma lo è; in

quanto la somma di due funzioni di�erenziabili è una funzione di�erenziabile.

Definition 1.13. Date

ϕ =
∑
J

aJdxJ , ω =
∑
I

bIdxI

una k ed una h, rispettivamente, forme esterne, de�niamo il loro prodotto esterno

come l'operazione, de�nita da:

ϕ ∧ ω =
∑
I,J

aJbIdxJ ∧ dxI ,

dunque il risultato del prodotto esterno di ϕ e ω è una k + h forma esterna. Se le

due sono forme di�erenziali allora anche il risultato lo è, e questo perchè il prodot-

to di due funzioni di�erenziabili è ancora di�erenziabile e la somma di funzioni

di�erenziabili è ancora una di�erenziabile.

Diamo ora qualche proprietà:

Proposition 1.14. Siano ϕ, ω e θ, rispettivamente, una h, una k ed una r forme

di�erenziali. Allora si ha:

(1) (ω ∧ ϕ)∧θ=ω∧(ϕ ∧ θ).
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(2) (ω ∧ ϕ)=(−1)kh(ϕ ∧ ω).

(3) Se r=h, allora ω∧(ϕ+ θ)=ω ∧ ϕ+ ω ∧ θ.

Dimostrazione. Siano ω =
∑
I aIdxI , ϕ =

∑
J aJdxJ e θ =

∑
K aKdxK .

(1) Nel caso ω = dxI ,ϕ = dxJ e θ = dxK , allora questo è associativo poiché

vale l'associatività per le 1 forme. Nel caso generale:

(ω ∧ ϕ) ∧ θ =
∑
J,I,K

(aIbJ)cK(dxI ∧ dxJ) ∧ dxK =

=
∑
J,I,K

aI(bJcK)dxI ∧ (dxJ ∧ dxK) = ω ∧ (ϕ ∧ θ).

(2) Vediamo nel caso ω = dxi1 ∧ ... ∧ dxik e ϕ = dxj1 ∧ ... ∧ dxjk , in questo

caso:

ω ∧ ϕ = dxi1 ∧ ... ∧ dxik−1
∧ dxik ∧ dxj1 ∧ dxj2 ∧ ... ∧ dxjh =

= (−1)dxi1 ∧ ... ∧ dxik−1
∧ dxj1 ∧ dxik ∧ dxj2 ∧ ... ∧ dxjh =

= (−1)hdxi1 ∧ ... ∧ dxik−1
∧ dxj1 ∧ dxj2 ∧ ... ∧ dxjh ∧ dxik =

= (−1)h(k−1)dxi1 ∧ dxj1 ∧ dxj2 ∧ ... ∧ dxjh ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxik =

= (−1)khϕ ∧ ω.

Nel caso generale:

ω ∧ ϕ =
∑
I,J

aIbJdxI ∧ dxJ =
∑
I,J

bJaIdxI ∧ dxJ =

= (−1)kh
∑
I,J

bJaIdxJ ∧ dxI = (−1)khϕ ∧ ω.

(3) ω∧(ϕ+θ) =
∑
I,K aI(bK+cK)dxI∧dxK =

∑
I,K(aIbK+aIcK)dxI∧dxK =

ω ∧ ϕ+ ω ∧ θ.

�
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Un'altra operazione molto importante è il cambiamento di coordinate, questo può

esser espresso tramite un'operatore ∗, vediamone la de�nizione.

Definition 1.15. Sia f : Rn → Rm un'applicazione di�erenziabile. Allora f induce

una mappa che prende delle forme esterne di grado k di Rm, e fornisce delle forme

esterne di grado k in Rn, nella maniera seguente. Data una k forma esterna ω, in

Rm, de�niamo f∗ω la k forma di Rn de�nita da:

(f∗ω)p[v1, ..., vk] = ωf(p)[dfp[v1], ..., dfp[vk]],

dove dfp[v] = Df (p) · v, è detto di�erenziale di f in p e dove Df (p) è il vettore

delle derivate parziali di f calcolato in p. Quest'operazione è detta cambiamento

di coordinate.

Vediamone qualche proprietà relativa anche alle operazioni de�nite precedente-

mente.

Proposition 1.16. Sia f : Rn → Rm una funzione di�erenziabile. Allora si ha:

(1) f∗(ω∧ϕ) = f∗ω∧f∗ϕ, dove ω, ϕ sono due forme esterne qualsiasi in Rm.

(2) Data una funzione di�erenziabile g : Rp → Rm ed una forma esterna di

Rm, vale:(f ◦ g)∗ω = g∗(f∗ω).

Dimostrazione. Siano ω =
∑
I aIdxI e ϕ =

∑
J aJdxJ .

(1) calcoliamo f∗ω ed f∗ϕ, questa divengono:

(f∗ω)p[v1, ..., vk] =
∑
I

aI(f(p))dxI [dfp[v1], ..., dfp[vk]],

equivalentemente:

(f∗ϕ)p[v1, ..., vh] =
∑
J

bJ(f(p))dxJ [dfp[v1], ..., dfp[vh]],
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da cui:

(f∗ω ∧ f∗ϕ)p[v1, ..., vh+k] =
∑
I,J

(aIbJ)(f(p))[dfp[v1], ..., dfp[vh+k]] = f∗(ω ∧ ϕ).

(2) Calcoliamo (f ◦ g)∗ω, questo è dato da:

{(f ◦ g)∗ω}p[v1, ..., vk] =
∑
I

aI(f(g(p)))dxI [d(f ◦ g)p[v1], ..., d(f ◦ g)[vk]] =

ora d(f ◦ g)p[v] =
∑
j ∂j(f ◦ g)|pvj =

∑
i,j ∂jf|g(p)

∂jgi|pvi = dfg(p)[dgp[v]],

il che implica:

=
∑
I

f∗(aIdxI)g(p)[dgp[v1], ..., dgp[vk]] = g∗(f∗ω)p[v1, ..., vk].

�

Nel seguito indicheremo come 0-forme di�erenziali di Rn, le funzioni g : Rn → R,

di�erenziabili. Proseguiamo con la trattazione de�nendo l'operatore di di�erenzi-

azione esterna.

Definition 1.17. Sia g : Rn → R, una 0-forma di�erenziale, de�niamo il di�eren-

ziale esterno di g, indicato con dg, come la 1-forma:

dg =
∑
i

∂igdxi,

facciamo anzitutto notare che questa coincide con il di�erenziale utilizzato nella

de�nizione di ∗. Estendiamo questa de�nizione alle k forme di�erenziali; data una

forma di�erenziale ω =
∑
I aIdxI , de�niamo il suo di�erenziale esterno come:

dω =
∑
I

daI ∧ dxI .

Vediamo in�ne le proprietà della di�erenziazione esterna.

Proposition 1.18. Siano ω1 e ω2 una s-forma ed una k-forme, rispettivamente;

f : Rn → Rm un'applicazione di�erenziabile.Allora valgono le seguenti:
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(1) d(ω1 + ω2) = dω1 + dω2.

(2) d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)sω1 ∧ dω2.

(3) d(dω1) = d2ω1 = 0.

(4) d(f∗ω1) = f∗dω1.

Dimostrazione. Siano ωi =
∑
Ii
aiIidxIi , inoltre facciamo notare che la prima

proprietà vale solo nel caso s = k, procediamo con la dimostrazione:

(1) Consideriamo il caso in cui ω1 e ω2 siano due 0 forme, allora:

d(ω1 + ω2) =
∑
i

∂i(ω1 + ω2)dxi =
∑
i

∂iω1dxi +
∑
i

∂iω2dxi =

= dω1 + dω2.

Passiamo al caso generale:

d(ω1 + ω2) = d

(∑
I

(a1
I + a2

I)dxI

)
=
∑
I

d(a1
I + a2

I) ∧ dxI =

=
∑
I

da1
I ∧ dxI +

∑
I

da2
I ∧ dxI = dω1 + dω2.

(2) Poniamo I = I1 e J = I2.

d(ω1 ∧ ω2) =
∑
I,J

d(a1
Ia

2
J) ∧ dxI ∧ dxJ =

∑
I,J

∑
j

∂j(a
1
Ia

2
J)dxj

 ∧ dxI ∧ dxJ =

=
∑
I,J

∑
j

(
∂ja

1
Ia

2
J + ∂ja

2
Ja

1
I

)
dxj ∧ dxI ∧ dxJ =

∑
I,J

∑
j

(
∂ja

1
Ia

2
J

)
dxj ∧ dxI ∧ dxJ+

+(−1)s
∑
I,J

∑
j

(
∂ja

2
Ja

1
I

)
dxI ∧ dxj ∧ dxJ = dω1 ∧ ω2 + (−1)sω1 ∧ dω2.

(3) Sia ω =
∑
I aIdxI , una k forma.

d(dω) = d

(∑
I

daI ∧ dxI

)
= d

(∑
I

∑
i

∂iaIdxi ∧ dxI

)
=

=
∑
I

∑
i,j

∂ijaIdxi ∧ dxj ∧ dxI =
∑
I

∑
i6=j

∂ijaIdxi ∧ dxj ∧ dxI+
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+
∑
I

∑
i

∂2
i aIdxi ∧ dxi ∧ dxI =

utilizzando l'esercizio 1.4, otteniamo che dxi ∧ dxi = 0, dunque:

=
∑
I

∑
i 6=j

∂ijaIdxi ∧ dxj ∧ dxI =
∑
I

∑
i<j

(∂ijaI − ∂jiaI)dxi ∧ dxj ∧ dxI ,

per il teorema di Schwartz abbiamo ∂ij = ∂ji, da cui l'asserto.

(4) Sia ω come nel punto precedente e sia f : Rn → Rm un'applicazione

di�erenziabile. Iniziamo nel caso k=0.

(f∗dω)p[v1] =
∑
i

(∂iω)(f(p))dxi[dfp[v1]] =
∑
i,j

(∂iω)(f(p))∂jf(p)vj =

=
∑
i

∂i(ω ◦ f)(p)dxi[v1] = d(f∗ω)p[v1].

Nel caso generale:

f∗(dω) = f∗
∑
I

daI ∧ dxI =
∑
I

f∗daI ∧ f∗dxI =

=
∑
I

d(f∗aI) ∧ f∗dxI = d(f∗ω).

�

Definition 1.19. Data ω una k forma di Rn, de�niamo: ∗ω ponendo ∗ (dxi1 ∧

... ∧ dxik) = ε(i1,...,ik,j1,...,jn−k)dxj1 ∧ ... ∧ dxjn−kdove abbiamo che i1 < ... < ik, e

j1 < ... < jn−k tali che (i1, ..., ik, j1, ..., jn−k) ∈ Sn, e la estendiamo per linearità.

Dove con Sn viene indicato il gruppo simmetrico di ordine n, ovvero il gruppo delle

permutazioni su n elementi8. Questa operazione è detta stella di Hodge. Inoltre

abbiamo la seguente utile proprietà:

Lemma 1.20. Data una k forma di�erenziale ω in Rm e f : Rn → Rm un'appli-

cazione di�erenziabile, vale:

f∗(∗ω) = ∗(f∗ω).

8Questo è l'insieme delle bijezioni da {1, ..., n} in se stesso, che dotato dell'operazione di
composizione costituisce un gruppo non abeliano di cardinale n!.
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Dimostrazione. Sia ω =
∑
I aIdxI , allora ∗(ω) =

∑
I aIε

JIdxJI , dove denotiamo

con JI = (j1, ..., jm−k) tale che j1 < ... < jm−k tali che (i1, ..., ik, j1, ..., jm−k) ∈

Sm,con I = (i1, ..., im). Dunque:

f∗∗(ω) = f∗

(∑
I

aIε
JIdxJI

)
=
∑
I

εJIf∗aIε
JIf∗dxJI =

∑
I

εJI (f∗aI)dyJI = ∗(f∗ω).

�

Concluse le operazioni, dobbiamo de�nire un'utile isomor�smo che esiste tra Rnp e

il suo duale (Rnp )∗, questo è detto isomor�smo canonico.

1.1.3. L'isomor�smo canonico.

Definition 1.21. De�niamo L'Isomor�smo canonico, come l'applicazione indotta

dal prodotto scalare canonico9, ≺ ·, · �, de�nita da:

ψ : Rnp → (Rnp )∗ : vp 7→≺ v, · � .

L'Isomor�smo canonico prende un vettore v di Rnp e gli associa una 1 forma esterna

ω data da ω(u) =≺ v, u �. Se al posto di un vettore utilizzassimo un campo di

vettori allora otterremmo una corrispondenza biunivoca tra campi di vettori in Rn

e 1 forme di�erenziali in Rn. Ovviamente è R lineare, infatti ≺ av + bw, · �= a ≺

v, · � +b ≺ w, · �. Come detto nel seguente:

Lemma 1.22. L'isomor�smo canonico ψ è un isomor�smo, inoltre trasforma campi

di vettori in 1-forme di�erenziali.

Dimostrazione. Essendo lineare resta solo da mostrare che è biunivoca, fatto

questo abbiamo che è un isomor�smo. Il fatto che porti campi di vettori in 1-

9De�nito da ≺ ~v, ~w �=
∑n
i=1 viwi.
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forme è ovvio, dato un campo di vettori X = (x1, ..., xn),

ψ(X)P [v] =
∑
i

xi(P )vi =
∑
i

xi(P )dxi[v].

Per quel che riguarda la biunivocità abbiamo che se esistessero due campi di vettori,

X = (x1, ..., xn) e Y = (y1, ..., yn), tali che ψ(X) = ψ(Y ), allora, per ogni vettore v

vale:

ψ(X)[v] = ψ(Y )[v],

posto v = ei, otteniamo:

xi = yi.

Resta da veri�cane la suriettività, data una 1 forma ω =
∑
i aidxi, posto X =

(a1, ..., an) abbiamo che:

ψ(X)p[v] =
∑
i

ai(p)vi =
∑
i

ai(p)dxi[v] = ωp[v].

Questo prova il lemma. �

Dato un campo di vettori v indicheremo la sua immagine, tramite l'isomor�smo

canonico, con ≺ v �.

1.2. Risoluzione degli esercizi.

Passiamo ora alla risoluzione degli esercizi del primo capitolo. Durante lo svolgi-

mento di questi si è tentato di utilizzare unicamente le nozioni richiamate prece-

dentemente. Qualora venassero utilizzati teoremi di�erenti o proprietà particolari

esse saranno teoremi o proprietà di base delle funzioni o delle derivate. Si è tentato

di rispettare fedelmente il testo degli esercizi come scritto nel Do Carmo, quindi

potrebbero esser presenti de�nizioni di concetti date precedentemente.

Exercise. 1.1

Si provi che una forma bilineare ϕ : R3×R3 → R è alternata se e solo se ϕ(v, v) = 0.
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Svolgimento:

Se ϕ è alternata abbiamo ϕ(v1, v2) = −ϕ(v2, v1) dunque ϕ(v, v) = −ϕ(v, v) =⇒

ϕ(v, v) = 0 .� Viceversa se

ϕ(v, v) = 0 =⇒ 0 = ϕ(v1 + v2, v1 + v2) =

= ϕ(v1, v1) + ϕ(v1, v2) + ϕ(v2, v1) + ϕ(v2, v2) =

ϕ(v1, v2) + ϕ(v2, v1) =⇒ ϕ(v1, v2) = −ϕ(v2, v1) .�

Exercise. 1.2

Si provi che, date i1 < i2 < ... < ik e j1 < j2 < ... < jk , si ha che

dxi1 ∧ dxi2 ∧ ... ∧ dxik(ej1 , ..., ejk) =


1 se it = jt ∀t ∈ 1, ..., k

0 in tutti gli altri casi

Svolgimento:

Per de�nizione di prodotto esterno abbiamo che

k∧
i=1

ψk(v1, ..., vk) = det


ψ1(v1) ... ψ1(vk)

...
. . .

...

ψk(v1) ... ψk(vk)

 (?).

Inoltre per de�nizione di dxt abbiamo che dxt(eh) = δht .

Supponiamo che i1 6= j1, se ∃it = j1allora, poiché j1 è il più piccolo tra i jt, per

ogni t abbiamo i1 6= jt dunque dxi1(ejt) = 0 ∀t dunque
∧k
t=1 dxit(ej1 , ..., ejk) = 0.

Se invece @t : it = j1 allora dxit(ej1) = 0 ∀t, il che vuol dire

k∧
t=1

dxit(ej1 , ..., ejk) = 0.
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Supponiamo che �no a h-1 valga it = jt t ∈ {1, ..., h− 1}. Supponiamo inoltre che

ih 6= jh se ∃it = jhallora, poiché jh è il più piccolo tra i jt con t ≥ h, per ogni t

abbiamo ih 6= jt con t ≥ h dunque dxih(ejt) = 0 ∀t dunque

k∧
t=1

dxit(ej1 , ..., ejk) = 1(

k∧
t=h

dxit(ejh , ..., ejk)) = 0 2

.

Se invece @t : it = j1 allora dxit(ejh) = 0∀t ≥ h, il che vuol dire
∧k
t=1 dxit(ej1 , ..., ejk) =

1(
∧k
t=h dxit(ejh , ..., ejk)) = 0.10 Dunque se it 6= jtabbiamo che

∧k
t=1 dxit(ej1 , ..., ejk) =

0. Se it = jt∀t allora, poiché dxt(eh) = δht ,
∧k
t=1 dxit(ei1 , ..., eik) = det(Ik) = 1. �

Exercise. 1.3

Siano ϕ e ω, rispettivamente, una k forma di�erenziale ed una s forma di�erenziale.

In funzione della base canonica possono esser scritte

ϕ =
∑
I

aIdxI , I = (i1, ..., ik) i1 < ... < ik

ω =
∑
J

bJdxJ J = (j1, ..., js) j1 < ... < js

Per de�nizione poniamo :

ϕ ∧ ω =
∑
I,J

aIbJdxI ∧ dxJ . (??)

Si veri�chi che ∧così de�nita coincide con ∧de�nita nella de�nizione nel caso di

delle 1-forme, ovvero la de�nizione 1.3.

10La matrice che si ha se it = jt t ≤ h − 1 è la seguente

1 0 ... 0 0 ... 0
0 1 ... 0 0 ... 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 ... 1 0 ... 0
0 0 ... 0 dxih(ejh ) ... dxih (ejk )
...

...
...

...
. . .

...
0 0 ... 0 dxik (ejh ) ... dxik (ejk )
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Svolgimento:

Indicheremo con Z L'operazione de�nita da (??). Mostriamo prima nel caso di due

uno forme. Siano dunque ϕe ω due 1-forme.

ϕ Z ω[v1, v2] = a1b2dx1 ∧ dx2[v1, v2] + a2b1dx2 ∧ dx1[v1, v2]

= (a1b2 − a2b1)dx1 ∧ dx2[v1, v2] == Det

 a1 a2

b1 b2

Det(dxi[vj ])

= Det

 ϕ[v1] ϕ[v2]

ω[v1] ω[v2]

 = ϕ ∧ ω[v1, v2]

Mostriamo l'associatività di Z. Siano φ, ϕ et ω tre forme di�erenziali.

(φ Z ϕ) Z ω = (
∑
I,K

cKaIdxK ∧ dxI) Z ω =
∑
K,I,J

[(cKaI)bJ ](dxK ∧ dxI) ∧ dxJ =

=
∑
K,I,J

[cK(aIbJ)]dxK ∧ (dxI ∧ dxJ) = φ Z (ϕ Z ω).

In generale, supponiamo che valga per il prodotto di (k-1) 1-forme e prendiamo k

1-forme esterne: ϕ1, ..., ϕk. Allora

∧k

i=1
ϕi = (

∧k−1

i=1
ϕi) Z ϕk = (

k−1∧
i=1

ϕi) Z ϕk =

=

n∑
i=1

∑
(i1,...,ik−1)∈Sk−1

[ε(i1, ..., ik−1)a1
i1 · · · a

k−1
ik−1

aki ]dxi1,...,ik−1
∧ dxi =

=
∑

(i1,...,ik)∈Sk

[ε(i1, ..., ik−1)a1
i1 · · · a

k
ik

]dxi1,...,ik =

k∧
i=1

ϕi.

Exercise. 1.4

Sia ϕuna k-forma di�erenziale, con k dispari. Si mostri che ϕ ∧ ϕ = 0.

Svolgimento:
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Iniziamo con il caso delle 1-forme,

dxi ∧ dxi[v1, v2] = det

 dxi[v1] dxi[v2]

dxi[v1] dxi[v2]

 = 0.

Dal quale deduciamo, per l'associatività, dxi1 ∧ ... ∧ dxik = 0 se ∃j 6= h tc ij = ih.

Sia ϕ =
∑n
i=1 aidxi una 1-forma,

ϕ ∧ ϕ =

n∑
i,j=1

aiajdxi ∧ dxj =
∑

1≤i,j≤k

aiajdxi ∧ dxj =

=
∑

1≤i<j≤k

(aiaj − ajai)dxi ∧ dxj +

k∑
i=1

a2
i dxi ∧ dxi =

dxi∧dxi=0
=

∑
1≤i<j≤k

(aiaj − ajai)dxi ∧ dxj = 0

. Sia ϕuna k forma,

ϕ ∧ ϕ =
∑

I,J∈Skn

aIaJdxIdxJ =
∑

I,J∈Skn
I∩J=∅

aIaJdxIdxJ

Consideriamo aIaJdxI ∧ dxJ , oltre a questa nella somma sarà presente aJaIdxJ ∧

dxI = (−1)card(I)card(J)aIaJdxI ∧ dxJ = (−1)k
2

aIaJdxI ∧ dxJ per via dell'alter-

nanza, e come k è dispari otteniamo aJaIdxJ ∧ dxI = −aIaJdxI ∧ dxJ dunque le

coppie si elidono a vicenda e questo implica ϕ ∧ ϕ = 0.

Exercise. 1.5

Siano ϕ,ψ e θ le seguenti forme in R2:

ϕ = xdx− ydy,

ψ = z(dx ∧ dy) + x(dy ∧ dz),

θ = zdy.

Si calcolino : ϕ ∧ ψ, θ ∧ ϕ ∧ ψ, dϕ, dψ, dθ.
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Svolgimento:

ϕ∧ψ = xz(dx∧dy∧dx)+x2(dx∧dy∧dz)−yz(dy∧dx∧xy)−yx(dy∧dy∧dz) = x2dx∧dy∧dz.

θ ∧ (ϕ ∧ ψ) = zx2dy ∧ dx ∧ dy ∧ dz = 0.

dϕ = dx ∧ dx− dy ∧ dy = 0. dψ = 2dx ∧ dy ∧ dz. dθ = −dy ∧ dz.

Exercise. 1.6

Sia f : U ⊆ Rm → Rn una funzione di�erenziabile. Supponiamo che m < n e sia ϕ

una k-forma di�erenziabile in Rn, con k > m. Si mostri che f∗ϕ = 0.

Svolgimento:

f∗ϕ[ei1 , ..., eik ] =
∑
I aIdxI [df [ei1 ], ..., df [eik ]], come m<n,k, allora abbiamo che

∃t 6= h : eih = eit . Dunque

f∗ϕ[ei1 , ..., eih , ..., eit , ..., eik ] = (−1)(t−h)f∗ϕ[ei1 , ..., eit , eih , ..., eit−1 , eit+1 , ..., eik ] =

= (−1)2(t−h)−1f∗ϕ[ei1 , ..., eit , ..., eih , ..., eik ] = −f∗ϕ[ei1 , ..., eih , ..., eit , ..., eik ]

dunque f∗ϕ[ei1 , ..., eih , ..., eit , ..., eik ] = 0. Consideriamo ora dei vettori di Rm

v1, ..., vk tali che vj =
∑m
i=1 a

i
jei.

f∗ϕ[v1, ..., vk] = f∗ϕ[

m∑
i=1

ai1ei, ...,

m∑
i=1

aikei] =

m∑
i1=1

...

m∑
ik=1

ai11 ...a
ik
k f
∗ϕ[ei1 , ..., eik ] = 0

.

Exercise. 1.7

Sia ω la 2-forma in R2n data da:

ω = dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4 + ...+ dx2n−1 ∧ dx2n

Si calcoli
∧n
i=1 ω.
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Svolgimento:

Iniziamo con il calcolare

ω ∧ ω = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4 + dx1 ∧ dx2 ∧ dx5 ∧ dx6 + ...

...+ dx1 ∧ dx2 ∧ dx2n−1 ∧ dx2n + dx3 ∧ dx4 ∧ dx1 ∧ dx2 + dx3 ∧ dx4 ∧ dx5 ∧ dx6 + ...

...+dx3∧dx4∧dx2n−1∧dx2n...+dx2n−1∧dx2n∧dx1∧dx2+dx2n−1∧dx2n∧dx3∧dx4+...

...+ dx2n−1 ∧ dx2n ∧ dx2n−3 ∧ dx2n−4 = 2
∑
i<j

dx2i−1 ∧ dx2i ∧ dx2j−1 ∧ dx2j .

Ora calcoliamo

ω ∧ ω ∧ ω = 6
∑
i<j<k

dx2i−1 ∧ dx2i ∧ dx2j−1 ∧ dx2j ∧ dx2k−1 ∧ dx2k.

Ora se facessimo il prodotto esterno un'altra volta, per ogni 0 < t ≤ n, otteniamo

che

(dx2t−1∧dxt)∧ω∧ω∧ω = (dx2t−1∧dxt)∧6
∑
i<j<k

dx2i−1∧dx2i∧dx2j−1∧dx2j∧dx2k−1∧dx2k

in questa somma spariscono tutti i termini che già contenevano dx2t−1, e rimangono

solo quelli della forma

dx2i−1 ∧ dx2i ∧ dx2j−1 ∧ dx2j ∧ dx2k−1 ∧ dx2k ∧ dx2t−1 ∧ dxt

con i, j, k 6= t. Considerando che per qualsiasi permutazione degli indici i, j, k, t il

segno rimane lo stesso, di questi termini nel prodotto esterno ω ∧ ω ∧ ω ∧ ω, per

i, k, j, t �ssati, ce ne saranno quattro, uno generato dal prodotto

dx2t−1 ∧ dxt ∧ ω ∧ ω ∧ ω

, uno dal prodotto

dx2i−1 ∧ dx2i ∧ ω ∧ ω ∧ ω
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, uno dal prodotto

dx2j−1 ∧ dx2j ∧ ω ∧ ω ∧ ω

e l'ultimo dal prodotto

dx2k−1 ∧ dx2k ∧ ω ∧ ω ∧ ω

dunque raggruppando tutto e ordinando i,j,k,t ( tramite permutazioni ) in ordine

crescente otteniamo

ω∧ω∧ω∧ω = 3!
∑

i<j<k<t

4dx2i−1∧dx2i∧dx2j−1∧dx2j∧dx2k−1∧dx2k∧dx2t−1∧dxt.

Iterando il ragionamento otteniamo che
∧n
i=1 ω = n!dx1 ∧ ... ∧ dxn.

Exercise. 1.8

Sia f : Rn → Rn una funzione di�erenziabile de�nita da:

f(x1, ..., xn) = (y1, ..., yn),

e sia ω = dy1 ∧ ... ∧ dyn. Si mostri che f∗ω = Det(df)dx1 ∧ ... ∧ dxn.

Svolgimento:

f∗ω[v1, ..., vn] = ω[df [v1], ..., df [vn]] = Det(dyi[df [vj ]]) = Det(dfi[vj ]) =

= Det(df · (vij)) = Det(df · (dxi[vj ])) = Det(df)Det(dxi[vj ]) =

= Det(df)dx1 ∧ ... ∧ dxn[v1, ..., vn].

Exercise. 1.9

Sia ν la n-forma in Rn de�nita da:

ν[e1, ..., en] = 1

Si mostri:

a) ν[v1, ..., vn] = vol[v1, ..., vn] = det(vij) dove v
i
j è l'i-esima componente di vj
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b) ν = dx1 ∧ ... ∧ dxn

Svolgimento:

Poiché ν è un n forma allora sarà della forma adx1∧...∧dxn, dunque ν[ei1 , ..., eih , ..., eik , ..., ein ] =

0 se ih = ik.

ν[v1, ..., vk] = ν[
∑
i1

ai1ei1 , ...,
∑
in

ainein ] =

=
∑
i1

· · ·
∑
in

ai1 · · · ainν[ei1 , ..., ein ] =
∑

(i1,...,in)∈Sn

ai1 · · · ainν[ei1 , ..., ein ] =

=
∑

(i1,...,in)∈Sn

ai1 · · · ainε(i1,...,in)ν[e1, ..., en] =
∑

(i1,...,in)∈Sn

ai1 · · · ainε(i1,...,in) =

= Det(vij) = Det(dxi[vj ]) = dx1 ∧ ... ∧ dxn[v1, ..., vn]

.

Exercise. 1.10

Data ωune k forma di Rn, de�niamo:

∗ω ponendo ∗ (dxi1 ∧ ...∧dxik) = ε(i1,...,ik,j1,...,jn−k)dxj1 ∧ ...∧dxjn−kdove abbiamo

che i1 < ... < ik, et j1 < ... < jn−k tali che (i1, ..., ik, j1, ..., jn−k) ∈ Sn, e la

estendiamo per linearità.

Si calcoli ∗ω nei seguenti casi:

(1) Con n = 3 e ω = a12dx1 ∧ dx2 + a13dx1 ∧ dx3 + a23dx2 ∧ dx3

(2) n = 2 e ω = a1dx1 + a2dx2

(3) ω = ∗ϕ

Svolgimento:

1.

∗ω = a12∗(dx1∧dx2)+a13∗(dx2∧dx3)+a23∗(dx2∧dx3) = a12dx3−a13dx2+a23dx1
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2.

∗ω = a1dx2 − a2dx1

3.

∗(∗ϕ) = ∗(
∑
I

aI ∗ dxI) =
∑
I

aI ∗ (ε(I J)dxJ(I)) =
∑
I

aIε
(I J)ε(J I)dxI =

=
∑
I

(−1)k(n−k)aIdxI = (−1)k(n−k)ϕ.

Exercise. 1.11

Un campo di vettori di�erenziabile v in Rn può essere considerato come un'appli-

cazione di�erenziabile v : Rn → Rn : p 7→ v(p). De�niamo la funzione div(v) :

Rn → R come segue:

div(v) = ∇ · v = Trac(dvp)

(1) div(v) =
∑n
i=1

∂ai
∂xi

, ponendo v(p) =
∑n
i=1 ai(p)ei.

(2) Sia ω la 1 forma associata a v tramite l'isomor�smo canonico indotto da

≺ ·, · �, il prodotto scalare canonico, e sia ν il volume di un elemento di

Rn. Allora la divergenza può essere introdotta come:

v 7→ ω 7→ ∗ω 7→ d(∗ω) = (div(v))ν = (∇ · v)ν.

Svolgimento:

(1) dvp =


∂a1

∂x1
· · · ∂a1

∂xn
...

. . .
...

∂an
∂x1

· · · ∂an
∂xn

 (p) Dunque div(v)[p] = Trac(dvp) =
∑n
i=1

∂ai
∂xi

(p).

(2) Sia dx = dx1 ∧ ... ∧ dxn. ω =≺ v, dx �=
∑n
i=1 aidxi, sia I(i) = (1, ..., i−

1, i+ 1, ..., n) ∈ Rn−1,

∗ω =

n∑
i=1

(−1)i−1aidxI(i)
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d(∗ω) =

n∑
i=1

(−1)i−1(

n∑
j=1

∂ai
∂xj

dxj) ∧ dxI(i) =

n∑
i,j=1

(−1)i−1 ∂ai
∂xj

dxj ∧ dxI(i) =

=

n∑
i=1

(−1)i−1
n∑
j=1

(−1)j−1δij
∂ai
∂xj

dx =

n∑
i=1

∂ai
∂xi

dx =

(
n∑
i=1

∂ai
∂xi

)
dx = (div(v))ν.

Exercise. 1.12

Sia f : Rn → R una funzione di�erenziabile. De�niamo il campo di vettori gradiente

di f , come ∇ f tale che

≺ ∇ f(p), up �= dfp[up] ∀p ∈ Rn∀u ∈ Rn

Si noti che ∇ f è il campo di vettori corrispondente al df tramite l'isomor�smo

canonico.

(1) ∇ f(p) = (∂1f(p), ..., ∂nf(p))

(2) Se p ∈ Rn è tale che ∇ f(p) 6= 0, allora il gradiente di f è perpendicolare

a Lf(p)(f) = {x ∈ Rn| f(x) = f(p)}.

(3) La mappa dfp ristretta alla sfera unitaria con centro p, raggiunge il mas-

simo in ∇ fp/|∇ fp|.

Svolgimento:

1.dfp[ei] = ∂if(p) da cui ∇ f = (∂1f, ..., ∂nf).

2. De�niamo g : Rn → R : x 7→ (f(x)− f(p)), come f ∈ C∞ abbiamo che g ∈ C∞,

g(p) = 0 e, per il punto precedente abbiamo ∇ gp = ∇ fp 6= 0. (Supponiamo per

semplicità ∂nfp 6= 0.) allora possiamo applicare il teorema di Dini.

Dunque sia (p1, ..., pn−1, pn), esiste un intorno di (p1, ..., pn−1), diciamolo U , ed

un unica h : Rn−1 → R : x 7→ h(x) tale che ∀x ∈ U on a g(x, h(x)) = 0 et

h(p1, ..., pn−1) = pn. Abbiamo inoltre che come g ∈ C∞ anche h è C∞.
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Ed in�ne

∂ih(x) = −(∂nf(x, h(x)))−1∂if(x, h(x)).

Possiamo parametrizzare dunque Lf(p)f , in un intorno di p, tramite σ : Rn−1 →

Rn : x 7→ (x, h(x)). Un vettore tangente in quest'intorno di p, può essere scritto

come v =
∑
vi∂iσ,

∂iσ = (δi1, ..., δ
i
n−1,−(∂nf(x, h(x)))−1∂if(x, h(x))),

dunque:

≺ v,∇ f �= vi∂if − vi(∂nf)−1∂if∂nf = 0

dunque per tutti i punti di Lf(p)f tali che il gradiente li calcolato non sia nullo

abbiamo la perpendicolarità, nel caso il gradiente sia nullo allora è ovviamente

perpendicolare a qualsiasi vettore.

3. L'applicazione dfp[v] fornisce il modulo della proiezione di v su ∇ fp, per il

modulo del gradiente, ovviamente questa quantità è massima qualora la proiezione

sia esattamente tutto il vettore v, dunque se il vettore è parallelo al gradiente ( ed

equiverso), e trattandosi di un vettore unitario, ciò vuol dire che v= ∇ fp/|∇ fp|.

Exercise. 1.13

Data una funzione di�erenziabile f : Rn → R, de�niamo il Laplaciano di f , denotato

∆2f : Rn → R, e de�nito da

∆2f = div(∇ (f)) = ∇ · (∇ f).

Si mostri che:

(1) ∆2f =
∑ ∂2f

(∂xi)2 ,

(2) ∆2(fg) = f∆2g + g∆2f + 2 ≺ ∇ f,∇ g �

(3) d(∗(df)) = (∆2f)ν
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Svolgimento:

(1) ∆2f = div(∇ (f)) = div( ∂f∂x1
, ..., ∂f∂xn ) =

∑ ∂2f
(∂xi)2 .

(2) ∆2fg =
∑ ∂2(fg)

(∂xi)2 =
∑(

g ∂2f
(∂xi)2 + 2 ∂g

∂xi

∂f
∂xi

+ f ∂2g
(∂xi)2

)
=
∑
g ∂2f

(∂xi)2 +∑
2 ∂g
∂xi

∂f
∂xi

+
∑
f ∂2g

(∂xi)2 =

∑
g
∂2f

(∂xi)2
+
∑

2
∂g

∂xi

∂f

∂xi
+
∑

f
∂2g

(∂xi)2
=

= g
∑ ∂2f

(∂xi)2
+ 2

∑ ∂g

∂xi

∂f

∂xi
+ f

∑ ∂2g

(∂xi)2
= f∆2g + g∆2f + 2 ≺ ∇ f,∇ g �

(3) Sia I(i) = (1, ..., i− 1, i+ 1, ..., n) ∈ Rn−1,

d(∗(df)) = d(∗(
∑

∂ifdxi) = d(
∑

(−1)i−1∂ifdxI(i)) =
∑
i

(−1)i−1(
∑
j

∂ijfdxj∧dxI(i)) =

=
∑
i

(−1)i−1∂2
i fdxi ∧ dxI(i) =

∑
(−1)2(i−1)∂2

i fdx = ∆2fν

Exercise. 1.14

Sia v un campo di vettori su Rn. Il rotore di v è la n-2 forma de�nita da:

v 7→ ω 7→ dω 7→ ∗dω = ∇× v = rot(v)

dove v 7→ ω è l'isomor�smo canonico. Si mostri che:

(1) ∇× (∇ v) = 0

(2) Sia n = 3, la 1 forma costituita dal rotore corrisponde ad un campo di

vettori v, denotato anch'esso ∇× v, dato da:

∇× v = (∂2v3 − ∂3v2)e1 + (∂3v1 − ∂1v3)e2 + (∂1v2 − ∂2v1)e3 posto v =
∑

viei

(3) Sia n = 3, allora div(∇× v) = 0.

Svolgimento:
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(1) ∇× (∇ v) = ∇× (
∑
∂ivei).

∑
∂ivei 7→

∑
∂ivdxi 7→ d(

∑
∂ivdxi)

=
∑
i

∑
j

∂ijvdxi ∧ dxj 7→ ∇ × (
∑

∂ivei) = ∗(
∑
i

∑
j

∂ijvdxi ∧ dxj) =

==
∑
i

∑
j

(−1)i+j+1∂ijvdxI(i,j) =
∑
i<j

(−1)i+j+1(∂ijv − ∂jiv)dxI(i,j) = 0

(2) Sia v =
∑3
i=1 viei,

v 7→
∑
i

vidxi 7→
∑
i,j

∂iv
jdxi ∧ dxj =

∑
i

∑
j<i

(∂jv
i − ∂ivj)dxj ∧ dxi =

= (∂1v
2 − ∂2v

1)dx1 ∧ dx2 + (∂1v
3 − ∂3v

1)dx1 ∧ dx3+

+(∂2v
3 − ∂3v

2)dx2 ∧ dx3 7→ ∗(
∑
i

∑
j<i

(∂jv
i − ∂ivj)dxj ∧ dxi) =

= (∂2v3 − ∂3v2)dx1 + (∂3v1 − ∂1v3)dx2 + (∂1v2 − ∂2v1)dx3.

Il campo di vettori associato risulta dunque: ∇× v = (∂2v3 − ∂3v2)e1 +

(∂3v1 − ∂1v3)e2 + (∂1v2 − ∂2v1)e3.

(3) Dalle formule per la divergenza calcolate nell'esercizio 1.11 e dal punto

precedente otteniamo:

div(∇× v) = ∂12v
3 − ∂13v

2 + ∂23v
1 − ∂21v

3 + ∂31v
2 − ∂32v

1 = 0.

Exercise. 1.15

Un elemento ϕ ∈ Λk(Rnp )∗ è detto decomponibile se e solo se ϕ =
∧k
i=1 ϕi, dove

ϕi, i ∈ {1, ..., k}, sono elementi linearmente indipendenti di Λ1(Rnp )∗ ' (Rnp )∗. Si

provi che:

(1) Se ϕi =
∑
i a
i
jβj , con βj ∈ (Rnp )∗ e Det(aij) = 1, allora

∧k
i=1 ϕi =

∧k
i=1 βi.

Dunque esiste più di una rappresentazione per una forma decomponibile.

(2)
∧k
i=1 ϕi =

∧k
i=1 βi = ϕ, se ci sono due rappresentazioni di una stessa

forma decomponibile, allora ϕi =
∑
i a
i
jβj con Det(a

i
j) = 1.
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(3) Se ϕ è decomponibile, sia ϕ =
∧k
i=1 ϕi una sua decomposizione, siano vi i

vettori associati alle ϕi tramite l'isomor�smo canonico. Allora L(v1, ..., vk),

che non dipende dalla rappresentazione, è di dimensione k. Lo chiameremo

il sottospazio associato a ϕ.

(4) Siano ϕ,ϕi, vi come sopra, il volume generato da v1, ..., vk non cambia con

la rappresentazione. Sarà chiamato il volume associato a ϕ.

(5) Se ϕ è decomponibile, de�niamo ∗ϕ come l'elemento di Λn−k(Rnp )∗ tale

che :

• Il sottospazio associato a ∗ϕ è ortogonale al sottospazio associato a

ϕ.

• Il volume associato a ∗ϕ è lo stesso associato a ϕ.

• ϕ ∧ ∗ϕ è positivo se calcolato in una base positiva di Rnp .

Si provi che ∗ϕ è ben de�nita.

(6) Siano v1, v2 due vettori di R3 e siano ϕ1 e ϕ2, le 1 forme associate a v1 e

v2. De�niamo il prodotto vettoriale come la forma associata a ∗(ϕ1 ∧ϕ2).

Si descriva geometricamente il vettore v1 × v2 associato a ∗(ϕ1 ∧ ϕ2).

(7) Una k forma ω di Rn è decomponibile se e solo se ω(p) è decomponibile

per ogni p. Tutte le k forme in Rn sono combinazione lineare delle k forme

decomponibili dxi1∧...∧dxik . Si mostri che la de�nizione data sopra per ∗

coincide con quella dell'esercizio 1.10(, quella data dalla de�nizione 1.19).

Svolgimento:

(1) Siano ϕi =
∑
j a

i
jβj , con βj ∈ (Rnp )∗.

k∧
i=1

ϕi =

k∧
i=1

∑
j

aijβj =
∑

i1,...,ik

ε(i1,...,it)(
∏
t

aitj )

k∧
i=1

βj = Det(atj)

k∧
i=1

βi.

come Det(atj) = 1, abbiamo
∧k
j=1 βj =

∧k
j=1 ϕj .

(2) L'insieme {β1, ..., βk} è un sottoinsieme libero di (Rnp )∗, dunque può essere

esteso ad una base, sia questa {β1, ..., βk, α1, ..., αn−k}. Possiamo scrivere

ϕi =
∑
j a

i
jβj +

∑
j b
i
jαj . Consideriamo

∧k
j=1 βj ∧ϕi =

∧k
j=1 ϕj ∧ϕi = 0,
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dunque:

0 =

k∧
j=1

βj ∧ (
∑
j

aijβj +
∑
j

bijαj) =

k∧
j=1

βj ∧
∑
j

aijβj +

k∧
i=1

βj ∧
∑
j

bijαj =

=
∑
t

k∧
j=1

βj ∧ aitβt +
∑
t

k∧
i=1

βj ∧ bitαt =
∑
t

bit

k∧
i=1

βj ∧ αt,

come {β1, ..., βk, α1, ..., αn−k} è libero otteniamo bij = 0. Dunque ϕi =∑
j a

i
jβj . Poi

k∧
j=1

ϕj =

k∧
i=1

∑
j

aijβj = Det(aij)

k∧
j=1

βj

dunque Det(aij) = 1.

(3) Noteremo ψ l'isomor�smo canonico. Supponiamo che v1, ..., vk siano lin-

earmente dipendenti, allora ∃a1, ..., ak−1 ∈ R tali che siano non tutti nulli

e vk =
∑k−1
j=1 ajvj , applicando ψ

−1 otteniamo: ϕk =
∑k−1
j=1 ajϕj , assurdo.

Dunque sono linearmente indipendenti, il che prova che dim(L(v1, ..., vk)) =

k. Siano wi i vettori associati alle βi, questi sono linearmente indipendenti

per quanto visto prima,

vi = ψ−1(ϕi) = ψ−1(
∑
i

aijβj) =
∑
j

aijψ
−1(βj) =

∑
j

aijwj

, abbiamo che l'insieme {w1, ..., wk} è libero e di generatori per L(v1, ..., vk)

, dunque è una base, il che implica L(v1, ..., vk) = L(w1, ..., wk). Dunque

non dipende dalla rappresentazione.

(4) Sia ϕ =
∧k
i=1 ϕi , una qualsiasi altra rappresentazione , per quanto di-

mostrato nel punto 2, è e della forma
∧k
i=1 βi, dove i βisono tali che

ϕj =
∑
i a
j
iβi e Det(a

i
j) = 1.

ν(v1, ..., vk) = ν(
∑
i

a1
iwi, ...,

∑
i

akiwi) = Det(
∑
t

aitw
j
t ) = Det((wij)(a

t
i)) =

= Det(aij)Det(w
i
j) = Det(wij) = ν(w1, ..., wk).
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(5) Dobbiamo dimostrarne l'esistenza e l'unicità. Siano gi i vettori associati

a ϕi, poniamo W = L(v1, ..., vk) e v il volume di ϕ. Consideriamo una

base ortonormale di W⊥: gk+1, ..., gn, tale che {g1, ..., gk, gk+1, ..., gn}una

base positiva di Rnp . De�niamo ϕj , per k < j ≤ n, come le uno forme

associate a ej tramite l'isomor�smo canonico. Sia φ = v
∧n
i=k+1 ϕi, il

sottospazio associato a φ è ovviamente perpendicolare a quello associato

a ϕ, per come sono stati scelti i vettori gk+1, ..., gn. Inoltre per l'unicità

del sottospazio ortogonale e per il fatto che a ciascuna forma è associato,

in maniera biunivoca, un sottospazio otteniamo l'unicità. Rimangono da

veri�care gli altri due punti.

vol(φ) = ν(vgk+1, ..., gn) = vν(gk+1, ..., gn) = v · 1 = v = vol(ϕ).

In�ne resta da veri�care che ϕ ∧ φ[g1, ..., gn] > 0. Ci basta veri�carlo con

g1, ..., gn perché è, per costruzione, una base positiva di Rnp .

ϕ ∧ φ[g1, ..., gn] = vϕ1 ∧ ... ∧ ϕn[g1, ..., gn] = vdet(ϕi[gj ]).

Come gk+1, ..., gn ∈W⊥ allora otteniamo:

ϕi[gj ] =≺ gi, gj �= 0, i ≤ k, j > k.

e allo stesso modo:

ϕj [gi] =≺ gj , gi �= 0, i ≤ k, j > k.

Inoltre dato che gk+1, ..., gn sono ortonormali:

ϕj [gi] ==≺ gi, gj �= δij i, j > k.
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Scrivendo la matrice (ϕi[gj ])i,j∈{1,..,n},otteniamo:

ϕ1[g1] · · · ϕ1[gk] 0 · · · 0

...
. . .

...
...

...

ϕk[g1] · · · ϕk[gk] 0 · · · 0

0 · · · 0 1 · · · 0

...
...

...
. . .

...

0 · · · 0 0 · · · 1


.

Dunque:

ϕ ∧ φ[g1, ..., gn] = vdet(ϕi[gj ])i,j∈{1,..,n} = vdet(ϕi[gj ])i,j∈{1,..,k} = v2 > 0.

Il che prova l'esistenza di ∗ϕ = φ, e l'unicità.

(6) Per come abbiamo costruito ∗(ϕ1 ∧ ϕ2), sappiamo che v3 = v1 × v2 è

un generatore dello spazio ortogonale a L(v1, v2), dunque ortogonale ad

entrambi. Inoltre:

vol(∗(ϕ1 ∧ ϕ2)) =≺ v3, v3 �= ||v3||2 = vol(ϕ1 ∧ ϕ2) = det(≺ vi, vj �)i,j∈{1,2}.

In�ne la terna v1, v2, v3 è una base positiva di R3. E con quest'ultimo com-

mento abbiamo completato la descrizione geometrica fornendo modulo,

direzione e verso di v3.

(7) Consideriamo dxi1 ∧ ... ∧ dxik , i vettori associati ai dxij sono gli eij , vet-

tori della base canonica, il sottospazio ortogonale è dunque generato dai

restanti vettori della base, ej1 , ..., ejn−k . A quest'ultimi sono associate le

1-forme dxj1 , ..., dxjn−k . Considerando che

dxi1 ∧ ... ∧ dxik ∧ dxj1 ∧ ... ∧ dxjn−k [e1, ..., en] = (−1)ς(i1,...,ik,j1,...,jn−k).

E che noi vogliamo

(dxi1 ∧ ... ∧ dxik) ∧ ∗(dxi1 ∧ ... ∧ dxik)[e1, ..., en] > 0.
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Ponendo

∗(dxi1 ∧ ... ∧ dxik) = (−1)ς(i1,...,ik,j1,...,jn−k)dxj1 ∧ ... ∧ dxjn−k ,

otteniamo che rispetta le tre proprietà richieste e inoltre coincide con la

de�nizione di ∗(·) data precedentemente.

Exercise. 1.16 ( Lemma di Poincaré per le 1 forme.) Sia

ω(x, y, z) = a(x, y, z)dx+ b(x, y, z)dy + c(x, y, z)dz

una 1 forma di�erenziabile di R3 tale che dω = 0. De�niamo f : R3 → R, come

f(x, y, z) =

ˆ 1

0

a(tx, ty, tz)x+ b(tx, ty, tz)y + c(tx, ty, tz)zdt.

Si mostri che df = ω. (Questo signi�ca che la condizione dω = 0 è su�ciente, in

R3, a determinare l'esistenza di una f tale che df = ω.Il risultato vale in Rn, la

scelta di R3 è solo per comodità di notazione. Inoltre se ω è de�nita su un insieme

aperto U allora il risultato è valido per un intorno di ciascun p ∈ U . )

Svolgimento:

Il fatto che dω = 0, implica:

dω = (∂1b− ∂2a)dx ∧ dy − (∂3a− ∂1c)dx ∧ dz + (∂2c− ∂3b)dy ∧ dz = 0.

Da cui deduciamo:

∂1b = ∂2a; ∂3a = ∂1c; ∂2c = ∂3b;

Consideriamo la seguente identità:

a(x, y, z) =

ˆ 1

0

d

dt
(a(tx, ty, tz))dt =

=

ˆ 1

0

a(tx, ty, tz)dt+

ˆ 1

0

t(∂1a · x+ ∂2a · y + ∂3a · z)dt. (a)
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Lo stesso vale per b e c.

ω = (

ˆ 1

0

a(tx, ty, tz)dt+

ˆ 1

0

t(∂1a · x+ ∂2a · y + ∂3a · z)dt)dx+

+(

ˆ 1

0

b(tx, ty, tz)dt+

ˆ 1

0

t(∂1b · x+ ∂2b · y + ∂3b · z)dt)dy+

+(

ˆ 1

0

c(tx, ty, tz)dt+

ˆ 1

0

t(∂1c · x+ ∂2c · y + ∂3c · z)dt)dz =

posto p = (x, y, z) e utilizzando (a):

=

ˆ 1

0

(a(tp))dtdx+

ˆ 1

0

(b(tp))dtdy +

ˆ 1

0

(c(tp))dtdz+

+

ˆ 1

0

t∂1(a+ b+ c)dtdx+

ˆ 1

0

t∂2(a+ b+ c)dtdy +

ˆ 1

0

t∂3(a+ b+ c)dtdz =

=

ˆ 1

0

(a(tp) + t∂1(a+ b+ c)dtdx+

ˆ 1

0

(b(tp) + t∂2(a+ b+ c)dtdy+

ˆ 1

0

(c(tp) + t∂3(a+ b+ c)dtdz = df.

Exercise. 1.17 Diremo che un campo di vettori v, de�nito su un aperto U ⊆ Rn, è

la derivata locale di un potenziale o ammette un potenziale locale in U se

per ogni p ∈ U esiste un intorno p ∈ V ⊆ U ed una funzione g : V → R (chiamata

potenziale) tale che v = ∇ g.

(1) Sia v un campo di vettori come sopra, e sia ω la forma di�erenziale asso-

ciata a v tramite l'isomor�smo canonico. Si mostri che v ha un potenziale

locale se e solo se dω = 0.

(2) Si mostri che v ha un potenziale locale se e solo se ∇× v = 0.

(3) Sia v il campo di vettori ( attrazione elettrica) :

v =
−1

(x2 + y2 + z2)3/2
(x, y, z), p ∈ R3\{0}.

Si mostri che ha come potenziale locale:

g =
1

(x2 + y2 + z2)1/2
+ c, con c ∈ R.
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e che ∆2g = 0.

Svolgimento:

(1) Sia v =
∑
i aie

i, quindi abbiamo che ω =
∑
i aidxi. Supponiamo prima di

tutto che dω = 0 in tutto U . Sia p = (x0, y0, z0) ∈ U , come U è un aperto

allora esiste V = Br(p) ⊆ U . Sia g =
´ 1

0

∑
i ai((1 − t)p + tq)xidt, questa

è una funzione da V in R.

∂ig =

ˆ 1

0

∑
j

∂i(aj((1− t)p+ tq)xi)dt =

=

ˆ 1

0

∑
j

(aj((1− t)p+ tq))δji dt+

ˆ 1

0

∑
j

t∂i(aj((1− t)p+ tq))dt.

Il fatto che dω = 0 implica che:

∂iaj = ∂jai.

Utilizzando quest'informazione otteniamo:

∂ig =

ˆ 1

0

(ai((1− t)p+ tq))dt+

ˆ 1

0

∑
j

t∂j(ai((1− t)p+ tq))dt =

=

ˆ 1

0

d

dt
aidt = ai.

Dunque resta dimostrato che dω = 0 implica l'esistenza di un potenziale.

Sia g un potenziale di v, allora abbiamo che ∂ijg = ∂jig per il teorema di

Schwartz. ∂jvi = ∂jig = ∂ijg = ∂ivj , il che vuol dire dω = 0.

(2) ∇ × v = ∗(dω), dunque questo è nullo se e solo se dω = 0, dunque se e

solo se v ammette potenziale locale.

(3) Per trovare g, osserviamo che

∂ig = vi =
−xi(∑
j x

2
j

)3/2
, i ∈ {1, 2, 3}.
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Integrando in xi otteniamo:

g =
1

(
∑
i x

2
i )

1/2
+ hi,

dove hi non dipende da xi, ma abbiamo che per ogni i, j hi = hj , derivando

otteniamo che ∂jhi = 0 per tutti i j, dunque hi = c ∈ R. Resta da

mostrare che ∆2g = 0.

∂2
i g =

−6x2
i

2
(∑

j x
2
j

)5/2
+

(∑
j x

2
j

)
(∑

j x
2
j

)5/2
.

∆2g =
∑
i

∂2
i g =

3∑
i=1

(
−3x2

i(∑
j x

2
j

)5/2
+

(∑
j x

2
j

)
(∑

j x
2
j

)5/2
) = 0.

Exercise. 1.18

Una funzione g : R3 → R è detta omogenea di grado k se e solo se g(tx, ty, tz) =

tkg(x, y, z), t>0, (x, y, z) ∈ R3. Si provi che:

(1) Se g è di�erenziabile ed omogenea di grado k, allora abbiamo (la relazione

di Eulero):

x∂1g + y∂2g + z∂3g = kg.

(2) Se la forma di�erenziale

ω = adx+ bdy + cdz

è tale che a, b, c siano omogenee di grado k e dω = 0, allora esiste f : R3 →

R tale che df = ω, con

f =
ax+ by + cz

k + 1
+ k. k ∈ R.

(3) Se la 2 forma di�erenziale

σ = ady ∧ dz + bdz ∧ dx+ cdx ∧ dy.
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è omogenea di grado k e dσ = 0, allora esiste una 1 forma γ tale che

σ = dγ, dove

γ =
(zb− yc)dx+ (xc− za)dy + (ya− xb)dz

k + 2
.

Svolgimento:

(1) Come g è omogenea abbiamo che

g(tx, ty, tz) = tkg(x, y, z).

Derivando entrambi i membri per t otteniamo:

ktk−1g(x, y, z) =
d

dt
g(tx, ty, tz) = x∂1g(tx, ty, tz)+y∂2g(tx, ty, tz)+z∂3g(tx, ty, tz).

Questa vale per tutti i t positivi dunque anche per t = 1, il che implica:

x∂1g + y∂2g + z∂3g = kg.

(2) Il fatto che dω = 0 implica:

∂1b = ∂2a; ∂3a = ∂1c; ∂2c = ∂3b; (0)

Supponiamo che esista una tale f otteniamo:

df = ∂1fdx+ ∂2fdy + ∂3fdz.

Che implica: 
∂1f = a (1)

∂2f = b (2)

∂3f = c (3)

Sfruttando il fatto che a è omogenea di grado k e la (1) otteniamo:

∂1f = a =
1

k
(x∂1a+ y∂2a+ z∂3a).
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Sfruttando la (0) :

∂1f =
1

k
(x∂1a+ y∂2a+ z∂3a) =

1

k
(x∂1a+ y∂1b+ z∂1c) =

=
1

k
(x∂1a+ a+ y∂1b+ z∂1c)−

a

k
=

1

k
(x∂1a+ a+ y∂1b+ z∂1c)−

∂1f

k
.

Che implica:

(k + 1)∂1f = ∂1(xa) + ∂1(yb) + ∂1(zc).

Da cui:

(k + 1)f = (xa+ yb+ zc) +H(y, z).

Ripetendo il ragionamento con b e c otteniamo:

(k + 1)f = (xa+ yb+ zc) + T (x, z)

(k + 1)f = (xa+ yb+ zc) +G(y, x).

Da cui si deduce che H = G = T ∈ R.

(3) Iniziamo con considerare il fatto che dσ = 0, questo vuol dire:

0 = dσ = (∂1a− ∂2b+ ∂3c)dx ∧ dy ∧ dz.

da cui

∂1a+ ∂2b+ ∂3c = 0. (0)

Supponiamo che esista γ = a1dx+ a2dy + a3dz tale che dγ = ω.

dγ = (∂1a2 − ∂2a1)dx ∧ dy + (∂2a3 − ∂3a2)dy ∧ dz + (∂1a3 − ∂3a1)dx ∧ dz.

Da cui:

(1.2.1)


∂1a2 − ∂2a1 = c (1)

∂2a3 − ∂3a2 = −a (2)

∂1a3 − ∂3a1 = −b (3)
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da (1), sfruttando il fatto che a è omogenea, otteniamo:

ka = x∂1a+ y∂2a+ z∂3a = −2a+ 2a+ x∂1a+ y∂2a+ z∂3a.

m

(k + 2)a = x∂1a+ ∂2(ya) + ∂3(za),

in maniera simile si deduce che:

(k + 2)b = y∂2b+ ∂1(xb) + ∂3(zb),

(k + 2)c = z∂3c+ ∂1(xc) + ∂2(yc).

Posti:

a1 =
(zb− yc)
k + 2

, a2 =
(xc− za)

k + 2
, a3 =

(ya− xb)
k + 2

,

mostriamo che essi sono una soluzione del sistema di equazioni di�erenziali

(1.2.1) e questo concluderà l'esercizio.

∂1a2 − ∂2a1 =
1

k + 2
(∂1(xc)− ∂1(za)− ∂2(zb) + ∂2(yc)) =

=
1

k + 2
(∂1(xc) + ∂2(yc)− z(∂1a+ ∂2b)) =

1

k + 2
(∂1(xc) + ∂2(yc) + z∂3c) =

=
k + 2

k + 2
c = c.

In maniera simile si veri�cano le altre due equazioni:

∂2a3 − ∂3a2 =
1

k + 2
(∂2(ya)− ∂2(xb) + ∂3(za)− ∂3(xc)) =

=
1

k + 2
(∂2(ya) + ∂3(za) + x(−∂2b− ∂3c)) =

k + 2

k + 2
a = a.

∂1a3 − ∂3a1 =
1

k + 2
(∂1(ya)− ∂1(xb)− ∂3(zb) + ∂2(yc)) =

= − 1

k + 2
(∂1(xb) + ∂3(zb)− y(∂1a+ ∂2c)) = −k + 2

k + 2
b = −b.



CAPITOLO 2

Integrali di linea.

Lo scopo delle forme di�erenziali è quello di essere integrate. Lo sviluppo generale

di questo argomento avverrà più avanti nella trattazione, dopo aver discusso sul

�habitat� delle forme di�erenziali. In questo capitolo vedremo un caso particolare,

ovvero l'integrazione di forme di�erenziali di grado uno lungo una curva. Questo

caso, per quanto assai restrittivo, ci permette di introdurre il caso generale. Pas-

siamo ora a de�nire gli strumenti che utilizzeremo durante lo svolgimento degli

esercizi. Lungo questo capitolo, qualora non sia speci�cato o non sia ambiguo, per

questioni di praticità, visto che opereremo unicamente con uno forme, omettiamo

il grado delle forme di�erenziali sottintendendo che questo sia uno.

2.1. De�nizioni e teoremi sull'integrazione di forme lungo una curva.

2.1.1. Curve ed integrali su curve in Rn.

Definition 2.1. Una curva in Rn è un'applicazione γ : [a, b] ⊆ R → Rn, tale che

sia continua. Una curva è detta di�erenziabile a tratti, o a pezzi, se e solo se γ(t) è

di�erenziabile in [a, b] eccetto, al più un numero �nito di punti, ove è di�erenziabile

a destra ed a sinistra. De�niamo la traccia di γ(t) come l'insieme γ = γ([a, b]).

Diremo, in�ne, che γ è parametrizzata con la lunghezza d'arco, o ascissa curvilinea,

s se e solo se ||γ′||(s) = 1.

Definition 2.2. Un cambio di parametri , per una curva γ : [a, b] → U ⊆ Rn, è

un'applicazione di�erenziabile che sia anche un omeomor�smo1, c : [a′, b′] → [a, b].

1Continua con inversa continua.

45
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Diremmo che questo preserva l'orientazione, o che è positivo, se e solo se questa è

crescente, in caso contrario si dirà che inverte l'orientazione, o che è negativo.

Supponiamo di avere una uno forma di�erenziale ω de�nita su un aperto di Rn,

e consideriamo una curva de�nita sullo stesso. Vorremmo de�nire l'integrale di ω

lungo la curva.

Definition 2.3. Data una uno forma di�erenziale ω su un aperto U ⊆ Rn ed una

curva γ, di�erenziabile a tratti, de�nita in U , de�niamo l'integrale di ω lungo γ

come: ˆ
γ

ω =
∑
j∈J

ˆ tj+1

tj

c∗jω.

Dove {tj}j∈J è l'insieme dei punti dove c non è di�erenziabile, tali che tj < tj+1, e

cj = c|[tj ,tj+1]
. 2

In questa de�nizione vi è però una cosa da veri�care; infatti, per quanto tutto sembri

chiaro e ben de�nito, dobbiamo esser certi che l'integrale di una forma di�erenziale,

lungo la stessa curva percorsa nel medesimo verso, sia lo stesso; in altri termini,

che l'integrale non cambi con un cambi di parametri positivo. Questo ci è dato dal

seguente:

Lemma 2.4. Sia γ(t) una curva contenuta in un aperto U ⊆ Rn, sia ω una forma

di�erenziale su U ed in�ne, sia ϕ un cambio di parametri. Allora abbiamo che:

ˆ
γ(t)

ω =

ˆ
γ(ϕ(t))

ω,

se ϕè un cambio di parametri positivo, qualora fosse negativo abbiamo:

ˆ
γ(t)

ω = −
ˆ
γ(ϕ(t))

ω.

2Per esser chiari se c = (x1(t), ..., xn(t)) e ω =
∑
i aidxi; allora c∗jω =∑n

i=1 ai(x1(t), ..., xn(t)) dxi
dt
dt.
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Dimostrazione. Sia γ(t) = (x1(t), ..., xn(t)) e ω =
∑
i aidxi; dato un cambio di

parametri ϕ : [c, d]→ [a, b], tale che sia una riparametrizzazione negativa, abbiamo

che: ˆ
γ(t)

ω =

ˆ b

a

n∑
i=1

ai(x1(t), ..., xn(t))
dxi
dt
dt =

=

ˆ c

d

n∑
i=1

ai(x1(ϕ(τ)), ..., xn(ϕ(τ)))
dxi
dϕ

dϕ

dτ
dτ = −

ˆ
γ(ϕ(t))

ω.

nel caso di riparametrizzazione positiva si procede in maniera analoga, con l'uni-

ca di�erenza che nel terzo passaggio
´ c
d
è sostituito da

´ d
c

e dunque nell'ultimo

passaggio non vi sarà il segno meno. �

Nel seguito denoteremo γ la traccia della curva γ(t) e −γ la traccia della curva

percorsa in senso opposto. Dopo questa piccola �nestra sulla notazione, andiamo

ora a de�nire una forma di�erenziale esatta e di forma di�erenziale chiusa, ed a

trovare delle condizioni necessarie e su�cienti perché una forma di�erenziale lo sia.

2.1.2. Forme di�erenziali chiuse ed esatte.

Definition 2.5. Sia ω una forma di�erenziale de�nita su U . Questa è detta esatta

in un aperto V ⊆ U, se e solo se esiste una funzione di�erenziabile, f : V → R, tale

che ω = df in V . Mentre è detta chiusa se e solo se dω = 0.

D'ora in avanti ω =
∑
i aidxi sarà una forma di�erenziale de�nita in un aperto U di

Rn. Vediamo delle condizioni necessarie e su�cienti perché una forma di�erenziale

sia esatta.

Proposition 2.6. Data ω, le condizioni seguenti sono equivalenti:

(1) ω è esatta in un aperto connesso V ⊆ U .

(2)
´
γ
ω dipende unicamente dai punti iniziali e �nali di γ ⊆ V .

(3) l'integrale lungo una curva chiusa γ ⊆ V , denotato
¸
γ
ω, è nullo.
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Dimostrazione. Se ω è esatta in un aperto connesso V , allora in V vale ω = df ,

da cui, data una curva γ : [a, b]→ V , otteniamo:

ˆ
γ

ω =

ˆ
γ

df =

ˆ b

a

γ∗df =

ˆ b

a

d(γ∗f) = f(γ(b))− f(γ(a)),

dunque (1) =⇒ (2). Supponiamo che valga (2). Una curva chiusa γ può essere

scritta come unione di due curve, δ e β, una che va da γ(a) ad un certo γ(c) e l'altra

che va da γ(c)verso γ(a), risp. Dunque −β va da γ(a) a γ(c), per ipotesi:

ˆ
δ

ω =

ˆ
−β

ω = −
ˆ
β

ω,

da cui, per la linearità dell'integrale:

˛
γ

ω =

ˆ
δ

ω +

ˆ
β

ω = 0.

Quindi (2) =⇒ (3). Per concludere è su�ciente mostrare che (3) =⇒ (1).

Che (3) =⇒ (2) è ovvio per quanto detto precedentemente, quindi è su�ciente

dimostrare che (2) =⇒ (1) e la proposizione è dimostrata. Fissiamo un punto

p ∈ V , per ogni punto x ∈ V , poiché V è un aperto connesso in Rn3, esiste una

curva γx che unisce p a x, poiché l'integrale di ω dipende unicamente dai punti

iniziali e �nali della curva, resta ben de�nita:

f(x) =

ˆ
γx
ω,

per concludere la dimostrazione è su�ciente mostrare che ∂if = ai, in quanto

df =
∑
i ∂ifdxi. Consideriamo la curva

ci(t) = x+ tei, t ∈ (−ε, ε)

con ε abbastanza piccolo per permettere a (x+ tei) ∈ V , dunque:

∂if(x) = lim
t→0

1

t
{f(x+ tei)− f(x)} =

3E dunque, connesso per archi. Questo fatto non verrà dimostrato.
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= lim
t→0

1

t
{
ˆ
γx∪ci

ω −
ˆ
γx
ω} = lim

t→0

1

t
{
ˆ
ci

ω} =

= lim
t→0

1

t
{
ˆ t

0

ai(s)ds} = ai(ci(0)) = ai(x).

�

Abbiamo inoltre un teorema che lega l'essere esatta di una forma con il fatto di

esser chiusa.

Theorem 2.7. Data ω una forma di�erenziale su un aperto U , si ha che questa è

chiusa se e solo se è localmente esatta; ovvero che per ogni p ∈ U esiste un intorno

V ed una funzione di�erenziabile f : V → R, tale che in V si abbia df = ω.

Dimostrazione. Se ω è localmente esatta per ogni punto p esiste un intorno V ,

tale che esista f : V → R per cui vale:

dfq = ωq,

per ogni q in V . Dunque dωp = d(dfp) = d2fp = 0, e questo vale per ogni p quindi

è chiusa. Viceversa supponiamo che ω sia chiusa; allora consideriamo un punto p

di U , essendo quest'ultimo aperto, esiste un ε tale che V = Bε(p) ⊆ U . Per la 2.6,

abbiamo che l'integrale di ω lungo una qualsiasi curva aperta non dipende che dai

punti iniziali e �nali della curva. Consideriamo ora un punto x ∈ V , de�niamo la

curva seguente:

γx : [0, 1]→ V : t 7→ tx+ (1− t)p,

fatto ciò de�niamo:

f : V → R : x 7→
ˆ
γx

ω.

Posta ω =
∑n
i=1 aidxi, allora vale:

∂if(x) = ∂i

ˆ 1

0

 n∑
j=1

aj(γx(t))(xj − pj) + ai

 dt =
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=

ˆ 1

0

 n∑
j=1

∂iaj(γx(t))t(xj − pj) + ai

 dt =

facciamo notare che la condizione dω = 0 implica la condizione ∂iaj = ∂jai, detto

questo proseguiamo ottenendo:

=

ˆ 1

0

 n∑
j=1

∂jai(γx(t))t(xj − pj) + ai

 dt =

=

ˆ 1

0

[
d

dt
ai(γx(t))t+ ai(γx(t))

]
dt =

=

ˆ 1

0

d

dt
(ai(γx(t))t) dt = 1 · ai(x)− 0 · ai(p) = ai(x).

Questo prova il teorema. �

Grazie a questo teorema possiamo de�nire l'integrale di una forma di�erenziale

esatta lungo una curva che sia semplicemente continua a tratti;

Definition 2.8. Sia ω una forma di�erenziale esatta, sia f tale che df = ω. Data

una curva γ(t), continua a tratti, siano {tj}j∈J i punti di discontinuità, de�niamo:

ˆ
γ

ω =
∑
j∈J

[f(tj+1)− f(tj)].

Vorremmo ora vedere quale è il rapporto tra gli integrali di una forma di�erenziale

lungo due curve che siano una la �deformazione continua� dell'altra. Ma prima di

tutto de�niamo in maniera rigorosa quest'ultimo concetto.

Definition 2.9. Due curve continue, γ1, γ2 : [a1, a2] → U ⊆ Rn, che hanno stessi

punti iniziali e �nali, ovvero γ1(ai) = γ2(ai), si dicono omotope se e solo se esiste

una mappa continua

(2.1.1) H : [a1, a2]× [0, 1]→ U : (s, t) 7→ H(s, t) = Ht(s),

tale che

(2.1.2) Hi+1(s) = γi(s)



2.1. DEFINIZIONI E TEOREMI SULL'INTEGRAZIONE DI FORME LUNGO UNA CURVA. 51

e che

(2.1.3) Ht(ai) = γ1(ai),

con i ∈ {1, 2}. Per ogni t abbiamo una curva continua che va dal punto iniziale di

γ1 a quello �nale di γ1. Qualora lasciassimo cadere la condizione (2.1.3) e, inoltre,

lasciassimo variare i punti iniziali e �nali delle curve, diremo che le curve sono

liberamente omotope.

2.1.3. Integrali di forme di�erenziali chiuse. Si dimostra che l'integrale

di una forma di�erenziale chiusa è invariante per omotopie. Ovvero:

Theorem 2.10. Sia ω una forma di�erenziale chiusa de�nita su un'insieme aperto

U ⊆ Rn. Siano inoltre γ1, γ2 due curve omotope e continue in U . Allora

ˆ
γ1

ω =

ˆ
γ2

ω.

Dimostrazione. Iniziamo con il richiamare il teorema 2.7, ovvero ω chiusa implica

ω localmente esatta. Sia H : R = [0, 1] × [a, b] → U l'omotopia tra γ1 e γ2, sia

inoltre {Bi}i∈I un ricoprimento di H(R) di bolle tali che ωsia esatta in ciascuna di

esse; dunque {Wi = H−1(Bi)}i∈I risulta essere un ricoprimento di R. Poiché R è

compatto allora possiamo estrane un sotto ricoprimento {Wi}i∈J⊆I �nito. Inoltre

esiste un numero d, tale che per ogni sottoinsieme X di R tale che sia contenuto

nella bolla di raggio d, esisterà un iX ∈ J tale che X ⊆ WiX . Dividiamo R in

tanti rettangoli, tuttavia un numero �nito di essi, con lati paralleli agli assi, tali che

il loro diametro sia inferiore a d; questo è equivalente a trovare una suddivisione

{ti}i∈H di [0, 1] e una {sj}j∈K di [a, b]. Chiamiamo Ri,j il rettangolo avente per

estremi (si, tj), (si, tj+1), (si+1, tj) e (si+1, tj+1) denotiamo inoltre:

αj,i : [0, 1]→ R : t 7→ (t · sj + (1− t)sj , ti),

βj,i : [0, 1]→ R : t 7→ (sj , t · ti+1 + (1− t)ti).
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Poiché ω è localmente esatta, allora
´
∂Ri,j

ω = 0, da cui:

0 =
∑
i,j

ˆ
∂Ri,j

ω =
∑
i,j

[ˆ
αi,j

ω −
ˆ
αi,j+1

ω +

ˆ
βi,j

ω −
ˆ
βi+1,j

ω

]
,

notiamo che i lati degli Ri,j che stanno all'interno di R vengono percorsi due volte

e in senso opposto dun que si elidono a due a due e, detta α0 il segmento che va

da (0, a) a (0, b), α1 il segmento che va da (1, b) a (1, a), β0 il segmento che va da

(0, a) a (1, a) ed in�ne β1 il segmento che unisce (1, b) con (0, b), ciò che resta è:

ˆ
α0

ω +

ˆ
β0

ω −
ˆ
α1

ω −
ˆ
β1

ω = 0,

poiché le curve H(a, t) = β0 e H(b, t) = β1 sono ridotte a dei punti, allora:

ˆ
βj

ω = 0, j ∈ {0, 1}

da cui: ˆ
γ1

ω =

ˆ
α1

ω =

ˆ
α2

ω =

ˆ
γ2

ω.

�

Più in generale otteniamo la seguente:

Proposition 2.11. Sia ω una forma di�erenziale chiusa de�nita su un'insieme

aperto U ⊆ Rn. Siano inoltre γ1, γ2 due curve liberamente omotope e continue in

U . Allora ˆ
γ1

ω =

ˆ
γ2

ω;

In particolare se la curva γ1 è omotopa ad un punto:

ˆ
γ1

ω = 0.

Dimostrazione. La dimostrazione è identica a quella precedente, solo che anzi

che aversi: ˆ
βj

ω = 0, j ∈ {0, 1}
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si ha semplicemente che ˆ
β1

ω =

ˆ
β0

ω,

da cui resta provato il teorema. �

Definition 2.12. Sia U un sottoinsieme aperto di X, spazio topologico. Diremo

che questo è connesso se e solo se non esistono due aperti4, diversi dal vuoto e da

U , tali che la loro unione sia U e la loro intersezione sia il vuoto. Invece diremo che

questo è connesso per archi se e solo se esistono dati due punti qualsiasi esiste una

curva che li unisce e che sia totalmente contenuto nell'insieme. In�ne Diremo che

U è semplicemente connesso se date due curve γ1 e γ2 omotope in Rn, contenute

in U , esiste un'omotopia Ht(s) tale che ∀t abbiamo Ht ⊆ U .

Abbiamo inoltre il seguente:

Proposition 2.13. Abbiamo le seguenti catene di implicazioni:

U semplicemente connesso =⇒ U connesso per archi =⇒ U connesso.

Dimostrazione. Omessa. �

Tornando alle forme di�erenziali, abbiamo il seguente risultato, la cui dimostrazione

fa utilizzo dei risultati precedenti sull'integrazione di forme di�erenziali.

Theorem 2.14. Una forma di�erenziale chiusa su un aperto semplicemente con-

nesso è esatta.

Dimostrazione. In un aperto semplicemente connesso, ogni curva chiusa γ è omo-

topa ad un punto da cui, per il teorema2.11,
¸
γ
ω = 0. Per la 2.6 e per la 2.13, si

ha che ω è esatta. �

Un'altra applicazione dell'invarianza per omotopie dell'integrale, è quella alle fun-

zioni olomorfe. Diamo anzitutto qualche de�nizione preliminare.

4Vedi il capitolo 3.
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Definition 2.15. Data una funzione F : U ⊆ R2 → R2 di�erenziabile. Diremo

che p ∈ U è uno zero per F se e solo se F (p) = 0R2 . Sia p uno zero per F , diremo

che questo è isolato se e solo se esiste un intorno V di p tale che ∀x ∈ V \{p}

vale F (x) 6= 0R2 . Uno zero è detto semplice se e solo se dFp è non singolare.

Dato uno zero semplice, p, di F questo è detto positivo, o negativo, a seconda che

Det(dFp) > 0, o Det(dFp) < 0, rispettivamente.

Facciamo notare che per il teorema di inversione locale, citato più avanti5, allora

uno zero semplice è isolato.

Definition 2.16. Sia F : U ⊆ R2 → R2 : (x, y) 7→ (f(x, y), g(x, y)), un'appli-

cazione di�erenziabile e D ⊆ U un disco tale che nel cerchio ∂D, bordo di D, non

siano contenuti zeri di F . Considerata la forma di�erenziale:

θ = −gdf − fdg
f2 + g2

,

de�nita per tutti i punti che non siano zeri di F , detto numero di avvolgimento,

de�niamo l'indice di F in D come:

n(F ;D) =
1

2π

ˆ
∂D

θ.

Abbiamo la seguente:

Proposition 2.17. Sia F : U ⊆ R2 → R2 : (x, y) 7→ (f(x, y), g(x, y)), un'appli-

cazione di�erenziabile e D ⊆ U un disco tale che nel cerchio ∂D, bordo di D, non

siano contenuti zeri di F . Allora abbiamo che:

n(F ;D) ∈ Z,

e inoltre

n(F ;D) 6= 0 =⇒ ∃q ∈ D : F (q) = 0R2 .

5Vedi Teorema 3.19.
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Dimostrazione. Supponiamo che non esista un tale q, allora, detto p il centro del

disco, consideriamo una funzione H : [0, 2π]× [0, 1]→ R2\{0R2} data da:

H(s, t) = F ((1− t)γ(s) + tp),

con γ una parametrizzazione del bordo di D. Questa è un'omotopia libera tra il

punto F (p) e F ◦ γ, dunque:

n(F ;D) =
1

2π

ˆ
∂D

θ =
1

2π

ˆ
F◦γ

ω = 0,

assurdo. �

Proposition 2.18. Siano F1, F2 : U ⊆ R2 → R2 : (x, y) 7→ (f(x, y), g(x, y)),

un'applicazione di�erenziabile e D ⊆ U un disco tale che nel cerchio C = ∂D,

bordo di D, non siano contenuti zeri di F1 o di F2. E inoltre esista una mappa

continua H : C × [0, 1]→ R2\{0R2}, con H(q, 0) = F1(q) e H(q, 1) = F2(q), in�ne

H(q, t) 6= 0, allora:

n(F1;D) = n(F2;D).

Dimostrazione. Segue subito dalla precedente e dal fatto che le curve F1 ◦ C e

F2 ◦ C sono liberamente omotope, tramite

K(s, t) = H(C(s), t).

�

Una delle più interessanti applicazioni dell'indice è attribuita a Kronecker, ed è

quella illustrata nel teorema 2.20, ma prima di vederla diamo il seguente lemma

che, oltre ad esser necessario per la dimostrazione del teorema, potrebbe rivelarsi

utile nel seguito.

Lemma 2.19. Sia F : U ⊆ R2 → R2 : (x, y) 7→ (f(x, y), g(x, y)), un'applicazione

di�erenziabile e D ⊆ U un disco tale che nel cerchio ∂D, bordo di D, non siano
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contenuti zeri di F . Supponendo che F abbia un unico zero semplice in p ∈ D,

allora

n(F ;D) = ∓1,

a seconda che Det(dFp) < 0 o Det(dFp) > 0.

Dimostrazione. Senza ledere alla generalità possiamo porre p = 0R2 . Sviluppan-

do secondo Taylor in un intorno di p la funzione F , �no al primo ordine, possiamo

scrivere:

F (q) = dFp · q +R(q)|q|,

con R
q→0

−→ 0 . Consideriamo l'applicazione:

H(q, t) = dFp · q + (1− t)R(q)|q|,

con q ∈ U e t ∈ [0, 1]. Iniziamo con il mostrare che esiste ε > 0 tale che per ogni

q 6= 0R2 tale che |q| < ε, si abbia, per ogni t, H(q, t) 6= 0R2 . Posto C = 1
|dF−1

p |
,6 per

ogni q si ha:

|q| = |dF−1
p dFpq| ≤ |dF−1

p ||dFpq| =
1

C
|dFpq|,

da cui si ottiene: |dFpq| ≥ C|q|. Sia ε tale che ∀q ∈ Dε(p) valga |R(q)| ≤ C
2 , questo

esiste poiché R
q→0

−→ 0, allora se q 6= p, si ha:

|H(q, t)| = |dFpq + (1− t)R(q)|q|| ≥

≥ |dFpq| − (1− t)|R(q)||q| ≥ C|q| − C

2
|q| > 0.

Allora H(C(s), t) è una omotopia libera tra F ◦ C e dFp ◦ C, dunque n(F,D) =

n(dFp, D). Poiché dFp è biunivoca allora l'immagine di un cerchio fa al più un giro

attorno all'origine; più rigorosamente:

n(T,D) = ±1.

6Dove, data A ∈ Rm,n, con |A| si indica la norma indotta dalla norma || · ||, data da:

|A| = sup
||x||=1

||Ax||.
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�

Theorem 2.20. Siano F e D come nel lemma 2.19. Supponendo che F abbia solo

zeri semplici in D, abbiamo:

n(F ;D) = P −N,

dove P è il numero di zeri positivi di F e N è il numero di zeri negativi della stessa.

Dimostrazione. Dividiamo D in più domini tali che i lati in comune di questi

siano percorsi nei due sensi e che ciascuno di questi contenga al più uno zero.

Diciamo i bordi di questi domini γi , abbiamo che:

ˆ
∂D

θ =
∑
i

ˆ
γi

θ =
∑
i

(±1) = P −N.

�

Concludiamo questa prima sezione del capitolo facendo un piccolo richiamo di no-

tazione che verrà utilizzata nel seguito, a partire dallo svolgimento degli esercizi

del presente capitolo. Siano r ∈ R e C ∈ Rn, indicheremo con Bnr (C) l'insieme

{x ∈ Rn| ||x− C|| < r}, salvo speci�cazioni che saranno ristrette solamente ai sin-

goli esercizi. Qualora si chiara dal contesto sopprimeremo dalla notazione l'indice

relativo alla dimensione, al raggio o al centro. Mentre indicheremo con Dn
r (C) la

chiusura di Br(C) . Ed in�ne con Sn−1
r (C) = Dn

r (C)\Bnr (C), e Sn−1 = Sn−1
1 (0Rn).

Facciamo in�ne notare che Sn−1 ⊆ Rn.

2.2. Risoluzione degli esercizi.

Exercise. 2.1

Si mostri che ω = 2xy3dx + 3x2y2dy è una forma di�erenziale chiusa e si calcoli
´
c
ω. Dove c è l'arco della parabola y = x2 da (0,0) a (x,y).
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Svolgimento:

Siano P = 2xy3, Q = 3x2y2, per mostrare che ωè chiusa basta mostrare che ∂xQ =

∂yP ,

∂yP = 6xy2 = ∂xQ

dunque è chiusa. �

ˆ
c

ω =

ˆ x

0

[4t8 + 3t6]dt =
4

9
t9 +

3

7
t7|x0 =

4

9
xy4 +

3

7
xy3,

dove y = x2.�

Exercise. 2.2

(1) Si mostri che se ω è una uno forma di�erenziale de�nita in U ⊆ Rn,

γ : [a, b] → U una curva di�erenziabile e |ω(γ(t))| ≤ M , per tutti i

t ∈ [a, b], allora ∣∣∣∣ˆ
γ

ω

∣∣∣∣ ≤ML.

Dove L è la lunghezza della curva.

(2) Sia ω una forma di�erenziale chiusa in R2\{0}. Supponiamo che sia limi-

tata, ( ciò vuol dire che tali sono i suoi coe�cienti,) su un disco centrato

nell'origine. Si mostri che ω è esatta in R2\{0}.

(3) Si mostri che il risultato del punto 2 si può ottenere anche con le seguenti

ipotesi:

dω = 0

e

lim
x2+y2→0

√
x2 + y2ω = 0.

Svolgimento:
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(1) Cominciamo con il ricordare che la lunghezza di una curva di�erenziabile

γ : [a, b]→ Rn è:

Lγ =

ˆ
γ

ds =

ˆ b

a

|γ′(t)|dt.

Ora vediamo che:

ˆ
γ

ω =

ˆ b

a

ω(γ(t)) · γ′(t)dt.

Da cui:∣∣∣∣ˆ
γ

ω

∣∣∣∣ ≤ ˆ b

a

|ω(γ(t)) · γ′(t)| dt =

ˆ b

a

|ω(γ(t))||γ′(t)| dt ≤

≤
ˆ b

a

M |γ′(t)|dt = ML.

(2) Sia ω =
∑
i aidxi, de�niamo

f(x) =

ˆ 1

0

(
∑
i

ai(tx)xi)dt,

dove l'integrale presente nella de�nizione di f è un'integrale improprio;

ovvero dobbiamo intendere f de�nita da:

f(x) = lim
ε→0

ˆ 1

ε

(
∑
i

ai(tx)xi)dt.

Quindi dobbiamo dimostrare che f è ben de�nita; per mostrare questo è

su�ciente mostrare che, a x = (x1, x2) �ssato, vale:

lim
ε→0

∣∣∣∣∣
ˆ 1

ε

(
∑
i

ai(tx)xi)dt

∣∣∣∣∣ ≤M0 ∈ R.

SianoMi ∈ R tali che |ai| ≤Mi in un intorno di 0Rn , e siaM = maxi{Mi},

allora si ha:

lim
ε→0

∣∣∣∣∣
ˆ 1

ε

(
∑
i

ai(tx)xi)dt

∣∣∣∣∣ ≤ lim
ε→0

ˆ 1

ε

∣∣∣∣∣(∑
i

ai(tx)xi)

∣∣∣∣∣ dt ≤
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≤ lim
ε→0

ˆ 1

ε

∑
i

Mi|xi|dt ≤ lim
ε→0

[
M(
∑
i

|xi|) + εM(
∑
i

|xi|)

]
≤

= M(
∑
i

|xi|) = M0.

Facciamo notare che f → 0 quando x→ 0, possiamo dunque porre 0 come

valore di f in 0. Dunque f risulta esser ben de�nita, dobbiamo mostrare

che ∂if = ai.

∂if = ∂i

ˆ 1

0

(
∑
i

ai(tx)xi)dt =

= lim
ε→0

∂i

ˆ 1

ε

(
∑
i

ai(tx)xi)dt = lim
ε→0

ˆ 1

ε

∑
j

∂iaj(tx)txj + ai(tx)

 dt =

= lim
ε→0

ˆ 1

ε

(
d

dt
[ai(tx)] t+ ai(tx)

)
dt = lim

ε→0

ˆ 1

ε

[
d

dt
(ai · t)

]
dt =

= lim
ε→0

[ai(x) · 1 + ai(εx) · ε] = ai(x).

Dove tra il quarto ed il quinto passaggio si è sfruttato il fatto che ∂iaj =

∂jai è conseguente al fatto dω = 0, e tra il penultimo e l'ultimo il fatto

che, poiché ai è limitata in un intorno di 0, lim
ε→0

ai(εx) · ε = 0.

(3) Per mostrare questo punto si utilizza sostanzialmente lo stesso procedi-

mento del punto precedente; l'unica di�erenza, una volta de�nita f , sta

nel dimostrare che f è ben de�nita e che lim
ε→0

ai(εx) · ε = 0. Iniziamo con

il rimarcare che lim
||x||2→0

||x||ω = 0, implica:

lim
||x||→0

||x||ai = 0,

per ogni i ∈ {1, 2}. Inoltre poiché ai||x|| è una funzione continua in

Rn\{0Rn}, ed ammette limite per ||x|| → 0, allora è limitata da una

costanteM in un intorno dell'origine. Dato ε > 0, ad x �ssato e non nullo

vale:

lim
ε→0

ai(εx)ε||x|| = lim
||y||=||εx||→0

ai(y)||y|| = 0,
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da cui:

lim
ε→0

ai(εx)ε = 0,

questo ci garantisce, utilizzando lo stesso ragionamento del punto prece-

dente, che qualora f risulti ben de�nita valga:

∂if = ai.

Inoltre abbiamo che ||x||1 ≤
√
n||x||2, indicando ||x||p = p

√∑
i x

p
i , e

||x||1 =
∑
i |xi|, dunque:

lim
ε→0

∣∣∣∣∣
ˆ 1

ε

(
∑
i

ai(tx)xi)dt

∣∣∣∣∣ ≤ lim
ε→0

ˆ 1

ε

∣∣∣∣∣(∑
i

ai(tx)xi)

∣∣∣∣∣ dt ≤
≤ lim
ε→0

ˆ 1

ε

∑
i

|ai(tx)|||x||1dt ≤ lim
ε→0

∑
i

√
n

ˆ 1

ε

|ai(tx)|||x||2dt ≤

≤
√
nlim
ε→0

M −Mε =
√
nM.

Quindi abbiamo ancora che f è ben de�nita e questo conclude l'esercizio.

Exercise. 2.3

Si consideri la forma di�erenziale ω, data da:

ω =
ex

x2 + y2
[(x cosy + y seny)dy + (x seny − y cosy)dx],

de�nita in R2\{0R2}.

(1) Si mostri che ω può esser scritta come:

ω = excosy ω0 + exseny d[log(r)],

dove ω0 è l'elemento d'angolo in 0R2 e r =
√
x2 + y2; inoltre si calcoli che

dω = 0.

(2) Si mostri, sfruttando il terzo punto dell'esercizio 2.2.3, che ω−ω0 è esatta.

(3) Si calcoli
´
γ
ω con γ una curva semplice e chiusa di R2\{0}.
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Svolgimento:

(1) Ricordiamo che l'elemento d'angolo ω0 e dato da

ω0 =
x dy

x2 + y2
− y dx

x2 + y2
,

e r =
√
x2 + y2. Dunque, si ha:

ω =
ex

x2 + y2
(x cosy + y seny)dy +

ex

x2 + y2
(x seny − y cosy)dx =

=
ex

x2 + y2
(x cosy dy − y cosy dx) +

ex

x2 + y2
(y seny dy + x seny dx) =

=
ex

x2 + y2
ω0 cosy +

ex

x2 + y2
(y dy + x dx) seny.

Ora calcoliamo:

d[log(r)] =
1

r
dr =

1

r
(∂1rdx+ ∂2rdy) =

=
1

r

(x
r
dx+

y

r
dy
)

=
1

r2
(xdx+ ydy) =

=
1√

x2 + y2
(xdx+ ydy) .

Da cui deduciamo:

ω = excosy ω0 + exseny d[log(r)].

adesso dobbiamo calcolare dω, che ci dà:

dω = d

(
ex

x2 + y2
[(x cosy + y seny)dy + (x seny − y cosy)dx]

)
=

=

{
∂1

[
ex

x2 + y2
(x cosy + y seny)

]
− ∂2

[
ex

x2 + y2
(x seny − y cosy)dx

]}
dx ∧ dy =

= ex[∂2
1 log[r]cosy + ∂12log[r]seny +

1

x2 + y2
(x cosy + y seny)]dx ∧ dy+

+ex[−∂12log[r]seny − x

x2 + y2
cosy + ∂2

2 log[r]cosy − y

x2 + y2
seny]dx ∧ dy =

= ex[∂2
1 log[r] + ∂2

2 log[r]]cosy dx ∧ dy.



2.2. RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI. 63

Considerato che:

∂2
i log[r] = ∂i

[
xi

x2
1 + x2

2

]
=
x2

1 + x2
2 − 2xi

(x2
1 + x2

2)2
=

(−1)i+1[x2
1 − x2

2]

(x2
1 + x2

2)
,

otteniamo dω = 0.

(2) Innanzitutto abbiamo che d(ω − ω0) = dω − dω0 = 0. Andiamo a

considerare ω − ω0, questa è data da:

ω − ω0 =
1

x2 + y2
[ex(x cosy + y seny)− x] dy+

+
1

x2 + y2
[ex(x seny − y cosy) + y] dx = adx+ bdy;

inoltre si ha che lim
r2→0

aidxi = 0 se e solo se lim
r2→0

ai = 0, dunque è su�ciente

controllare che tendano a zero, per r2 che tende a zero, i coe�cienti a e

b. Iniziamo con il mostrare che a tende a zero.

lim
r2→0

r

x2 + y2
[ex(x seny − y cosy) + y] =

passando in coordinate polari7:

= lim
r2→0

r

r2

[
ercosθ(rcosθsen(rsenθ)− rsenθcos(rsenθ))− rsenθ

]
=

= lim
r2→0

1

�r
�r
[
ercosθ(cosθsen(rsenθ)− senθcos(rsenθ))− senθ

]
=

= lim
r→0

[
ercosθsen(θ − rsenθ)− senθ

]
= senθ − senθ = 0

In maniera identica si mostra che lim
r2→0

b = 0. Questo conclude la di-

mostrazione.

(3) Iniziamo con il far notare che
¸
γ
ω − ω0 = 0, da cui:

˛
γ

ω =

˛
γ

ω0 =

ˆ 2π

0

γ∗ω0 =

ˆ 2π

0

dt = 2π,

7il passaggio è dato da: {
x = rcosθ

y = rsenθ
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poiché la curva è semplice, piana e chiusa, e non contiene lo zero.

Exercise. 2.4

Sia ω una 1-forma de�nita in un aperto U ⊆ Rn. Supponiamo che l'integrale lungo

una curva chiusa γ di omega sia un numero razionale. Si provi che ω è chiusa.

Svolgimento:

L'ipotesi può esser sintetizzata come:

˛
γ

ω ∈ Q.

Consideriamo p ∈ U , allora esiste un reale r tale che Vp = Dr(p) ⊆ U . Poiché

Dr(p) è semplicemente connesso dunque una qualsiasi curva chiusa è omotopa ad

un punto, in particolare i bordi dei dischi di raggio ε e centrati in p sono omotopi

tra loro ed a p. Esiste dunque una funzione continua H tale che:

H : [0, r]× [0, 2π]→ Vp

(ρ, t) 7→ (ρcos(t) + p1, ρsen(t) + p2),

questa è continua, dunque altrettanto continua è la funzione che a ρ ∈ [0, r] assegna
´
∂Dρ

ω, diciamola ϕ, inoltre vale:

lim
ρ→0

ϕ(ρ) = 0,

ma ϕ : [0, ρ] → Q, per ipotesi dunque deve aversi necessariamente ϕ = 0, quin-

di l'integrale lungo qualunque circonferenza in Vpè nullo. Questo ci permette di

concludere che ωè localmente esatta, e di conseguenza chiusa.

Exercise. 2.5

Siano U, V ⊆ Rn due aperti semplicemente connessi tali che V ∩ U sia connesso.

Sia ω una forma esatta sia in U che in V . Si mostri che ω è esatta in U ∪ V .
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Svolgimento:

Per concludere l'esercizio è su�ciente provare che l'insieme U ∪ V è semplicemente

connesso. Infatti dato che la forma ω è esatta in U e in V allora essa è anche chiusa

in U e in V , questo implica che è chiusa in U ∪V . Sia γ una curva chiusa, possiamo

supporre che sia semplice senza ledere alla generalità, in U ∪ V , supponiamo che

essa non sia omotopa ad un punto. Essa non può essere interamente contenuta

né in V , altrimenti sarebbe omotopa ad un punto, né in U , per la stessa ragione.

Dunque esisteranno p, q ∈ γ tali che p ∈ V \U e q ∈ U\V , dividiamo γ in due curve

γ1 : [a, b]→ U ∪ V e γ2 : [a, b]→ U ∪ V , la prima che congiunge p a q e la seconda

che congiunge q a p. Il fatto che γ non sia omotopa ad un punto è equivalente al

fatto che γ1 e γ2, non sono omotope. Inoltre ciascuna di queste due curve ha un

punto qi in U ∩ V ; essendo questo connesso ed aperto esiste un arco che unisce q1

a q2, diciamolo δ. Siano γ
′

i : [a, a+b
2 ] → U e γ

′′

i : [a+b
2 , b] → V , rispettivamente, i

segmenti di γi che uniscono p a qi e qi a x; le curve γ
(i)
1 e γ

(i)
2 sono liberamente

omotope in quanto contenute in uno dei due insiemi U e V . Sia Hi l'omotopia che

porta γ
(i)
1 in γ

(i)
2 , possiamo supporre Hi(s,

a+b
2 ) = δ; de�niamo:

H : [0, 1]× [a, b]→ U ∪ V,

come:

H(s, t) = H1(s, t)I[a, a+b
2 )(t) +H2(s, t)I[ a+b

2 ,b](t).

e questa è un'omotopia tra γ1 e γ2.

Exercise. 2.6

Gli integrali di linea sono abbastanza utili nello studio di funzioni complesse f : C→

C. Qui il piano complesso C verrà identi�cato con R2, ponendo z = x+ iy uguale

a (x, y). Diventa utile introdurre la forma di�erenziale complessa dz = dx + idye

scrivere:

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) = u+ iv.
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Allora la forma di�erenziale complessa:

f(z)dz = (u+ iv)dx+ (iu− v)dy = (udx− vdy) + i(vdx+ udy).

Possiamo dunque de�nire:

ˆ
f(z)dz =

ˆ
(udx− vdy) + i

ˆ
(vdx+ udy).

Assumendo che u, v ∈ C1(R2), diremo che f è olomorfa se e solo se:

∂1u = ∂2v, ∂1v = −∂2u.

Si mostri che:

(1) f è olomorfa se e solo se le parti reali ed immaginarie di f(z)dz sono

chiuse.

(2) (Teorema di Cauchy) Se f è olomorfa in un dominio semplicemente con-

nesso U ⊆ C e γ una curva chiusa in U , allora
´
γ
f(z)dz = 0.

(3) Se fè olomorfa, la funzione f
′
(z), detta derivata di f in z, data dall'e-

quazione:

df = du− idv = f
′
(z)dz.

è ben de�nita e f
′

= ∂1u− i∂2u.

(4) Se f è olomorfa in U ⊆ C e f
′
(z) 6= 0, z ∈ U , allora tutti gli zeri di f sono

semplici e positivi, inoltre, se D ⊆ U è un disco tale che non ci siano zeri

di f sul suo bordo, allora:

n[f,D] =
1

2πi

ˆ
∂D

df

f
.

Svolgimento:

(1) La parte reale di f(z)dz è data da (udx− vdy), questa forma è chiusa se

e solo se:

∂1(−v) = ∂2u ⇐⇒ ∂2u = −∂1v,
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mentre la parte immaginaria di f(z)dz, data da (udy+ vdx),è chiusa se e

solo se:

∂1u = ∂2v.

questo implica che f è olomorfa se e solo se le parti reale ed immaginaria

di f(z)dz sono chiuse.

(2) Poiché f è olomorfa abbiamo, dal punto precedente, che le parti reale ed

immaginaria di f(z)dz, diciamole R(f) e I(f) sono chiuse e dunque esatte

in U , da cui:

˛
γ

fdz =

˛
γ

R(f) + i

˛
γ

I(f) = 0 + i · 0 = 0.

(3) Calcoliamo il df , questo è dato da:

df = du+ idv = ∂1udx+ ∂2udy + i[∂1vdx+ ∂2vdy] =

= [∂1u+ i∂1v]dx+ [∂2u+ i∂2v]dy = [∂1u− i∂2u]dx+ [∂2u+ i∂1u]dy =

= [∂1u− i∂2u]dx+ i[∂1u− i∂2u]dy = (∂1u+ i(−∂2u))(dx+ idy) =

= f ′(z)dz,

con f
′

= ∂1u− i∂2u, ben de�nita.

(4) Per avere che gli zeri siano semplici e positivi è su�ciente provare che

Det(df) 6= 0, ma Det(df) = (∂1u)2 + (∂2u)2 > 0. Inoltre, calcolando df
f ,

si ha:

df

f
=
du+ idv

u+ iv
=

(u− iv)(du+ idv)

u2 + v2
=

=
udu+ vdv

u2 + v2
+ i

udv − vdu
u2 + v2

=
1

2

2udu+ 2vdv

u2 + v2
+ i

udv − vdu
u2 + v2

=

=
1

2
d(log(u2 + v2) + i

udv − vdu
u2 + v2

,

dunque:

ˆ
df

f
=

1

2

ˆ
d(log(u2 + v2) + i

ˆ
udv − vdu
u2 + v2

= 0 + i

ˆ
udv − vdu
u2 + v2

= i(2π)n(f,D).

Exercise. 2.7
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Si consideri la forma:

ω =
2(x2 − y2 − 1)dy − 2xydx

(x2 + y2 − 1)2 + 4y2
,

de�nita in R2\{p1, p2}, con pi = ((−1)i+1, 0). Siano inoltre D1 e D2 due dischi tali

che p1 ∈ D1, p2 ∈ D2 e p1 /∈ D2, p2 /∈ D1.

(1) Si mostri che:

1

2π

˛
∂D1

ω = 1,
1

2π

˛
∂D2

ω = −1.

Con ∂Di orientato in senso antiorario.

(2) Si concluda, per omotopia che l'integrale di ω lungo la curva γ in �gura,

con l'orientazione indicata, è 4π.

Svolgimento:

(1) Iniziamo a considerare ω, vediamo:

ω =
2(x2 − y2 − 1)dy − 2xydx

(x2 + y2 − 1)2 + 4y2
=

=
2(x2 + y2 − 1)dy − 2y(2xdx+ 2ydy)

(x2 + y2 − 1)2 + 4y2
=

(x2 + y2 − 1)d(2y) + 2yd(x2 + y2 − 1)

(x2 + y2 − 1)2 + (2y)2
,
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dunque questo non è altro che il numero di avvolgimento di F = (x2 +

y2 − 1, 2y), dunque per il teorema di Kronecker abbiamo che:

1

2π

˛
∂D1

ω = 1,
1

2π

˛
∂D2

ω = −1.

(2) Inoltre possiamo considerare γ come divisa in due curve γ1 e γ2, una è la

parte che sta nel semipiano delle ascisse positive e l'altra nel semipiano

delle ascisse negative, abbiamo che:

˛
γ

ω =

˛
γ1

ω +

˛
γ2

ω,

inoltre per omotopia abbiamo che:

˛
γi

ω = (−1)i+1

˛
∂Di

ω = (−1)i+12π,

da cui: ˛
γ

ω = 4π.

Exercise. 2.8

Si mostri che se F : U ⊆ R2 → R2 soddisfa la proprietà: −F (q) = F (−q), per ogni

q ∈ D ⊆ U , con Dun disco tale che ∂D non contenga zeri di F e sia centrato in

0R2 ; allora n(F,D) è un numero dispari e esiste uno zero di F in D.

Svolgimento:

Iniziamo con il notare che F (0R2) = −F (0R2) dunque 0R2 è uno zero di F . Inoltre

supponiamo che q sia uno zero di F allora −q è ancora uno zero di F , dunque il

numero totale di zeri di F , di�erenti da 0R2 è pari. Dunque sia gli zeri positivi che

gli zeri negativi sono in numero pari, oppure gli zeri positivi e gli zeri negativi sono

entrambi in numero dispari, escludendo sempre 0R2 . In entrambi i casi N − D è

pari dunque sia N −D+ 1 che N −D+ 1 sono dispari e dunque è dispari n(F,D).

Exercise. 2.9
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(Integrali di linea di campi di vettori) Sia v un campo di vettori de�nito in un

aperto U di Rn. Alla �ne del capitolo 1, nella parte relativa alla teoria, abbiamo

associato ad un campo di vettori v una forma di�erenziale ω =≺ v �, data da

ω(u) =≺ v, u �, per tutti gli u di Rn. Sia γ : [a, b]→ U una curva di�erenziabile a

tratti. De�niamo: ˆ
γ

v =

ˆ
γ

ω =

ˆ
γ

≺ v �,

in questo modo possiamo trasferire i risultati del presente capitolo in proprietà di

integrali di campi di vettori lungo curve. Per esempio:

(1) Si assuma n = 3, che U sia un aperto connesso e che ∇× v = 0(, si veda

anche l'esercizio 1.14). Si mostri che esiste una funzione f : U → R, tale

che ∇f = v(, si veda l'esercizio 1.12,) e che per ogni curva γ che congiunge

i punti p1 e p2, si abbia:

ˆ
γ

v = f(p2)− f(p1).

( Se v fosse un campo di forze allora f , o meglio −f , è detta energia

potenziale di v ed il lavoro fatto da v per portare il corpo da p1 a p2 è la

di�erenza di potenziale tra i due punti.)

(2) Sia la situazione come in (1), se si suppone che ∇ · v = 0 allora si ha che

f è una funzione armonica, ovvero:

∆2f = 0.

Svolgimento:

(1) Iniziamo con l'osservare che ∇× v = 0 implica che la forma di�erenziale

associata a v, data da ≺ v �=
∑
i aidxi, dove v =

∑
i aiei, è tale che

dω = 0, dunque, visto che U è semplicemente connesso, è esatta. Ovvero

esiste una funzione f tale che df = ω. Dall'esercizio 1.12 abbiamo che ∇f
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è il campo di vettori tale che ≺ ∇ f, u �= df [u] = ω[u] =≺ v, u �, questo

per ogni u, dunque ∇ f = v.

(2) Nel caso ∇ · v = 0, allora ∇ · (∇ f) = 0, ovvero:

0 =
∑
i

∂ivi =
∑
i

∂i(∂if) =
∑
i

∂2
i f = ∆2f.

Exercise. 2.10

Sia ω una 1 forma di�erenziale de�nita in U ⊆ R2. Un fattore di integrazione

locale in p è una funzione g : V → R, de�nita in un intorno V ⊆ U di p, tale che

la forma gωsia esatta in V . Ovvero tale che esista f : V → R tale che df = gω. Si

mostri che se ωp 6= 0 allora esiste un fattore di integrazione locale.

Svolgimento:

Supponiamo che ωp sia non nulla, allora esiste un campo di vettori v, non nullo in

un intorno V di p, tale che ω[v] = 0 in V . Consideriamo il sistema di equazioni

di�erenziali dato da:

∂if [v](x) = 0 = ω[v](x),

questo ammette soluzione f in un intorno di p, possiamo supporre che questo sia

esattamente V . Dato un campo di vettori u, supponiamo che anch'esso sia tale che

ω[u] = 0 in V , allora vi = gui, con g non nulla in tutti i punti di V .



CAPITOLO 3

Varietà di�erenziabili.

In questo capitolo verrà introdotto uno dei concetti di base della geometria dif-

ferenziale, quello di varietà di�erenziabile. Questa non è altro che lo �spazio� dove

andremo ad operare e il naturale �habitat� delle forme di�erenziali. Inizieremo

con l'introdurre il concetto di varietà di�erenziabile e col vederne alcune proprietà,

richiamando concetti relativi alla topologia1, e de�nendo i concetti di spazio tan-

gente ad una varietà e di forme di�erenziali su una varietà, inoltre introdurremo

alcuni operatori che agiscono sulle suddette forme di�erenziali, in�ne vedremo il

concetto di orientabilità di una varietà. Una volta chiarito lo scopo del presente

capitolo, possiamo iniziare a fornire le de�nizioni ed i teoremi più importanti. Con-

cludiamo questa piccola introduzione facendo presente che nel presente capitolo, e

nei seguenti, la parola varietà verrà utilizzata con il senso di varietà di�erenziabile.

3.1. De�nizioni e teoremi sulle varietà di�erenziabili.

Prima di iniziare a fornire la de�nizione di varietà di�erenziabile, facciamo alcuni

richiami di topologia2 necessari nel seguito per de�nire una varietà topologica, ma

anche delle de�nizioni e dei teoremi che verranno utilizzati durante lo svolgimento

degli esercizi.

1In questo capitolo verranno utilizzati alcuni teoremi, ed alcune de�nizioni, relativa alla topologia
queste sono state tratte dal [LoiT]. Questi teoremi potevano facilmente essere inclusi nello svol-
gimento degli esercizi, vista la facilità con la quale possono venire dimostrati. Questi sono stati
tuttavia inclusi per comodità e per rendere �uide alcuni esercizi che altrimenti avrebbero potuto
esser decisamente più lunghe e macchinose.
2I seguenti teoremi e le seguenti de�nizioni, sino alla de�nizione di varietà di�erenziabile, sono
state tratte dal [LoiT].
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3.1.1. Richiami di topologia.

Definition 3.1. Sia X un'insieme, una topologia su X è un'insieme τ ⊆ ℘(X)3

tale che:

(1) ∅, X ∈ τ

(2) Data una famiglia qualunque di indici I, e la famiglia {Ai}i∈I ⊆ τ , si ha⋃
i∈I Ai ∈ τ .

(3) Data una famiglia �nita di indici I, ed una famiglia {Ai}i∈I ⊆ τ , allora⋂
i∈I Ai ∈ τ .

La coppia (X, τ) è detta spazio topologico, questa verrà denotata X qualora non

sorgano ambiguità o sia espressamente detto. Mentre X è detto supporto per la

topologia τ . Gli elementi del supporto vengono detti punti mentre gli elementi di

τ sono detti aperti. Un insieme C è detto chiuso in (X, τ) se e solo se X\C ∈ τ .

In�ne dato un sottoinsieme di uno spazio topologico X, diciamolo A, l'insieme

τind. = {B ⊆ X| B = O ∩ A, O ∈ τ} è una topologia su A ed è detta topologia

indotta su A da X.

Vediamo ora un altro concetto fondamentale, quello di base per una topologia.

Insieme a questo vedremo anche il concetto di base locale e i concetti di spazio di

Hausdor�4 e di spazio numerabile.

Definition 3.2. Sia (X, τ) uno spazio topologico. Un sottoinsieme di τ , denoti-

amolo B, è detto base per τ , se e solo se ogni aperto di X può essere scritto come

unione di elementi di B. Dato un punto x, l'insieme Bx, è una base locale in x se

e solo se per ogni aperto A, che contiene x, esiste B ∈ Bx tale che: x ∈ B ⊆ A. Lo

spazio topologico è detto di Hausdor�, o T2, se dati due punti distinti x e y, esistono

3℘(X) indica l'insieme delle parti di X, ovvero l'insieme {A|A ⊆ X}.
4Felix Hausdor� (8 novembre 1868 � 26 gennaio 1942) è stato un matematico tedesco. Tra i
fondatori della moderna topologia, contribuì anche in molti altri ambiti della matematica tra cui:
la teoria degli insiemi, teoria della misura e analisi funzionale.
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due aperti A e B, tali che x ∈ A, y ∈ B e A ∩B = ∅. In�ne uno spazio topologico

è detto numerabile, o N2, qualora per ogni punto esista una base numerabile.

De�niti questi concetti è utile vedere alcune proprietà e de�nizioni riguardanti gli

spazi topologici ed, in particolare, le funzioni tra di essi.

Definition 3.3. Siano X, Y due spazi topologici e sia f : X → Y una funzione.

f è detta continua se e solo se dato un aperto U ⊆ Y allora f−1(U) è un aperto.

Se f suriettiva allora f è un'identi�cazione se e solo se U è aperto in Y se e solo se

f−1(U) è un aperto di X. f è chiusa (aperta) se l'immagine di un chiuso(aperto) è

un chiuso (aperto). In�ne f è un omeomor�smo se è continua con inversa continua.

Indicheremo con
∼
= la presenza di un omeomor�smo.

In particolare, vista la de�nizione precedente, un omeomor�smo è un'identi�cazione.

Inoltre ne discende il seguente:

Lemma 3.4. Se f è continua e chiusa ( o continua ed aperta) e suriettiva allora è

un'identi�cazione.

Dimostrazione. Discende direttamente dalle de�nizioni. �

Definition 3.5. Siano X,Y due spazi topologici, diremo che Y è dotato della

topologia quoziente di X ( tramite f ) o che è lo spazio quoziente di X tramite

f , se e solo se esiste un'identi�cazione f : X → Y .

Proposition 3.6. Siano f : X → Y e g : Y → Z due identi�cazioni. g◦f : X → Z

è un'identi�cazione.

Dimostrazione. Sia U aperto di Z, questo è vero se e solo se g−1(U) è un aperto

di Y e questo è vero se e solo se f−1(g−1(U)) = (f ◦ g)−1(U) è un aperto di X. �
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Dalla osservazione precedente e dalla proposizione appena vista otteniamo il seguente

corollario. Questo, pur essendo un'ovvietà, ci sarà utile nel seguito e per tale ragione

ne rimarchiamo l'esistenza.

Corollary 3.7. La composizione di un omeomor�smo ed un'identi�cazione è un'i-

denti�cazione.

Dimostrazione. Conseguenza ovvia dei due lemmi precedenti. �

Ora dimostriamo alcune proprietà importanti degli spazi quoziente.

Theorem 3.8. ( proprietà universale del quoziente) Sia f : X → Y un'identi�-

cazione. Sia Z uno spazio topologico. g : Y → Z è continua se e solo se g ◦ f è

continua.

Dimostrazione. Se g è continua, dato un aperto U si Z si ha che g−1(U) è un

aperto di Y . Ma questo è vero se e solo se f−1(g−1(U)) è un aperto, dunque se e

solo se f ◦ g è continua. �

Theorem 3.9. ( Caratterizzazione delle identi�cazioni) Siano X,Y due spazi topo-

logici e f : X → Y un'applicazione suriettiva. Questa è un'identi�cazione se e solo

se dato Z, uno spazio topologico, g : Y → Z è continua se e solo se g ◦f è continua.

Dimostrazione. Se f è un'identi�cazione allora per il Teorema 1, vale l'enunciato.

Sia f tale da rispettare la proprietà universale del quoziente. Sia Z = Y e g = ιY

allora, dato che g è continua, g ◦ f : X → Y è continua. Ma g ◦ f = ιY ◦ f = f

dunque f è continua su Y ,inoltre f è continua anche su Y dotato della topologia

quoziente per de�nizione stessa della topologia quoziente. Da cui si ottiene che

ι′Y : (Y, τ) → (Y, τQ), dove τ è la topologia su Y rispetto alla quale f rispetta

la proprietà universale del quoziente e τQ è la topologia quoziente rispetto ad f , é

continua ( in quanto sia f : X → (Y, τ) che ι′Y ◦f = f : X → (Y, τQ) sono continue),
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Per la stessa ragione è continua ι′′Y : (Y, τQ)→ (Y, τ), e dato che sono una l'inversa

dell'altra, otteniamo che τ ∼= τQ. Dunque f è un'identi�cazione. �

Corollary 3.10. (Passaggio al quoziente) Sia f : X → Y un'identi�cazione, sia

g : X → Z continua e costante sulle �bre di f , ciò signi�ca che f(x) = f(y) =⇒

g(x) = g(y). ∃! g̃ : Y → Z continua tale che g = g̃ ◦ f .

Dimostrazione. De�niamo g̃(x) := g(f−1(x)) dove f−1 è un'inversa destra di f .

g̃ non dipende dall'inversa destra di f utilizzata in quanto g è costante sulle �bre di

f . Infatti se y, y′ sono due contro-immagini di x, f(y) = f(y′) =⇒ g(y) = g(y′) e

da questo seguono esistenza ed unicità. Inoltre g̃◦f = g◦f−1◦f = g. La continuità

segue dalla proprietà universale del quoziente. �

Ed ora per terminare identi�chiamo in maniera unica gli spazi quoziente.

Corollary 3.11. ( Unicità del quoziente) Siano f : X → Y ed g : X → Z due

identi�cazioni tali che siano l'una costante sulle �bre dell'altra. Allora esiste un

unico omeomor�smo ϕ : Y → Z tale che ϕ ◦ f = g.

Dimostrazione. Omessa. �

Dopo i richiami di topologia, passiamo a de�nire il concetto di varietà di�erenziabile.

3.1.2. Varietà di�erenziabili e funzioni su varietà.

Definition 3.12. Una varietà di�erenziabile n dimensionale, o n varietà, è la coppia

(M,A); doveM è un insieme, e A è una famiglia di coppie:

A = {(fα, Uα)}α∈A,

dove fα : Uα ⊆ Rn → M, sono applicazioni infettive, da un aperto Uα di Rn5 in

M, tali che:

5Dove l'n è la dimensione della varietà.
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(1)
⋃
α∈A fα(Uα) =M, ovvero tali che le immagini delle fα siano un ricopri-

mento diM.

(2) Per ogni coppia α, β ∈ A tale che fα(Uα)∩ fβ(Uβ) = W 6= ∅ si abbia che,

f−1
α (W ) e f−1

β (W ) siano aperti di Rn e le applicazioni f−1
α ◦ fβ e f−1

β ◦ fα

siano di�erenziabili.

(3) La famiglia A sia una famiglia massimale che rispetti le 1) e le 2).

(4) La topologia suM data dalle fα
6 è T2 e N2.

La coppia (fα, Uα) , con p ∈ fα(Uα), è detta parametrizzazione, o sistema di

coordinate, diM in p; L'insieme fα(Uα) è detto intorno coordinato di p, ed in�ne

la famiglia A è detta struttura di�erenziabile suM.

La terza condizione della de�nizione precedente è del tutto tecnica. In realtà la

possiamo sempre supporre, infatti una volta trovata una struttura B = {(gβ , Vβ)}

che rispetti le prime due proprietà, per ottenere una struttura di�erenziabile è su�-

ciente, e necessario, aggiungere tutte le coppie (fα, Uα), che insieme agli elementi di

B rispettino la 2) della de�nizione precedente. La massimalità verrà dunque sup-

posta qualora sia necessaria o utile. In�ne una piccola parentesi nella notazione,

qualora si abbia una varietà di�erenziabile M, di dimensione n, questa verrà de-

notata Mn,in altri termini: in generale indicheremo la dimensione di una varietà

come indice in alto a destra.

Definition 3.13. Siano Nn e Mm due varietà di�erenziabili. Una applicazione

ϕ : N → M è detta di�erenziabile, in un punto p ∈ N , se e solo se data una

parametrizzazione in p, diciamola f , ed una in ϕ(p), diciamola g, abbiamo che

g−1 ◦ ϕ ◦ f è di�erenziabile, come applicazione da Rnin Rm, in f−1(p). In�ne ϕè

di�erenziabile in un aperto U di N se e solo se è di�erenziabile in tutti i punti di

U .

6Un aperto A suM è tale se e solo se per ogni α, tale che A∩fα(Uα) 6= ∅, vale che f−1
α (A∩fα(Uα))

è un aperto.
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Facciamo notare che un'applicazione di�erenziabile non dipende dalla parametriz-

zazione in p, o in ϕ(p), scelta in quanto il cambiamento di sistema di coordinate è

di�erenziabile per de�nizione di varietà. De�nite le applicazioni di�erenziabili tra

varietà , possiamo vedere un caso particolare di applicazione da R su una varietà

M, ovvero un curva suM.

Definition 3.14. Sia M una varietà di�erenziabile una curva continua è un'ap-

plicazione γ : I ⊆ R→M, che va da un intervallo di R inM, continua. La curva

è detta di�erenziabile a tratti se γ è di�erenziabile eccetto in un numero �nito di

punti {tk}, dove resta continua e di�erenziabile a destra ed a sinistra, in tk, l'ap-

plicazione ϕ−1
k ◦ γ, con ϕk una parametrizzazione in un intorno di γ(tk), per ogni

k.

De�nito il concetto di curva su una varietà di�erenziabile possiamo introdurre il

concetto di vettore tangente ad una varietà e di spazio tangente.

Definition 3.15. SiaMn una varietà di�erenziabile; indichiamo con F(M) , l'in-

sieme di tutte le funzioni di�erenziabili da M in R. Sia inoltre p ∈ M, data una

curva α : (−a, a)→M di�erenziabile, un vettore tangente aM in p è l'applicazione

α′(0) : F(M)→ R,

data da α′(0)[ϕ] = d
dt (ϕ ◦ α)|0 , dove si suppone che α(0) = p. L'insieme dei vettori

tangenti in p verrà indicato con Tp(M), ed è detto spazio tangente adM in p.

Dunque un vettore tangente ad una varietà in un punto p non è nient'altro che un

vettore tangente da una curva, passante per p, in p. Per ciò che riguarda l'insieme

dei vettori tangenti in un punto ad una varietà, abbiamo il seguente:

Theorem 3.16. Data una varietà di�erenziabileMn ed un punto p diM, abbiamo

che Tp(M) è un R spazio vettoriale di dimensione n. Inoltre una base di questo è



3.1. DEFINIZIONI E TEOREMI SULLE VARIETÀ DIFFERENZIABILI. 79

data da {∂i|0}1≤i≤n, dove con ∂i viene indicata il vettore tangente a

γ(t) = fα(xp1, ..., x
p
i−1, x

p
i + t, xpi+1, ..., x

p
n),

dove con fα è indicata una parametrizzazione in p,p = f(xp1, ..., x
p
i−1, x

p
i , x

p
i+1, ..., x

p
n)

e t varia in maniera tale che (xp1, ..., x
p
i−1, x

p
i + t, xpi+1, ..., x

p
n) ∈ Uα. L'insieme

{∂i|0 }1≤i≤n, è detto base associata alla parametrizzazione fα.

Dimostrazione. Sia Tf lo spazio generato da {∂i}p, è su�ciente dimostrare che

Tf = Tp(M). Evidente è il fatto che Tf ⊆ Tp(M). Consideriamo v = β′(0) ∈

Tp(M), posti:

f−1
α ◦ β(t) = (x1(t), ..., xn(t)),

ϕ ◦ f(q) = ϕ(x1, ..., xn);

abbiamo ϕ ◦ β = (ϕ ◦ f) ◦ (f−1 ◦ β), e dunque:

vp[ϕ] = β′(0)[ϕ] =
∑
i

x
′

i(0)∂i[ϕ].

Questo prova l'asserto. �

Grazie alla nozione di spazio tangente possiamo ora de�nire quella di di�erenziale

di un'applicazione ϕ :M→N .

Definition 3.17. Siano Nn eMm due varietà di�erenziabili e ϕ : N →M un'ap-

plicazione di�erenziabile. Per ogni p ∈ N , il di�erenziale di ϕ in p è l'applicazione

lineare dϕp : Tp(N ) → Tϕ(p)(M) che a ciascun vettore v ∈ Tp(N ) associa il vet-

tore dϕp[v] ∈ Tp(M), de�nito nel modo seguente: data una curva α su N tale che

α(0) = p e α′(0) = v; allora dϕp[v] = d
dt (ϕ ◦ α)′|0 .

Per far si che la de�nizione abbia senso, è necessario mostrare che la de�nizione

di di�erenziale non dipende dalla curva α scelta ed il fatto che il di�erenziale è

lineare. Questo può esser facilmente provato considerando una parametrizzazione

in un intorno di p e riducendo il tutto al caso di una applicazione da Rn in Rm,
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dove le proprietà possono esser facilmente provate.7 Inoltre andrebbe veri�cato che

la de�nizione è compatibile con quella data, nel caso di applicazioni da Rn in Rm,

nel primo capitolo. Ma queste esulano dalla nostra trattazione e dunque verrano

assunte come dati di fatto.

Definition 3.18. Siano Nn eMm due varietà di�erenziabili e ϕ : N →M un'ap-

plicazione. Questa è detta di�eomor�smo se e solo se è di�erenziabile, biunivoca

e con inversa di�erenziabile. Mentre ϕ è detta di�eomor�smo locale in p ∈ N ,

se e solo se esiste un intorno di p, diciamolo U , ed uno di ϕ(p), diciamolo V ,

tale che ϕ : U → V sia un di�eomor�smo. Indicheremo con ' la presenza di un

di�eomor�smo e con 'L quella di un di�eomor�smo locale.

Theorem 3.19. (di inversione locale)Sia f : U ⊆ Rn → Rm e p ∈ U , tali che:

(1) f sia di�erenziabile in p.

(2) Det(dfp) 6= 0.

Allora esiste un intorno Vp di p tale che f|Vp sia un di�eomor�smo.

Dimostrazione. Omessa. �

Trattandosi di un teorema locale, il 3.19, si estende immediatamente alle varietà

di�erenziabili, nel seguente:

Theorem 3.20. (di inversione locale su varietà)Siano N eM due varietà di�eren-

ziabili, sia f : U ⊆ N →M e p ∈ U , tali che:

(1) f sia di�erenziabile in p.

(2) dfp sia iniettiva.

Allora esiste un intorno Vp di p tale che f|Vp sia un di�eomor�smo.

7Per una dimostrazione nel caso n = 2 e m = 3, si veda il paragrafo 2.4 del [DoCDG].
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Dimostrazione. Discende direttamente dal fatto che il cambio di coordinate è un

di�eomor�smo e dal teorema di inversione locale. �

Enunciamo un ulteriore risultato sui di�eomor�smi senza però fornirne la dimostrazione.

Theorem 3.21. SianoM e N due varietà di�erenziabili lisce di dimensione n ≤ 3,

allora esse sono di�eomorfe se e solo se esse sono omeomorfe.

Dimostrazione. Omessa. �

In�ne, per chiudere questa parte della prima sezione, de�niamo altri due tipi di

funzioni tra varietà: l'immersione e l' embedding. Introducendo nel contempo il

concetto di sottovarietà. Ma passiamo alle de�nizioni:

Definition 3.22. Siano Nn e Mm due varietà di�erenziabili. Una applicazione

di�erenziabile ϕ : N →M è detta immersione se e solo se, per ogni p ∈ N , abbiamo

che dϕp : Tp(N ) → Tp(M) è iniettiva. Se, oltre ad essere un immersione, ϕ è tale

da essere un omeomor�smo tra N e ϕ(N ) ⊆M, quest'ultimo dotato della topologia

indotta deM8, allora diremo che ϕè un embedding. In�ne, se L ⊆M e l'inclusione

i : L ↪→M è un embedding, allora L è detta sottovarietà diM.

Concluso con le de�nizioni ed i teoremi base riguardanti varietà e funzioni tra

varietà, introduciamo ora il concetto di forma di�erenziale su una varietà ed il

concetto di campo di vettori, introducendo alcuni operatori che legano i due.

3.1.3. Forme di�erenziali e campi di vettori su varietà. Ora estendere-

mo al caso di varietà di�erenziabili la nozione di forma di�erenziale vista nel capitolo

1.

8Un insieme è aperto se e solo se è un aperto diM intersecato con ϕ(N ).
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Definition 3.23. SiaMm una varietà di�erenziabile. una forma esterna di grado

k , ω,inM è un'applicazione che ad ogni punto p diM, assegna un elemento dello

spazio , Λk(Tp(M))∗ delle forme alternate e lineari dello spazio tangente Tp(M).

Data una forma esterna di grado k su M, diciamola ω, ed una parametrizzazione

fα : Uα →M, attorno ad un punto p, de�niamo la rappresentazione di ω in questa

parametrizzazione come la forma esterna di grado k, ωα, in Uα data da:

ωα[v1, ..., vk] = ω[dfα[v1], ..., dfα[vk]],

con vi ∈ Rm.

Remark 3.24. Si può dimostrare che una rappresentazione di una certa forma

di�erenziale ω, in un dato aperto V ⊆ fα(Uα) ∩ fβ(Uβ), dipende dalla parametriz-

zazione, nella maniera seguente:

ωα = (f−1
β ◦ fα)∗ωβ ,

Inoltre ad ogni sistema di rappresentazioni, su un ricoprimento diM, viene univo-

camente associata una forma esterna.

Grazie a questa osservazione possiamo de�nire �nalmente il concetto di forma

di�erenziale su una varietà.

Definition 3.25. Una forma di�erenziale di ordine k su una varietà di�erenziabile

M è una forma esterna di grado k su M, tale che, una volta scelto un ricopri-

mento9 R diM tratto dalla struttura di�erenziale, la sua rappresentazione sia, su

ciascun sistema di coordinate di R, una forma di�erenziale. Analogamente possi-

amo de�nire una forma di�erenziale de�nita su un aperto U diM, sostituendo al

posto diM, U ⊆M nella parte precedente della de�nizione.

9In generale un ricoprimento di un insieme X è una famiglia di insiemi {Ui}i∈I , tale che X ⊆⋃
i∈I Ui. In questo paragrafo viene utilizzato in senso improprio, e va ad indicare un sottoinsieme

di una struttura di�erenziabile tale che rispetti le proprietà 1,2,4 della de�nizione 3.12, ma non
necessariamente la 3.
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Qui possiamo notare l'importanza dell'osservazione 3.24, infatti, il fatto che la rap-

presentazione non dipenda dalla parametrizzazione che per un passaggio di coordi-

nate di�erenziabile, ci assicura che se una forma ha una rappresentazione di�eren-

ziale in un dato ricoprimento, estratto dalla struttura di�erenziale di M, allora

lo è in tutti i possibili ricoprimenti che possiamo estrarre. Dunque restano ben

de�nite le forme di�erenziali su una varietà. Tutte le operazioni de�nite preceden-

temente sulle forme di�erenziali in Rn possono venir estese al caso di una varietà

di�erenziabile tramite la loro rappresentazione, ovvero:

Definition 3.26. SiaM una varietà di�erenziabile. Sia O un'operatore, tra quelli

de�niti nel primo capitolo, che agisce su n forme di�erenziali in Rm, e ad esse

associa una forma di�erenziale in Rm. Allora de�niamo O suM, come l'operatore

che date ω1, ..., ωn forme di�erenziali su M, ad esse associa la forma di�erenziale

suM che, per ciascuna parametrizzazione fα, ha rappresentazione:

O[ω1, ..., ωn]α = O[ωα1 , ..., ω
α
n ],

dove con ωαi si indica la rappresentazione di ωi nella parametrizzazione fα.

Questa resta ben de�nita per l'osservazione 3.24 e per le proprietà delle operazioni

de�nite nel primo capitolo10, d'ora in avanti quando parleremo delle operazioni

de�nite nel capitolo uno sottintenderemo il fatto che si parlerà delle stesse ma

generalizzate al contesto di una generica varietà di�erenziabile. Per chiarire bene

le modalità con la quale si è operata tale generalizzazione, vediamone un esempio:

il di�erenziale esterno.

Example. SiaMn una varietà di�erenziabile e ω una forma di�erenziale de�nita

suM. Il di�erenziale esterno di ω, indicato con dω è quella forma di�erenziale la

10In generale infatti per queste vale:

f∗O[ω1, ..., ωh] = O[f∗ω1, ..., f
∗ωh].
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cui rappresentazione locale è d(ωα). Poiché:

dωα = d(ωα) = d[(f−1
β ◦ fα)∗ωβ ] = (f−1

β ◦ fα)∗d(ωβ),

dω resta dunque ben de�nito.

Vediamo ora un concetto strettamente legato a quello di forma di�erenziale, ovvero

la nozione di campo di vettori su una varietà.

Definition 3.27. Sia M una varietà, un campo di vettori X su M è un'appli-

cazione che a ciascun punto p ∈M associa un vettore tangente X(p) ∈ Tp(M). Un

campo di vettori è detto di�erenziabile se e solo se, per ogni ϕ ∈ F(M), si ha che

X[ϕ] :M→ R : p 7→ X(p)[ϕ] è un'applicazione di�erenziabile.

Dato un certo campo di vettoriX su una varietà di�erenziabileM, sia fα : Uα →M

un parametrizzazione di M; allora il nostro campo di vettori può esser scritto, in

fα(Uα), come

X =
∑
i

ai∂i,

con ∂i la base associata a fα. Inoltre dato che un campo di vettori può esser visto

come un'operazione in F(M), che a ϕ ∈ F(M) associa X[ϕ] ∈ F(M), possiamo

iterarla, e considerare per esempio, dato un altro campo di vettori Y , X[Y [ϕ]]

o Y [X[ϕ]]. In generale quest'operazione coinvolge derivate di ordine superiore al

primo. Nonostante ciò vale il seguente:

Lemma 3.28. Siano X e Y due campi di vettori di�erenziabili su una varietà dif-

ferenziabileM. Allora esiste un unico campo di vettori Z suM, tale che, per ogni

ϕ ∈ F(M), valga:

Z[ϕ] = (XY − Y X)[ϕ] = X[Y [ϕ]]− Y [X[ϕ]].
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Dimostrazione. Sia f : U →M una parametrizzazione, mostriamo che Z esiste

in f poi mostriamo che è unico ed in�ne mostriamo che de�nito nelle parametriz-

zazioni fα e fβ , indichiamolo come Zα e Zβ , allora si ha Zα = Zβ dunque Z resta

ben de�nito globalmente. Iniziamo con il calcolare XY e Y X:

XY [ϕ] = X

(∑
i

bi∂iϕ

)
=
∑
i,j

ajbi∂ijϕ+
∑
i,j

aj∂jbi∂iϕ,

Y X[ϕ] = Y

(∑
i

ai∂iϕ

)
=
∑
i,j

bjai∂jiϕ+
∑
j,i

bj∂jai∂iϕ,

dunque:

(XY − Y X)[ϕ] =
∑
i,j

(aj∂jbi − bj∂jai)∂iϕ.

Dunque Z può esser espresso in un qualsiasi sistema di coordinate nella forma data

sopra e questo ne prova l'unicità. �

Denoteremo con XY ϕ la funzione X[Y [ϕ]] e con Xϕ = X[ϕ], qualora non sorgano

delle ambiguità. Inoltre facciamo notare che dato un campo di vettori X ed una

funzione di�erenziabile ϕ, possiamo de�nire un nuovo campo di vettori ϕX, che al

punto p associa il vettore ϕ(p) ·X(p).

Definition 3.29. Il campo di vettori (XY − Y X)ϕ dato dal lemma 3.28, è detto

parentesi di X e Y , ed è denotato come:

[X,Y ] = XY − Y X,

in�ne questo è chiaramente di�erenziabile.

L'operatore parentesi gode delle proprietà seguenti:

Proposition 3.30. Siano X, Y e Z dei campi di vettori su una varietà M, a e b

due numeri reali ed in�ne ϕ e θ due funzioni appartenenti a F(M). Allora:

(1) [X,Y ] = −[Y,X].
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(2) [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y,Z].

(3) [[X,Y ], Z] + [[Z,X], Y ] + [[Y, Z], X] = 0.

(4) [θX,ϕY ] = ϕθ[X,Y ] + θX[ϕ]Y − ϕY [θ]X.

Dimostrazione. Consideriamo una parametrizzazione f , poi per l'unicità delle

parentesi di Poisson tutti i punti risulteranno globalmente dimostrati. Poniamo:

X =
∑
i

ai∂i, Y =
∑
i

bi∂i,

Z =
∑
i

ci∂i.

(1)

[X,Y ][ϕ] = (XY − Y X)[ϕ] =
∑
i,j

(aj∂jbi − bj∂jai)∂iϕ =

= −
∑
i,j

(bj∂jai − aj∂jbi)∂iϕ = −(Y X −XY )[ϕ] = −[Y,X][ϕ].

(2)

[αX + βY, Z] =
∑
i,j

[(αaj + βbj)∂jci − cj∂j(αai + βbi)]∂i =

= α
∑
i,j

(aj∂jci − cj∂jai)∂i + β
∑
i,j

(bj∂jci − cj∂jbi)∂i = α[X,Z] + β[Y,Z].

(3)

[[X,Y ], Z] + [[Z,X], Y ] = [XY − Y X,Z] + [ZX −XZ, Y ] =

= XY Z − ZXY + ZY X − Y XZ + ZXY −XZY − Y ZX + Y XZ =

= XY Z + ZY X − Y ZX −XZY = [X,Y Z − ZY ] = −[[Y,Z], X]

(4)

[ϕX, θY ] =
∑
i,j

(ϕaj∂j(θbi)− θbj∂j(ϕai)∂i =
∑
i,j

ϕajθ∂jbi∂i +
∑
i,j

ϕajbi∂jθ∂i+
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−
∑
i,j

θbjϕ∂jai∂i −
∑
i,j

θbjai∂jϕ∂i = ϕθ[X,Y ] + ϕY (θ)X − θX(ϕ)Y.

�

Esiste, inoltre, una relazione interessante tra il di�erenziale esterno e l'operatore

partentesi. Nel caso delle uno forme può esser riassunto nel seguente:

Proposition 3.31. Sia ω una 1-forma di�erenziale su una varietà di�erenziabile

M, e siano X, Y due campi di vettori di�erenziabili sulla stessa. Allora:

dω(X,Y ) = Xω(Y )− Y ω(Y )− ω([X,Y ]).

Dimostrazione. Sia f una parametrizzazione idM, siano inoltre:

X =
∑
i

ai∂i, Y =
∑
i

bi∂i,

Notiamo, che par la bilinearità di dω e la linearità di ω, se ciò vale su una famiglia

di campi di vettori Xi, allora continua a valere per la loro somma. Supponiamo che

la proposizione valga per i campi X,Y ,allora:

dω(αX, βY ) = αβdω(X,Y ) = αβ(Xω(Y )− Y ω(Y )− ω([X,Y ])) =

= αXω(βY )− βY ω(αX)− ω([αX, βY ]).

Dunque è su�ciente dimostrare l'a�ermazione sui campi di vettori di base, {∂i}

e questo vale per ogni campo di vettori. Osserviamo che [∂i, ∂j ] = 0, dunque è

su�ciente provare:

dω(∂i, ∂j) = ∂iω(∂j)− ∂jω(∂i).

Per la linearità del di�erenziale è su�ciente mostrare che vale:

d(αdxk)(∂i, ∂j) = ∂iαdxk(∂j)− ∂jαdxk(∂i).

d(αdxk)(∂i, ∂j) = dα ∧ dxk(∂i, ∂j) =
∑
h

∂hαdxh ∧ dxk[∂i, ∂j ] =
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=
∑
h

∂hαδ
i
hδ
j
k −

∑
h

∂hαδ
j
hδ
i
k = ∂iαδ

j
k − ∂jαδ

i
k =

= ∂iαdxk(∂j)− ∂jαdxk(∂i).

�

E può essere generalizzata al caso di k-forme.

Proposition 3.32. Sia ω una k-forma di�erenziabile e X1, ..., Xk+1 dei campi di

vettori di�erenziabili. Allora:

dω(X1, ..., Xk+1) =

k+1∑
i=1

[(−1)i+1Xiω(X1, ..., X̂i, ..., Xk+1)+

+

k+1∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj ], X1, ..., X̂i, ..., X̂j , ..., Xk+1)].

Dove X̂i vuol dire che manca Xi.

Dimostrazione. Omessa. Per dimostrare questo fatto si utilizza sostanzialmente

la stessa dimostrazione usata per il precedente. �

Concludiamo questa prima sezione con la nozione di orientabilità.

Definition 3.33. Una varietà di�erenziabileM è detta orientabile seM possiede

una struttura di�erenziabile {(fα, Uα)} tale che, per ogni coppia α, β per cui si ha

fα(Uα) ∩ fβ(Uβ) 6= ∅, il determinate del cambiamento di coordinate f−1
β ◦ fα sia

positivo. In caso contrarioM è detta non orientabile. SeM è orientabile, la scelta

di una particolare struttura di�erenziabile che rispetti le condizioni sopracitate è

detta un'orientazione diM.

In�ne diamo un piccolo lemma sull'orientabilità che verrà utilizzato nel seguito.
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Lemma 3.34. (sulle varietà orientabili)

Sia M una varietà orientabile e sia U un aperto di M. Allora U è una varietà

orientabile.

Dimostrazione. Sia A = {(fi, Ui)} un struttura di�erenziabile suM. De�niamo

allora B = {(fi, Ui ∩ f−1
i (U))}, poiché U è un aperto e fi è un omeomor�smo,

abbiamo che Vi = Ui∩f−1
i (U) è un aperto. BanalmenteB rispetta tutte le proprietà

di una struttura di�erenziabile su U . Se consideriamo il determinante della matrice

di d(f−1
j ◦ fi) in un punto p ∈ f−1

i (fi(Vi) ∩ fj(Uj)) ∩ f−1
i (U) questo sarà positivo

in quanto lo era anche in f−1
i (fi(Vi) ∩ fj(Uj)). �

3.2. Risoluzione degli esercizi sulle varietà di�erenziabili.

Prima di procedere con lo svolgimento degli esercizi apriamo una piccola parentesi

sulla notazione. Sia I un insieme e ∼ una relazione di equivalenza su I. Indicheremo

l'insieme quoziente di I rispetto a ∼ come I
∼ . Indicheremo inoltre la classe di x ∈ I

rispetta ∼ come [x]∼. Qualora la relazione sia chiara dal contesto, o non sorgano

comunque ambiguità, indicheremo la classe di x come [x]. Qualsiasi altra notazione

verrà speci�cata nel contesto. Proseguiamo ora con gli esercizi.

Exercise. 3.1

Sia PRn def
=

Rn+1\{0Rn+1}
∼λ , dove∼λe la relazione di equivalenza su Rn+1

0

def
= Rn+1\{0Rn+1}

de�nita da v ∼λ w ⇐⇒ v = µw con w, v ∈ Rn+1
0 e µ ∈ R \ {0}; PRn verrà detto

piano ( o spazio ) proiettivo reale di dimensione n ( per abbreviare talvolta verrà

indicato come n-proiettivo o proiettivo di dimensione n) . Lo scopo dell'esercizio è

dimostrare che PRnè una varietà di�erenziabile di dimensione n.

Svolgimento:
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Per prima cosa de�niamo una famiglia di insiemi contenuti nel n-proiettivo.

Ui
def
= {[(x1, ..., xi, ..., xn+1)]∼λ ∈ PRn | xi 6= 0} con i ∈ {1, ..., n}.

Ora de�niamo due famiglie di funzioni:

ϕi : Ui → Rn : [(x1, ..., xi, ..., xn+1)] 7→ (
x1

xi
, ...,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, ...,

xn+1

xi
).

ψi : Rn → Ui : (x1, ..., xi, ..., xn) 7→ [(x1, ..., xi−1, 1, xi, ..., xn)], con i ∈ {1, ..., n}.

Mostriamo innanzitutto che le ϕi sono ben de�nite; Siano x = (x1, ..., xn+1) e

y = (y1, ..., yn+1) due elementi della stessa classe. Questo vuol dire che ∃ µ ∈

R \ {0} | x = µy, calcoliamo

ϕi([x]) = (
x1

xi
, ...,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, ...,

xn+1

xi
) = (

µx1

µxi
, ...,

µxi−1

µxi
,
µxi+1

µxi
, ...,

µxn+1

µxi
) =

= (
y1

yi
, ...,

yi−1

yi
,
yi+1

yi
, ...,

yn+1

yi
) = ϕi([y])

.� Consideriamo

ψi◦ϕi([x]) = ψi((
x1

xi
, ...,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, ...,

xn+1

xi
)) = [(

x1

xi
, ...,

xi−1

xi
, 1,

xi+1

xi
, ...,

xn
xi

)] =

= [(xi
x1

xi
, ..., xi

xi−1

xi
, xi, xi

xi+1

xi
, ..., xi

xn
xi

)] = [(x1, ..., xi, ..., xn+1)] = ιUi([x]).

Sia z = (z1, ..., zn) vediamo ora

ϕi ◦ ψi(z) = ϕi([(z1, ..., zi−1, 1, zi, ..., zn)]) = (
z1

1
, ...,

zi−1

1
,
zi
1
, ...,

zn
1

) = z = ιRn(z)

. Questo prova che le ψi sono bijettive e che ψ−1
i = ϕi. (1) �

Inoltre sia [x] ∈ PRn allora x 6= 0Rn+1dunque esiste una sua coordinata di�erente

da 0, detto in altri termini

∃ i ∈ 1, ..., n | [x] ∈ Ui = ψi(Rn) =⇒
n⋃
i=1

ψi(Rn) = PRn

. (2) �
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Siano i, j tali che Ui ∩ Uj 6= ∅, consideriamo z ∈ ϕj(Ui ∩ Uj) ,facciamo notare che

zj 6= 0 , e

ξi,j(z)
def
= ψ−1

i ◦ ψj(z) = ϕi ◦ ψj (z) = ϕi([(z1, ..., zj−1, 1, zj , ..., zn)]) =

= (
z1

zi
, ...,

1

zj
, ...,

zj−1

zi
,
zj
zi
, ...,

zn
zj

)

è chiaramente di�erenziabile. (3) �

PRnè uno spazio quoziente dal punto di vista topologico, si può dimostrare ( vedere

[LoiT]) che la topologia quoziente su PRn è omeomorfa alla topologia generata dalle

ψi. Per veri�care che sia N2 e T2 veri�chiamo anzitutto che la relazione ∼λ è una

relazione aperta.11 Sia φt : Rn+1
0 → Rn+1

0 : x 7→ tx , questo è un omeomor�smo.

Sia inoltre π : Rn+1
0 → PRn : x 7→ [x] la proiezione canonica, dato U aperto

di Rn+1
0 allora π−1(π(U)) =

⋃
t∈R\{0} φt(U) quindi è aperto. Dato che lo spazio

quoziente di uno spazio N2 tramite una relazione aperta è N2, abbiamo che PRn è

N2. Sia X uno spazio topologico e ∼ una relazione di equivalenza su X , de�niamo

il seguente insieme :

RX
def
= {(x, y) ∈ X ×X | x ∼ y}

Sia

ξ : Rn+1
0 × Rn+1

0 → R : ((x1, ..., xn), (y1, ..., yn)) 7→
n∑

j,i=1

(xiyj − xjyi)2

, questa è continua dunque la controimmagine di un chiuso è un chiuso e RPR2 =

ξ−1({0}). In�ne, dato che se l'insieme RX è un chiuso in X ×X , con la topologia

prodotto, allora lo spazio quoziente ottenuto tramite relazione aperta è T2, otteni-

amo la (4). 12� Dunque abbiamo che A = {(ψi,Rn)} è una struttura di�erenziabile

su PRn. Q.E.D.

11Una relazione di equivalenza si dice aperta se dato un aperto U nello spazio da quozientare,
allora la contro-immagine della proiezione di U è un aperto.
12Per maggiori dettagli sulla dimostrazione del (4) si rinvia a [LoiT] Capitolo 11.
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Exercise. 3.2

Siano N e M due varietà di�erenziabili. Siano inoltre {(fα, Uα)} e {(gβ , Vβ)}

due strutture di�erenziabili su N e M, rispettivamente. Si consideri il prodotto

cartesiano N ×M e le funzioni

hβα : Vβ × Uα → N ×M : (x, y) 7→ (gβ(x), fα(y))

. L'esercizio si compone di due parti :

(1) Si dimostri che {(hβα, Vβ×Uα)} è una struttura di�erenziabile su N ×M,

che verrà chiamata varietà prodotto.

(2) Si descriva il prodotto S1 × S1 , dove S1è la 1-sfera di R2 con l'usuale

struttura di�erenziabile.

Svolgimento:

Innanzitutto è ovvia la biunivocità di hβα per ogni coppia (β, α) , l'inversa è

kβα : N ×M→ Vβ × Uα : (x, y) 7→ (g−1
β (x), f−1

α (y)). (1)

Inoltre è chiaro il fatto che N ×M =
⋃
β,α hβ,α(Vβ × Uα) .(2) �

Se Vβ × Uα ∩ Vβ′ × Uα′ 6= ∅ allora

h−1
βα ◦ hβ′α′(x, y) = (g−1

β ◦ gβ′(x), f−1
α ◦ fα′(y))

è di�erenziabile per componenti e dunque di�erenziabile. (3)

Rimane da vedere che cosa è S1 × S1. Consideriamo la parametrizzazione del toro

in R3,

Φ : R2 → T2 : (u, v) 7→ ((R+rcos(2πu))cos(2πv), (R+rcos(2πu))sin(2πv), rsin(2πu)),
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supponendo l'equazione cartesiana di T2 la seguente:

T2 : (
√
x2 + y2 −R)2 + z2 = r2.

Φ ricopre il toro bidimensionale ed è continua. Da questa ci rendiamo conto che cias-

cun punto del toro può esser identi�cato dalla coppia di angoli (2πu,2πv).Potremmo

cercare di utilizzare questi angoli per parametrizzare i due cerchi S1 × S1. Consid-

eriamo l'applicazione:

F (x1, x2, x3, x4) = ((R+ rx3)x1, (R+ rx3)x2, 3x4)

questa è continua e l'applicazione continua

G(x1, x2, x3) = (
x1√
x2

1 + x2
2

,
x2√
x2

1 + x2
2

,
(
√
x2

1 + x2
2 −R)

r
,
x3

r
)

é la sua inversa dunque T2 ' S1 × S1.

Exercise. 3.3

Sia ϕ : M → N un'applicazione di�erenziabile. Si mostri che la de�nizione di

di�erenziale in p, dϕp : TpM → TpN , non dipende dalla curva scelta e che è

lineare.

Svolgimento:

Siano α, β due curve su M tali che α(0) = β(0) = p, e α′(0) = β′(0) = v.

Consideriamo

dϕαp [v] =
d

dt
(ϕ ◦ α)|0 =

∑
i

α′i∂iϕ[α]|0 =
∑
i

α′i(0)∂iϕ[α(0)] =

=
∑
i

β′i(0)∂iϕ[β(0)] =
d

dt
(ϕ ◦ β)|0 = dϕβp [v].

Dunque è ben de�nita, manca solamente veri�carne la linearità. Siano α, β, γ tre

curve passanti in p, e tali che γ′(0) = aα′(0) + bβ′(0). Poniamo v = γ′(0), w =
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α′(0), u = β′(0). Dunque:

dϕp[v] = dϕp[aw + bu] =
∑
i

γ′i(0)∂iϕ[γ(0)]i =

=
∑
i

(aα′i(0) + bβ′i(0))∂iϕ[γ(0)] = a
∑
i

α′i(0)∂iϕ[α(0)] + b
∑
i

β′i(0)∂iϕ[β(0)] =

= adϕp[w] + bdϕp[u].

Exercise. 3.4

Sia ϕ :M→ N un'immersione e sia p ∈ M. Si mostri che esiste un intorno di p,

diciamolo V ⊆M, tale che ϕ|V sia un embedding.

Svolgimento:

Poiché ϕ è un immersione abbiamo che dϕp è iniettiva per ogni p,. Siano f, g due

parametrizzazioni in un intorno di p e ϕ(p), rispettivamente. Abbiamo dunque che

per ogni α, curva suM tale che α(0) = p e α′(0) 6= 0,

∑
i

α′i∂iϕj∂j 6= 0.

Da cui deduciamo che {∂iϕj} è un insieme libero. Per il teorema di inversione

locale otteniamo che g−1 ◦ ϕ ◦ f è un di�eomor�smo tra un certo Uf−1(p) e la sua

immagine. Poniamo V = f(Uf−1(p)), questo è un intorno di p e in quest'intorno

abbiamo che ϕ è un omeomor�smo se restringiamo il fodomio alla sua immagine. (

Perché sia f−1 che g sono omeomor�smi. )

Exercise. 3.5

Sia

ϕ : R3 → R4 : (x , y , z ) 7→ (x2 − y2, xy, xz, zy)

un'applicazione tra R3 e R4. Sia inoltre θ : S
2

± → R4 : [p]± 7→ ϕ(p).13 Si dimostri

che θ è un embedding.

13Dove la relazione ± su S2 è de�nita della maniera seguente: x± y ⇐⇒ x = y ∨ x = −y.
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Svolgimento:

Prima di tutto mostriamo che θ è ben de�nita. La classe di un elemento p è l'insieme

{p,−p} , per mostrare che non dipende dal rappresentante basta mostrare che

ϕ(p) = ϕ(−p) che risulta ovvio dalla de�nizione di ϕ. Ciò che dobbiamo veri�care è

che data una struttura di�erenziabile sulla sfera, per ciascuna parametrizzazione f

si abbia che d(ϕ◦f) sia iniettiva. In questo modo Otteniamo che ϕ è un'immersione.

Veri�chiamolo. Innanzitutto consideriamo il seguente struttura di�erenziabile su

S2

± :

sia Ui = {(x1, x2)| x2
1 + x2

2 < 1}

e siano f∓i : Ui → S2 : (x1, x2) 7→ (∓x1δ
i
2∓Dδi1,∓x1δ

i
1∓x2δ

i
3∓Dδi2,∓x2δ

i
1∓Dδi3)

con D =
√

1− (x2
1 + x2

2) e i ∈ {1, 2, 3}. Poniamo A = {(Ui, fi)}

Questa sarà la struttura di�erenziabile su S2 che utilizzeremo. Notiamo anzitutto

che D 6= 0 sempre e che ϕ ◦ f+
i = ϕ ◦ f−i . Consideriamo dapprima ϕ ◦ f+

1 per le

altre si potrà applicare lo stesso ragionamento.

ϕ(f+
1 (x1, x2)) = (D2 − x2

1, x1D, x2D, x1x2)

La matrice associata a

d(ϕ ◦ f+
1 )[x, y] =

 2DDx − 2x D + xDx yDx y

2DDy xDy D + yDy x


che è di rango 2. Dunque d(ϕ ◦ f+

1 ) è iniettiva. Alla stessa maniera si prova che

sono iniettive d(ϕ ◦ f+
2 ) e d(ϕ ◦ f+

3 ). Ora manca solo provare che θ è iniettiva.

Questo si può fare osservando che se

x̄ = (x1, x2, x3), ȳ = (y1, y2, y3) ∈ S2
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e ϕ(x̄) = ϕ(ȳ) (1) allora x̄ = ±ȳ. Da (1) otteniamo:

x2
1 − x2

2 = y2
1 − y2

2 (a)

x1x2 = y1y2 (b)

x1x3 = y1y3 (c)

x2x3 = y2y3 (d)

Se x1 = x2 = 0 allora dalla (a) otteniamo y1 = ∓y2 da (b) usando (a) otteniamo

y2
1 = 0 =⇒ y1 = y2 = 0 dato che i punti stanno sulla sfera y3 = ±1 e x3 = ±1

dunque y3 = ±x3 =⇒ x̄ = ±ȳ.

Se x1 = 0 e x2 6= 0 allora da (b) e da (c) si ha che y1y2 = y1y3 = 0 mentre da (a) si

ha y2
1−y2

2 = −x2
2 dunque sia y2 = 0 sia y1 = 0 ma non entrambi. Dunque possiamo

avere x3 = 0 allora x2 = ±1 dunque y2
1 − y2

2 = −1 =⇒ y3 = 0. Inoltre poiché

y2
2 , y

2
1 ≤ 1 e y2

1 − y2
2 = −1 =⇒ y2 = ±1 e y1 = 0. Dunque x̄ = ±ȳ. Se x3 6= 0 allora

y2y3 6= 0 =⇒ y2 6= 0
(b)

=⇒ y1 = 0 = ±x1 =⇒ x2
2 = y2

2 =⇒ ±x2 = y2

da (d) si ottiene in�ne x̄ = ±ȳ. Con un ragionamento identico si prova l'enunciato

nel caso x1 6= 0, x2 = 0. Resta solo il caso x1, x2 6= 0. Se

x2
1−x2

2 = 0 =⇒ y2
1−y2

2 = 0dunquey1 = ±y2ex1 = ±x2. Dalla(b)siha(y1, y2) = ±(x1, x2).

Da (c) + (d) si ottiene che x̄ = ±ȳ. In�ne se x2
1 − x2

2 6= 0 da (c)2 − (d)2 otteniamo

x3 = ±y3. Considerato che

∑
i∈{1,2,3}

x2
i =

∑
i∈{1,2,3}

y2
i = 1

otteniamo che x2
1+x2

2 = y2
1 +y2

2 (a1) sommando (a) a questa si ottiene che x1 = ±y1,

mentre sottraendo (a) da (a1) si ottiene x2 = ±y1. Da cui x̄ = ±ȳ. � Dunque è
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un'embedding in quanto θ è un'applicazione continua da un compatto ( per il lemma

dell'applicazione chiusa essa è un embedding)14. Q.E.D.

Exercise. 3.6

Si consideri il cilindro C de�nito da {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 = 1}, e sia ∼ la

relazione di equivalenza su C data da v ∼ w ⇐⇒ v = ±w. Mostrare che si può

dotare C
∼ di una struttura di�erenziabile. C

∼ verrà detto nastro di Möbius in�nito.

Svolgimento:

Consideriamo S̃ = S2 \ {N,S} la sfera privata dei poli15. Sia inoltre S = S̃
∼ ab-

biamo che S è un aperto del proiettivo reale di dimensione 2, dunque una varietà.

Dimostriamo prima di tutto che S è varietà di�erenziabile: sia A = {(fi, Ui)} la

struttura di�erenziabile del proiettivo reale di dimensione 2, togliamo dal dominio

delle parametrizzazioni tutti i punti che vengono inviati in [N ]. Dato che il proietti-

vo meno [N ] è un aperto del proiettivo16abbiamo che Vi = Ui\f−1
i ([N ]) è un aperto

di R3 dunque S = {(fi, Vi)} è una struttura di�erenziabile su S. � De�niamo

ϕ : C → S̃ : (x, y, z) 7→ (
x

D
,
y

D
,
z

D
)

Dove D =
√
x2 + y2 + z2, questa è continua da C in R3, dunque da C in ϕ(C) ⊆ S̃.

Consideriamo:

ξ : S̃ → C : (x, y, z) 7→ (
x

D′
,
y

D′
,
z

D′
)

Dove D′ =
√
x2 + y2, questa è altrettanto continua e inoltre è l'inversa di ϕ.

Dunque ϕ è un omeomor�smo. � Inoltre se quozientiamo sia S̃ che C rispetto

alla relazione di equivalenza ∼, otteniamo che

[x]C = [y]C ⇐⇒ [ϕ(x)]S∼ = [ϕ(y)]S∼

14Vedere [LoiT] capitolo Quozienti.
15Quando consideriamo la sfera in R3, intendiamo come poli i punti : N = (0, 0, 1) e S = (0, 0,−1).
16In quanto S̃ è un aperto della topologia indotta su S2 dunque dato che PR2è dotato della
topologia quoziente e che π−1(PR2 \ {[N ]}) = S̃, otteniamo che PR2 \ {[N ]} è aperto.
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. Indichiamo con π1e π2 la proiezione canonica di C su C
∼ e di S̃ su S, rispettiva-

mente. Sia f = π2◦ϕ questa è un'identi�cazione, inoltre da (s) si ha che f è costante

sulle �bre di π1 e viceversa. Dunque per il corollario 3.2, esiste un omeomor�smo

ψ tra C
∼ e S, tale che

π1 = ψ ◦ f = ψ ◦ π2 ◦ ϕ

. Sia inoltre A = {(fi, Ui)} una struttura di�erenziabile per S, consideriamo gi =

ψ ◦ fi.

(1)
⋃
i∈I gi(Ui) =

⋃
i∈I ψ(fi(Ui)) = ψ(

⋃
i∈I fi(Ui)) = ψ(S) = C

∼ .

(2) gi è biunivoca poiché lo sono sia ψ che fi.

(3) Se Ui∩Uj 6= ∅ allora g−1
j ◦gi = (ψ ◦fj)−1 ◦ (ψ ◦fi) = f−1

j ◦ (ψ−1 ◦ψ)◦fi =

f−1
j ◦ fi che è di�erenziabile.

(4) In�ne C
∼ è T2e N2 in quanto omeomorfo ad uno spazio T2, N2. Dunque

B = {(gi, Ui)} è una struttura di�erenziabile su C
∼ .Q.E.D.

Exercise. 3.7

SiaM una varietà di�erenziabile di dimensione n. Dimostrare che il �brato tangente

diM, de�nito da

TM := {(v, p)| p ∈M e v ∈ Tp(M)},

è una varietà di�erenziabile orientabile di dimensioni 2n ( anche se M non è

orientabile).

Svolgimento:

Sia A = {(fi, Ui)} una struttura di�erenziabile suM. Consideriamo

Fi : Ui × Rn → TM : (xi1, ..., x
i
n, y

i
1, ..., y

i
n) 7→ (fi(x

i
1, ..., x

i
n),

∑
j

yij∂j).
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Queste sono biunivoche e coprono TM. Dobbiamo veri�care che il cambio di

coordinate sia di�erenziabile.

F−1
j ◦ Fi(pi, vi) = F−1

j (fi(q
i), dfi(v

i)) = (f−1
j ◦ fi(qi), d(f−1

j ◦ fi)[vi])

e come f−1
j ◦fi e d(f−1

j ◦fi) sono di�erenziabili, lo sono anche F
−1
j ◦Fi. Inoltre TM

è T2 eN2 in quanto omeomorfa al prodotto di spazi T2 eN2 . Dunque è una varietà

di�erenziabile. �Denotiamo (y1(x1, ..., xn), ..., yn(x1, ..., xn)) := f−1
j ◦fi(x1, ..., xn).

d(f−1
j ◦ fi)|p(x1, ..., xn) = A


x1

...

xn

 =


∂1y1|p

. . . ∂ny1|p

...
. . .

...

∂1yn|p . . . ∂nyn|p




x1

...

xn

 =

=

n∑
i=1

(∂iy1xi, ..., ∂iynxi)

Ora calcoliamo d(F−1
j ◦ Fi).

d(F−1
j ◦ Fi)|(p,v)

[(x1, ..., x2n)] = B


x1

...

x2n

 =

 A 0n

0n A




x1

...

x2n


Dove 0n è la matrice nulla di ordine n, da cui otteniamo Det(B) = [Det(A)]2.

Dunque è orientabile. Q.E.D.

Exercise. 3.8

Sia M una varietà di�erenziabile tale da esser ricoperta con due carte coordinate

V1, V2 tali che V1 ∩ V2 sia connesso. Si mostri cheM è orientabile.

Svolgimento:

Se V1∩V2 è connesso allora sono connessi anche Ui = f−1
i (V1∩V2) ( dove le fi sono

le carte locali), in quanto immagini di un connesso tramite applicazioni continue.

Dunque sia A(p) la matrice del di�erenziale di f−1
j ◦ fi ciascuna sua componente è
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continua su Ui e tale è l'applicazione determinante ( in quanto somma e prodotto di

applicazioni continue), ciò implica che l'insieme I = {Det(A(p))|p ∈ Ui} è connesso.

Dunque se il determinate cambiasse segno allora 0 ∈ I , ma se A(p) =0 allora f−1
j ◦fi

non è invertibile in un intorno di p, il che è assurdo. Dunque il determinante

è sempre positivo (oppure è sempre negativo ma basta cambiare una delle due

parametrizzazioni, scambiando due coordinate e il determinate diventa positivo).

Il che signi�ca cheM è orientabile. Q.E.D.

Exercise. 3.9

Si mostri che la sfera di Rn, Sn−1 = {(x1, ..., xn)| ||(x1, ..., xn)|| = 1}, è orientabile.

Svolgimento:

Consideriamo la seguente struttura di�erenziabile su Sn.A = {(fi, Ui), (gi, Ui)} o

Ui = B1(0) ⊂ Rn et

fi : Ui → Sn : (x1, ..., xn) 7→ (y1, ..., yn+1) où yj = Dδij+xj−1δ
i
j−1+xj(1−δij−δij−1)

17

gi : Ui → Sn : (x1, ..., xn) 7→ (y1, ..., yn+1) où yj = −Dδij+xj−1δ
i
j−1+xj(1−δij−δij−1)

Questa non è altro che una generalizzazione, su Sn, della struttura di�erenziale su

S2 fornita nell'esercizio 3.5. Inoltre si ha che l'inversa di fi e di gi coincidono.

g−1
i = πi|S2

où πi : Rn+1 → Rn : (x1, ..., xi, ..., xn+1) 7→ (x1, ..., xi−1, xi+1, ..., xn+1).

Dunque

(f−1
j ◦ fi)(x1, ..., xn) = πj ◦ fi(x1, ..., xn) = (x1, ..., xj−1, xj+1, ..., xi−1, D, xi, ..., xn)

17D =
√

1−
∑n
i=1 x

2
i e δji è un delta di Kroneker cioè δji =

{
1 se i = j

0 se i 6= j
. Osservando la

convenzione che x0 = 0.
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, dove supponiamo che j < i, ipotesi che per altro non è a�atto restrittiva, infatti
non in�uisce in alcun modo nel ragionamento. Consideriamo la matrice A di d(πj ◦
fi), tenendo conto che ∂tD = xt

D otteniamo:

A =



1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0

− x1
D2 − x2

D2 . . . −
xj−1

D2 −
xj

D2 −
xj+1

D2 . . . −
xi−1

D2 − xi
D2 −

xi+1

D2 . . . −
xn−2

D2 − xn
D2

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 1 0

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 1



Se calcoliamo il determinante otteniamo: Det(A) = − xi
D2 . Ora (x1, ..., xn) ∈

πi(fi(Ui) ∩ fj(Uj)) dunque xi, xj > 0 =⇒ Det(A) < 0 . Consideriamo ora

g−1
j ◦ gi , la matrice associata al di�erenziale è :

A =



1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0

x1
D2

x2
D2 . . .

xj−1

D2

xj

D2

xj+1

D2 . . .
xi−1

D2
xi
D2

xi+1

D2 . . .
xn−2

D2
xn
D2

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 1 0

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 1



Se calcoliamo il determinante otteniamo: Det(A) = xi
D2 . Ora (x1, ..., xn) ∈ πi(gi(Ui)∩

gj(Uj)) dunque xi, xj < 0 =⇒ Det(A) < 0 . Consideriamo ora f−1
j ◦gi , la matrice
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associata al di�erenziale è :

A =



1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0

x1
D2

x2
D2 . . .

xj−1

D2

xj

D2

xj+1

D2 . . .
xi−1

D2
xi
D2

xi+1

D2 . . .
xn−2

D2
xn
D2

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 1 0

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 1



Se calcoliamo il determinante otteniamo: Det(A) = xi
D2 . Ora (x1, ..., xn) ∈ πi(gi(Ui)∩

fj(Uj)) dunque xi < 0 xj > 0 =⇒ Det(A) < 0 . Consideriamo ora f−1
j ◦ gi , la

matrice associata al di�erenziale è :

A =



1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0

0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0 0 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 0 0 . . . 1 0 0 . . . 0 0

− x1
D2 − x2

D2 . . . −
xj−1

D2 −
xj

D2 −
xj+1

D2 . . . −
xi−1

D2 − xi
D2 −

xi+1

D2 . . . −
xn−2

D2 − xn
D2

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 1 0

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 1



Se calcoliamo il determinante otteniamo: Det(A) = − xi
D2 . Ora (x1, ..., xn) ∈

πi(gi(Ui) ∩ gj(Uj)) dunque xj < 0, xi > 0 =⇒ Det(A) < 0 . Consideriamo

A′ = {(Fi, Ui), (Gi, Ui)}, dove Fi e Gi sono ottenute da fi e gi, rispettivamente,

scambiando due parametri, questa è una struttura di�erenziale su Sn ed i determi-

nanti dei di�erenziali del cambio di coordinate, hanno tutti segno opposto a quelli

dati da A. Q.E.D.
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Exercise. 3.10

Si mostri che PR2 è una varietà non orientabile.

Svolgimento:

Dunque se riusciamo a trovare un aperto non orientabile del proiettivo possiamo

dedurne la sua non orientabilità. Per lo svolgimento di questo esercizio ripren-

deremo le notazioni dell'esercizio 3.1. Consideriamo il seguente aperto del proiet-

tivo : O = U1 ∩ U2 . Questo aperto può essere coperto dalle parametrizzazioni

ψ1|{(x1,x2)|x2 6=0} e ψ2|{(x1,x2)|x1 6=0} , consideriamo

ψ−1
1 ◦ ψ2(x, y) = ψ−1

1 ([x, 1, y]) = (
1

x
,
y

x
)

da cui la matrice associata a d(ψ−1
1 ◦ ψ2), diciamola M =

 −1
x2 0

−y
x2

1
x

, det(M) =

−1
x3 , questo cambia segno a seconda del punto (x,y) scelto dunque non è orientabile.

Q.E.D.

Un'altra possibile maniera di risolvere l'esercizio sarebbe stata di mostrare che un

nastro di Möbius in�nito non è orientabile. Il fatto che sia un aperto del proiettivo

( vedere esercizio 3.6) congiuntamente al lemma sulle varietà orientabili, ovvero il

lemma 3.34, concluderebbe l'esercizio.

Exercise. 3.11

Si mostri che la bottiglia di Klein Kf(0, R, r) non è orientabile.

Svolgimento:

Iniziamo con il de�nire la bottiglia di Klein. Per fare questo è su�ciente dare una

sua struttura di�erenziabile, che denoteremo A = {(fi, Ui)}.

U1 = (0, 2π)× (0, 2π)
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f1 : U1 → Kf(0, R, r) ⊂ R4 : (u, v) 7→



x = (r cos v +R) cosu

y = (r cos v +R) sinu

z = r sin v cos(u/2)

w = r sin v sin(u/2)

In maniera simile de�niamo su U2 = U3 = U1

f2 : U2 → Kf(0, R, r) ⊂ R4 : (t, s) 7→



x = (r cos t+R) cos s

y = (r cos t+R) sin s

z = r sin t cos( s+π2 )

w = r sin t sin( s+π2 )

f3 : U3 → Kf(0, R, r) ⊂ R4 : (s, t) 7→



x = (r cos( s+π2 ) +R) cos t

y = (r cos( s+π2 ) +R) sin t

z = r sin( s+π2 ) cos t

w = r sin( s+π2 ) sin t

Ora consideriamo f1(U1) ∩ f2(U2) = W , questo è un aperto e non è connesso,

infatti è costituito da due componenti connesse W1 = {f1(u, v)| π/2 < u < 2π} e

W2 = {f1(u, v)| 0 < u < π/2}. Il cambiamento di coordinate è dato da :

f−1
2 ◦ f1(u, v) = (u− π/2, v) in W1 (?)

f−1
2 ◦ f1(u, v) = (u− 3π/2, 2π − v) in W2 (??)

Costruiamo la matrice A associata al di�erenziale di f−1
2 ◦ f1(u, v) in W1. A = u 0

0 1

 dunque Det(A) = u > 0. Se consideriamo la matrice B associata al
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di�erenziale di f−1
2 ◦ f1(u, v) in W2, otteniamo B =

 u 0

0 −1

, che implica

Det(B) = −u < 0. Dunque Kf(0, R, r) non è orientabile. Q.E.D.

Exercise. 3.12

De�niamo un �fascio di piani� su un aperto U di R3 come P : U ⊂ R3 → P(R3) :

p 7→ P (p) := {(x, y, z)|a1(p)x+a2(p)y+a3(p)z = 0} dove P (p) è un piano passante

per p. Il fascio di piani è detto di�erenziabile se tali sono i coe�cienti ai dell'e-

quazione di P viste come funzioni di p. De�niamo in�ne una super�cie integrale di

P , una qualsiasi super�cie S tale che abbia come piano tangente in p esattamente

P (p) ∀p ∈ U . Sia ω una forma di�erenziale di grado 1 su U con ω(q) 6= 0, q ∈ U .

Si mostri che :

(1) ω determina un fascio di piani P tramite la condizione

v ∈ P (p) ⊆ R3 ⇐⇒ ωp(v) = 0

(2) Se S è una super�cie integrale di P che passa per p, si ha i∗(ω) = 0 dove

i : S ↪→ R3 è l'inclusione.

(3) Se esiste un super�cie integrale S di P che passa per tutti i p ∈ U , allora

esiste una 1 forma σ in un intorno V di p tale che dω = ω ∧ σ.

(4) Se esiste una super�cie integrale di P , per tutti i p e ω = adx1+bdx2+cdx3,

allora

(∂2c− ∂3b)a+ (∂3a− ∂1c)b+ (∂1b− ∂3a)c = 0

Svolgimento:

1. Sia v = (p, x− p1, y− p2, z− p3) ∈ Tp(R3) , e sia inoltre ω = adx1 + bdx2 + cdx3

dove a,b e c sono calcolati in p.

0 = ωp(v) = a(p)(x− p1) + b(p)(y − p2) + c(p)(z − p3)
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e questa è proprio l'equazione di un piano passante per p.�

2. i∗ωp[v] = ωp(v), ma come v ∈ Tp(S) = P (p), ωp(v) = 0.�

3. Siano ω2, ω3 due forme di�erenziali di grado 1 tali che {ω = ω1, ω2, ω3} = Ω sia

un'insieme libero in V . Consideriamo dω, questo può essere espresso in funzione di

ω1, ω2, ω3 come dω = α(ω2∧ω3)+β(ω3∧ω1)+γ(ω1∧ω2). Come Ω è libero abbiamo

che ∃v ∈ Tp(S) tale che ω2[v]ω3[v] 6= 0 Dunque la forma di�erenziale ω2 ∧ ω3 è non

nulla in P (p). Consideriamo

0 = d(i∗ω) = i∗(dω) = α((i∗ω2)∧ (i∗ω3))+β((i∗ω3)∧ (i∗ω1))+γ((i∗ω2)∧ (i∗ω1)) =

= α(ω2 ∧ ω3) =⇒ α = 0.

Da cui dω = ω ∧ (γω2 − βω3). Ponendo σ = (γω2 − βω3) otteniamo la tesi.

4. Abbiamo dunque che per ogni p dω ∧ ω = −σ ∧ (ω ∧ ω) = 0. In coordinate

dω = (∂2c− ∂3b)dx2 ∧ dx3 + (∂3a− ∂1c)dx3 ∧ dx1 + (∂1b− ∂3a)dx1 ∧ dx2

da cui

0 = dω ∧ ω = ((∂2c− ∂3b)a)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 + ((∂3a− ∂1c)b)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3+

+((∂1b− ∂3a)c)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 =

= [(∂2c− ∂3b)a+ (∂3a− ∂1c)b+ (∂1b− ∂3a)c]dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

da cui la tesi.

Exercise. 3.13

Sia ω = xdx + ydy + zdz e sia P il fascio di piani generato su R3 \ {0} da ω. Si

mostri che per ogni p la super�cie integrale di P in p è la sfera centrata nell'origine

e passante per p.

Svolgimento:
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Il piano generato da ωin p è 0 = p1(x− p1) + p2(y− p2) + p3(z− p3). Consideriamo

la sfera di centro l'origine e passante per p, questa ha equazione cartesiana: x2 +

y2 + z2 = ||p||2 =: r2, dunque la possiamo vedere come super�cie di livello r2 della

funzione F : R3 → R : (x, y, z) 7→ x2 + y2 + z2. Il piano tangente a questa in un

punto p = (p1, p2, p3) è dato da

< ∇F (p1, p2, p3), (x− p1, y − p2, z − p3) >= 0

m

< (2p1, 2p2, 2p3), (x− p1, y − p2, z − p3) >= 0

m

p1(x− p1) + p2(y − p2) + p3(z − p3) = 0.

Q.E.D.

Exercise. 3.14

Sia ω = zdx + xdy + ydz e sia P il fascio di piani generato su R3 \ {0} da ω. Si

mostri che per ogni p la super�cie integrale di P in p non ha super�cie integrale.

Svolgimento:

Dall'esercizio 3.12.d dobbiamo avere che se una forma di�erenziale ϕ ammette

super�cie integrale per ogni p allora, seϕ = adx1 + bdx2 + cdx3,

(∂2c− ∂3b)a+ (∂3a− ∂1c)b+ (∂1b− ∂3a)c = 0

Calcoliamo :

0 = (∂2c− ∂3b)a+ (∂3a− ∂1c)b+ (∂1b− ∂3a)c = z + x+ y
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che non è uguale a zero per tutti i punti di R3 \ 0. Dunque non ammette super�cie

integrale per tutti i punti. Q.E.D.

Exercise. 3.15

Si consideri la retta reale R munita delle seguenti strutture di�erenziabili:

f1 : R→ R : x 7→ x

f2 : R→ R : x 7→ x3

Si mostri che:

(1) L'applicazione identica ι : (R, f1) → (R, f2) : x 7→ x non è un di�eomor-

�smo ( da cui si deduce che la strutture di�erenziali massimali generate

da f1 e da f2 sono di�erenti.)

(2) L'applicazione ϕ : (R, f1)→ (R, f2) : x 7→ x3 è un di�eomor�smo (dunque

nonostante la di�erenza delle strutture massimali generate, queste sono

di�eomorfe.)

Svolgimento:

ι è un di�eromor�smo tra (R, f1) e (R, f2) se e solo se f−1
2 ◦ι◦f1 è un di�eomor�smo

(f−1
2 ◦ ι◦f1)[x] = 3

√
x che in zero presenta dei problemi di di�erenziabilità. Dunque

non è un di�eomor�smo. f−1
2 ◦ ϕ ◦ f1[x] = f−1

2 (x3) = x questa è visibilmente

di�erenziabile per tutti gli x in R inoltre e continua ed inversa di se stessa, il che

implica chiaramente che è un di�eomor�smo. Q.E.D.

Exercise. 3.16

Sia M una varietà di�erenziabile connessa di dimensione n. Per ogni p ∈ M

sia Op l'insieme delle basi di Tp(M) quoziente la relazione seguente: � la base

R è equivalente alla base P se e solo se la matrice di passaggio ha determinante
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positivo�. Chiaramente Op contiene due soli elementi, e ciascun elemento Op di Op

è detto orientamento in p, denoteremo −Op l'elemento diverso da Op in Op. Ora

sia

M̃ = {(p,Op)| p ∈M e Op ∈ Op}

Sia B = {(fα, Uα)|α ∈ Θ} la struttura di�erenziale ( massimale) suM. De�niamo

f̃α : Uα → M̃ : (x1, ..., xn) 7→ (fα(x1, ..., xn), [∂1, ..., ∂n])

dove [∂1, ..., ∂n] è la classe della base di Tp(M) generata da fα. Si mostri che:

(1) A = {(f̃α, Uα)} è una struttura di�erenziabile di M̃ e che questa munita

di A è orientabile ( anche seM non lo è ) .

(2) L'applicazione π : M̃ →M : (p,Op) 7→ p è di�erenziabile, suriettiva e che

per ciascun p esiste un intorno V ⊂M, tale che U = π−1(V ) è unione di

due insiemi disgiunti tali che ciascuno di essi sia inviato da π in maniera

di�eomorfe su V . Per questo M̃ è detta doppia copertura orientabile di

M.

(3) M è orientabile se e solo se M̃ non è connessa.

Svolgimento:

(1) L'inversa di f̃α è gα : (p,Op) 7→ f−1
α (p) dunque è biunivoca. Chiaramente

∪α∈Θf̃α(Uα) copre M̃. Resta da veri�care la di�erenziabiltà del cam-

bio di coordinate ma gβ ◦ f̃α(x1, ..., xn) = f−1
β ◦ fα(x1, ..., xn) dunque è

di�erenziabile.

(2) la funzione π è di�erenziabile in (p,Op) se e solamente se data la parametriz-

zazione fα tale che p ∈ fα(Uα) l'applicazione f−1
α ◦ π ◦ f̃α(x1, ..., xn) è

di�erenziabile in (x1, ..., xn) = f−1
α (p). Allora f−1

α ◦ π ◦ f̃α(x1, ..., xn) =

f−1
α ◦π(p,Op) = f−1

α (p) = (x1, ..., xn) che è chiaramente di�erenziabile. La

suriettività è chiara, sia V un intorno di p ∈M tale che p ∈ V ⊆ fα(Uα).
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Sia q ∈ V , π−1(q) = {(q,Oq), (q,−Oq)}. Ci scegliamo per ciascun pun-

to un orientazione e indichiamo
⊕

questo insieme, questo è della forma

{Oq|q ∈ V }. Consideriamo l'insieme � = {(q,−Oq)|Oq ∈
⊕
∧q ∈ V } e

l'insieme � = {(q,Oq)|Oq ∈
⊕
∧q ∈ V }. π−1(V ) = � ∪ � e � ∩ � = ∅,

dunque è unione di due insiemi disgiunti. Resta da veri�care che π è un dif-

feomor�smo tra �(�) e V . Consideriamo ϕ+(−) : V → �(�) : p 7→ (p,Op)

( (p,−Op) )dove Op ∈
⊕

. Dunque π|�(π|�) è biunivoca e chiaramente

di�erenziabile, in quanto restrizione di applicazione di�erenziabile. Ri-

mane solo da veri�care la di�erenziabilità di ϕ. Consideriamo dunque

f̃−1
α ◦ ϕ ◦ fα(x1, ..., xn) = f̃−1

α ◦ ϕ(p) = f̃−1
α (p,Op) = f−1

α ◦ π(p,Op) =

(x1, ..., xn) chiaramente di�erenziabile.

(3) Supponiamo che sia orientabile , gli insiemi A = {(p,Op)| Op = f̃β}

dove {fβ}β∈B è un orientazione di M e B = {(p,−Op)| Op = f̃β} sono

non vuoti, aperti18 e disgiunti. Quindi M̃, è sconnessa. Viceversa, sup-

poniamo che M̃ non sia connessa. Iniziamo con il dimostrare che π è

un'applicazione chiusa. Sia C un chiuso di M̃, questo è vero se e solo se

f̃α
−1

(C) è un chiuso, dunque f̃−1
α (C) = f−1

α (π(C)) è un chiuso, ma un

sottoinsieme C ′ diM è chiuso se e solo se f−1
α (C ′) è chiuso, dunque π(C)

è chiuso in M. Siano C1 e C2 due componenti connesse di M̃, dato che

M̃ è orientabile allora lo sono anche C1e C2 in quanto aperti 19 e chiusi di

M̃. Poiché π(C1) è chiuso, aperto e non vuoto inM allora coincide con

M. Ora π : C1 →M è dunque chiusa, continua, suriettiva e per ciascun

punto di C1 esiste un intorno V tale che π sia un di�eomor�smo da V in

π(V ).

Exercise. 3.17

Sia S = R2
·
∪ {p?}, ovvero l'unione disgiunta di R2 e {p?}. Siano f1 e f2 le mappe

18Sono aperti in quanto unione di immagini di aperti tramite omeomor�smi.
19Per il lemma 3.34 sulle varietà orientabili .
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de�nite da :

f1(u, v) =


(u, v) se u2 + v2 6= 0

p? altrimenti

f2(u, v) =


(u, v) se u2 + v2 6= 0

0R2 altrimenti

Si mostri che {(fi,R2) | i ∈ {1, 2}} è una struttura di�erenziabile per S, tranne per

il fatto che la topologia generata da essa non è T2.

Svolgimento:

f1, f2 sono bijettive e f1(R2) = S \ {(0R2)}, f2(R2) = S \ {(p?)} da cui f1(R2)
·
∪

f2(R2) = S. f−1
1 ◦ f2 = f−1

2 ◦ f1 = ιR2\{0R2} che è di�erenziabile. Consideriamo ora

i punti 0R2 , p? ∈ S, siano U, V un intorno di 0R2 e p?, rispettivamente. Essi saranno

l'immagine di un qualche intorno di 0R2 , siano allora V = f1(WV ), U = f2(WU ),

poiché WV e WU sono intorni di 0R2 abbiamo che (WV ∩ WU ) \ {0R2} 6= ∅, sia

(u, v) ∈ (WV ∩WU ) \ {0R2}, (u, v) = f1(u, v) ∈ V e (u, v) = f2(u, v) ∈ U dunque

U ∩ V 6= ∅. Da cui deduciamo che non esistono due intorni disgiunti di 0R2 e p?.



CAPITOLO 4

Integrazione su varietà; Il teorema di Stokes e il

Lemma di Poincaré1.

Nel capitolo precedente abbiamo de�nito �l'habitat� delle forme di�erenziali, in

questo invece daremo un senso alla trattazione, infatti lo scopo principale delle

forme di�erenziali, come già detto nel secondo capitolo, è quello di esser integrate,

ed è questo che faremo nel presente. Qui completeremo, o meglio generalizzeremo,

quanto fatto nel secondo capitolo, estendendo il concetto d'integrazione di una

forma di�erenziale al caso di varietà n dimensionali, orientabili e compatte. Inoltre

introdurremmo due teoremi fondamentali sull'argomento: il teorema di Stokes ed

il lemma di Poincaré.

4.1. De�nizioni e teoremi riguardanti integrazione su varietà.

In questa sezione introdurremmo il concetto di integrale di una n forma su una

varietà di dimensione n, dapprima su Rn poi su varietà compatte ed in�ne su va-

rietà qualsiasi, a patto che esse siano orientabili e compatte. Per ciò che riguarda

quest'ultima condizione in realtà troveremo il modo di eliminarla a patto di raf-

forzare le ipotesi sul tipo di topologia presente sulla struttura di�erenziabile. In

seguito verrà introdotta la nozione di bordo di una varietà e di varietà con bordo,

ed enunciato il teorema di Stokes. In�ne concluderemo questa sezione con il Lemma

di Poincaré. Iniziamo con il de�nire il supporto di una forma di�erenziale.

1Jules Henri Poincaré (29 Aprile 1854 �17 Luglio 1912) è stato un matematico, un �sico teorico e
un �losofo francese. I suoi contributi sono stati importanti in molti campi della matematica.
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4.1.1. Integrazione su varietà.

Definition 4.1. Sia ω una forma di�erenziale de�nita in un aperto U una varietà

Mn . Il supporto K di ω è la chiusura2 dell'insieme:

A = {p ∈Mn| ω(p) 6= 0}.

Consideriamo una n forma ω suMn = Rn.

Definition 4.2. Sia ω = a(x1, ..., xn)dx1 ∧ ...∧dxn, tale che il suo supporto sia un

compatto3 K contenuto in U . De�niamo

ˆ
U

ω =

ˆ
K

a(x1, ..., xn)dx1 · · · dxn,

dove l'integrale a destra è il classico integrale multiplo di Rn.

Procediamo ora con il de�nire l'integrale di una forma nel caso più generale di

una varietà M, per evitare problemi di convergenza quest'ultima verrà supposta

compatta4. Come detto nell'introduzione della sezione, supporremo la varietà ori-

entabile. Supponiamo inizialmente che il supporto K di ω, sia contenuto in un

unico sistema di coordinate, Vα = fα(Uα).

Definition 4.3. Sia ωα = aα(x1, ..., xn)dx1 ∧ ... ∧ dxn la rappresentazione di ω in

Vα, allora de�niamo:

ˆ
M
ω =

ˆ
Vα

ω =

ˆ
Uα

aαdx1 · · · dxn,

dove il terzo membro è un'integrale multiplo in Rn.

2La chiusura di un insieme A ⊆ X, con (X, τ) spazio topologico, è il più piccolo chiuso contenente
A, ovvero

⋂
i∈I Ci, dove {Ci}i∈I è l'insieme di tutti i chiusi che contengono A.

3Dato che siamo in Rn e che il supporto è un chiuso, allora è su�ciente che sia limitato. In
generale dato uno spazio topologico (X, τ) un'insieme K è detto compatto se e solo se per ogni
ricoprimento {Ai}i∈I , con I famiglia di indici qualsiasi, è possibile estrarre un sotto ricoprimento
�nito, ovvero, equivalentemente, è possibile trovare una famiglia �nita di indici J ⊆ I tale che
{Ai}i∈J sia ancora un ricoprimento.
4In questo modo abbiamo che il supporto è un compatto, poiché un chiuso in un compatto è
compatto.
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Si deve ancora mostrare che questa de�nizione è formalmente corretta, infatti

potrebbe capitare che K sia contenuto anche in un altro sistema di coordinate

Vβ , e si deve avere che l'integrale nei due casi coincide. Possiamo supporre, al

limite restringendo Uα e Uβ , che Vα = Vβ . Sia il cambiamento di coordinate:

f = f−1
α ◦ fβ : Uβ → Uα,

dato da xi = fi(y1, ..., yn), con i ∈ {1, ..., n},x̄ = (x1, ..., xn) ∈ Uα e ȳ = (y1, ..., yn) ∈

Uβ . Abbiamo dunque:

ωβ = f∗ωα,

da cui si ottiene:

ωβ = Det(df)aβdy1 ∧ ... ∧ dyn,

dove aβ(ȳ) = aα(f1(ȳ), ..., fn(ȳ)). D'altro canto, abbiamo, per la regola del cambio

di variabili nell'integrale multiplo, che:

ˆ
Vα

ω =

ˆ
Uα

aαdx1 · · · dxn =

ˆ
Uβ

|Det(df)|aβdy1 · · · dyn =

ˆ
Vβ

ω,

nell'ultima eguaglianza si è sfruttato il fatto che Det(df) > 0, ovvero l' orientabilità,

dunque questa è indispensabile poiché l'integrale di ω in una varietà resti ben

de�nito. Inoltre la scelta dell'orientazione di M �ssa il segno dell'integrale di ω,

prendendo un'orientazione opposta5l'integrale di ω cambia di segno.

Passiamo ora al caso in cui K non sia contenuto in un unico sistema di coordinate.

Prima di generalizzare l'integrazione a quest'ultimo caso abbiamo bisogno di alcuni

importanti lemmi e di una proposizione ad essi conseguente.

Lemma 4.4. Esiste una funzione di�erenziabile ϕ : Bn3 (0)→ R, tale che:

(1) ϕ(p) = 1 se p ∈ Bn1 (0),

(2) ϕ(p) ∈ (0, 1] se p ∈ Bn2 (0),

5Ovvero data un'orientazione {(fα, Uα)}, l'orientazione {(gβ , Vβ)}, tali che siano contenute nella
stessa struttura di�erenziabile, è detta opposta se e solo se, dati αe β per cui vale gβ(Vβ)∩fα(Uα) 6=
∅, si ha Det(d(g−1

β ◦ fα)) < 0.
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(3) ϕ(p) = 0 se p ∈ Bn3 (0)\Bn2 (0).

Dimostrazione. Iniziamo con il de�nire:

α(t) =

ˆ t

−∞
e−

1
(τ+1)(τ+2)χ

(−2,−1)
(τ)dτ,

dove con χA indichiamo la funzione caratteristica di A. La funzione α così ottenuta

è ovviamente di�erenziabile ed inoltre si a che ammette massimo per t = −1; detto

M questo massimo, poniamo:

ϕ(p) =
α(−|p|)
M

, p ∈ Bn3 (0).

La veri�ca delle tre proprietà risulta immediata in quanto:

α(t) = 0 se t ∈ (−∞,−2],

α(t) ≤M se t ∈ (−2,−1]

ed in�ne

α(t) = M se t > −1.

�

Da questo lemma ricaviamo il seguente:

Lemma 4.5. Data una varietà di�erenziabile Mn, p ∈ M e g : U → M una

parametrizzazione in un intorno di p; esiste una parametrizzazione f : Bn3 (0)→M

attorno a p, tale che f(Bn3 (0)) ⊆ g(U) e f−1(p) = 0Rn .

Dimostrazione. Sia (x0
1, ..., x

0
n) in U tale che g(x0

1, ..., x
0
n) = p, sia inoltre r ∈ R+

tale che Br(p) ⊆ U , allora de�niamo:

f : B3(0)→M : (x1, ..., xn) 7→ g(
r

3
x1 + x0

1, ...,
r

3
xn + x0

n),
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questa è ovviamente una parametrizzazione di un intorno di p tale che f(0) = p e

che f(B3(0)) ⊆ U. �

In�ne dai due lemmi precedenti otteniamo la seguente, importante, proposizione.

Proposition 4.6. (Esistenza di una partizione di�erenziabile dell'unità.) SiaMn

una varietà compatta e sia {Vα} un ricoprimento di M costituito da sistemi di

coordinate. Allora esistono delle funzioni di�erenziabili ϕ1, ..., ϕm tali che:

(1)
∑m
i=1 ϕi = 1,

(2) 0 ≤ ϕi ≤ 1,e il supporto di ϕi è contenuto in qualche Vαi , del ricoprimento

{Vα}.

(3)
⋃m
i=1 Vαi =M.

Le {ϕi} sono dette partizione di�erenziabile dell'unità subordinata al ricoprimento

{Vα}.

Dimostrazione. Sia p un punto di M, detta fp una parametrizzazione in un

intorno di p che goda delle proprietà data nel lemma4.5. Posto Vp = fp(B3(0)) e

Wp = fp(B1(0)) ⊆ Vp, abbiamo che la famiglia {Wp} è un ricoprimento di M, e

dunque lo è anche la famiglia {Vp}. Dato che la nostra varietà è compatta possiamo

estrarre da questi due ricoprimenti sue sotto ricoprimenti �niti, estrattoW1, ...,Wm,

possiamo prendere come sotto ricoprimento di {Vp} l'insieme dei Vi associati ai Wi.

De�niamo le funzioni θi :M→ R come:

θi(x) =


ϕ ◦ f−1(x) se x ∈ Vi

0 se x ∈M\Vi
,

con ϕ la funzione de�nita nel lemma 4.4; le applicazioni così ottenute sono di�eren-

ziabili e il loro supporto è contenuto in Vi, in�ne si ha che
∑
i θi > 0 . De�niamo

in�ne:

ϕi =
θi∑
i θi

.
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Immediata la veri�ca del fatto che ϕi(p) ∈ [0, 1] e che rispetta le condizioni volute.

�

Remark 4.7. La proposizione precedente vale ancora qualora si considerino delle

varietà non compatte, che possiedano basi locali6 numerabili, considerando dei ri-

coprimenti localmente �niti7. Esiste un teorema che ci garantisce che ogni varietà

possiede dei ricoprimenti localmente �niti, questo può essere trovato, per esem-

pio, nel [WarFDM]. In�ne osserviamo che non è richiesta l' orientabilità nella

proposizione precedente.

Adesso che abbiamo una partizione di�erenziabile dell'unità, possiamo �nalmente

de�nire l'integrale su una varietà compatta ed orientabile.

Definition 4.8. SiaMn una varietà compatta ed orientabile, sia inoltre {Vα} un

ricoprimento diM costituito da sistemi di coordinate ed in�ne, sia {ϕi}0<i≤m una

partizione di�erenziabile dell'unità associata a {Vα}. De�niamo l'integrale di una

n forma di�erenziale ω suM, come:

ˆ
M
ω =

m∑
i=1

ˆ
M

(ϕiω).

Facciamo notare che ϕiω è una forma di�erenziale il cui supporto è contenuto in

uno dei Vα, dunque il membro di destra è perfettamente de�nito.

Si dimostra facilmente che la de�nizione di integrale non dipende ne dal ricoprimen-

to né dalla partizione dell'unità ad esso associata. Assumeremo come dato questo

fatto.

6Vedi la de�nizione 3.2.
7Ovvero che in ciascun punto della varietà è contenuto in un numero �nito di insiemi del
ricoprimento.
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4.1.2. Il Teorema di Stokes. In questa parte di questa prima sezione in-

trodurremo il Teorema di Stokes, ma per fare questo abbiamo bisogno di alcune

de�nizioni preliminari, che ci permettano di enunciare in maniera precisa il teorema.

Iniziamo con la de�nizione di semispazio.

Definition 4.9. Il semispazio di Rn è l'insieme

Hn = {(x1, ..., xn) ∈ Rn| x1 ≤ 0},

dotato della topologia indotta da Rn, quest'ultimo dotato della topologia euclidea8.

De�niamo ora funzioni di�erenziabili e di�erenziale di una funzione nel semispazio

Hn.

Definition 4.10. Sia f : V ⊆ Hn → R, con V Un'Aperta di Hn. Allora f è detta

di�erenziabile se e solo se esistono U , aperto di Rn contenente V , ed una funzione

f̄ : U → R, di�erenziabile, tale che:

f̄|V = f,

ovvero che la restrizione di f̄ a V sia f . In questo caso il di�erenziale di f in p ∈ V

è dfp = df̄p.

Nel caso V non contenga punti del piano Π1 = {(x1, ..., xn) ∈ Rn| x1 = 0}, la

de�nizione di dfp coincide con quella data in Rn. Mentre, in caso contrario, ovvero

p ∈ Π1, il di�erenziale dfp è un'applicazione de�nita per tutti i vettori di Rnp .

Utilizzando le curve è facile mostrare che dfp è indipendente dall'estensione f̄ scelta.

In maniera similare de�niamo il concetto funzione di�erenziabile f : V ⊆ Hn → Rn.

Andiamo ora de�nire il concetto di varietà con bordo regolare.

8La topologia che ha come base B = {Bnr (Q); r ∈ Q, Q ∈ Qn}.
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Definition 4.11. Una varietà di�erenziabile con bordo ( regolare ) di dimensione

n, o n varietà con bordo ( regolare ), è la coppia (M,A); doveM è un insieme, e

A è una famiglia di coppie:

A = {(fα, Uα)}α∈A,

dove fα : Uα ⊆ Hn → M, sono applicazioni iniettive, da un aperto Uα di Hn9 in

M, tali che:

(1)
⋃
α∈A fα(Uα) =M, ovvero tali che le immagini delle fα siano un ricopri-

mento diM.

(2) Per ogni coppia α, β ∈ A tale che fα(Uα)∩ fβ(Uβ) = W 6= ∅ si abbia che,

f−1
α (W ) e f−1

β (W ) siano aperti di Hn e le applicazioni f−1
α ◦ fβ e f−1

β ◦ fα

siano di�erenziabili.

(3) La famiglia A sia una famiglia massimale che rispetti le 1) e le 2).

(4) La topologia suM data dalle fα
10 è T2 e N2.

La coppia (fα, Uα) , con p ∈ fα(Uα), è detta parametrizzazione, o sistema di

coordinate, diM in p; L'insieme fα(Uα) è detto intorno coordinato di p, ed in�ne

la famiglia A è detta struttura di�erenziabile suM. In�ne un punto p ∈M è detto

del bordo se per qualche parametrizzazione fα in p abbiamo che f−1
α (p) ∈ Π1.

Per ciò che riguarda, i punti del bordo abbiamo il seguente:

Lemma 4.12. La de�nizione di punto del bordo non dipende dalla parametrizzazione

scelta.

Dimostrazione. Siano f, g due parametrizzazioni in un intorno V di p ∈ M,

supponiamo che p sia del bordo per f ma non per g; ovvero p = f(0, x2, ..., xn) =

9Dove l'n è la dimensione della varietà.
10Un aperto A suM è tale se e solo se per ogni α, tale che A∩fα(Uα) 6= ∅, vale che f−1

α (A∩fα(Uα))

è un aperto.
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g(y1, ..., yn) con yn 6= 0. Sia W = f(X) ∩ g(Y ), questo è non vuoto e saranno

dunque non vuoti:

T = g−1(W ), R = f−1(W ),

dunque:

f−1 ◦ g : T → R,

è un di�eomor�smo, considerata una bolla di raggio r centrata in (y1, ..., yn) = q,

che non intersechi il piano x1 = 0, questa viene inviata di�eomor�camente in un

intorno di (0, x2, ..., xn), ma allora questo dovrà contenere dei punti della forma

(x1, ..., xn) con x1 > 0, che non sono contenuti in Hn. �

L'insieme di punti del bordo di una data varietà con bordo regolare M è detto

bordo, ed indicato ∂M. Se il bordo di M è vuoto allora la de�nizione di varietà

con bordo e quella di varietà data nel capitolo tre, coincidono. Per cui d'ora in

poi con varietà verrà indicata una varietà con bordo, dato che il caso precedente

è incluso. Si estendono facilmente tutte le de�nizioni date precedentemente nel

caso di varietà senza bordo, infatti si introducono esattamente allo stesso modo

delle corrispondenti de�nizioni per le varietà, semplicemente sostituendo Rn con

Hn. Sempre per quanto riguarda il bordo di una varietà abbiamo il seguente.

Theorem 4.13. SiaM una varietà n dimensionale, il suo bordo ∂M è una varietà

(n-1) dimensionale. Inoltre se M è orientabile allora l'orientazione su M induce

un'orientazione su ∂M.

Dimostrazione. Sia p un punto del bordo diM e sia fα : Uα →M, con f−1
α (p) =

q = (0, x2, ..., xn) ∈ Uα. Poniamo inoltre:

Ūα = Uα ∩Π1.

Identi�cando Π1 e Rn−1, possiamo dunque vedere Ū , come un aperto di quest'ul-

timo, detta f̄α = fα|Ū , abbiamo, per il lemma 4.12 che f̄α(Ūα) ⊆ ∂M. Si può

facilmente dimostrare che {(f̄α, Ūα)} è una struttura di�erenziabile su ∂M e questo
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prova la prima parte dell'asserto. Consideriamo un punto q la cui immagine sia nel

bordo, supponiamo che f̄α(Ūα) ∩ f̄β(Uβ) 6= 0, osservato che f−1
α ◦ fβ porta punti

della forma (xβ1 , ..., x
β
n) in punti della forma (xα1 , ..., x

α
n), abbiamo:

Det(d(f−1
α ◦ fβ))q =

∂xα1

∂xβ1
Det(d(f̄−1

α ◦ f̄β)q),

visto che xα1 e xβ1 sono negativi in un intorno di q e che xα1 (q) = 0, abbiamo che

∂xα1
∂xβ1

> 0 , poiché per ipotesi si ha Det(d(f−1
α ◦ fβ)) > 0, otteniamo l'asserto. �

Adesso possiamo enunciare il teorema di Stokes:

Theorem 4.14. (di Stokes) SiaM una varietà di�erenziabile, con bordo regolare,

di dimensione n, compatta ed orientata. Sia ωuna n-1 forma di�erenziale suM, e

sia i : ∂M ↪→M l'inclusione del bordo inM. Allora:

ˆ
∂M

i∗ω =

ˆ
M
dω.

Dimostrazione. Sia K il supporto di ω. Iniziamo con il supporre K ⊆ V = f(U),

un intorno coordinato della parametrizzazione f : U ⊆ Hn → M. In U possiamo

scrivere ω come:

ω =
∑
j

ajdx1 ∧ ... ∧ dxj−1 ∧ dxj+1 ∧ ... ∧ dxn,

dove aj(x1, ..., xn) è una funzione di�erenziabile in U . Allora possiamo scrivere:

dω =

∑
j

(−1)j−1∂jaj

 dx1 ∧ ... ∧ dxn.

Supponiamo inizialmente che f(U) ∩ ∂M = ∅. Allora ω è nulla in ∂M, il che

implica che i∗ω = 0, e dunque è nullo
´
∂M i∗ω. Estendiamo le funzioni aj e con un

piccolo abuso di notazione poniamo:

aj(x1, ..., xn) =


aj(x1, ..., xn) (x1, ..., xn) ∈ U

0 (x1, ..., xn) /∈ U
,
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poiché f−1(K) ⊆ U , le funzioni così de�nite risultano esser di�erenziabili in Hn.

Poiché f−1(K) è un compatto, allora esiste un parallelepipedo Q, dato da x0
j ≤

xj ≤ x1
j , che lo contiene. Allora:

ˆ
M
dω =

ˆ
U

∑
j

(−1)j+1∂jaj

 dx1 · · · dxn =
∑
j

(−1)j+1

ˆ
U

∂jajdx1 · · · dxn =

=
∑
j

(−1)j+1

ˆ
[aj(x1, ..., xj−1, x

1
j , xj+1, ..., xn)−aj(x1, ..., xj−1, x

0
j , xj+1, ..., xn)]dx1 · · · dxj−1dxj+1 · · · dxn =

Poiché aj(x1, ..., xj−1, x
1
j , xj+1, ..., xn) = aj(x1, ..., xj−1, x

0
j , xj+1, ..., xn) = 0, abbi-

amo che

= 0 =

ˆ
∂M

i∗ω.

Supponiamo che f(U) ∩ ∂M 6= ∅, possiamo scrivere l'inclusione i come x1 = 0 e

xj = xj . Allora, utilizzando l'orientazione indotta sul bordo, possiamo scrivere:

i∗ω = a1(0, x2, ..., xn)dx2 ∧ ... ∧ dxn.

Procediamo estendendo le aj come fatto in precedenza e considerando il paral-

lelepipedo Q, contenente f−1(K), dato da:

x1
1 ≤ x1 ≤ 0, x1

j ≤ xj ≤ x0
j j ∈ {2, ..., n},

tale che f−1(K) sia contenuto nell'interno di Q unito con Q ∩Π1. Allora:

ˆ
M
dω =

∑
j

(−1)j+1

ˆ
Q

∂jajdx1 · · · dxn =

=

ˆ
a1(0, x2, ..., xn)− a1(x1

1, ..., xn)dx2 · · · dxn+

+
∑
j>1

(−1)j+1

ˆ
[aj(x1, ..., xj−1, x

1
j , xj+1, ..., xn)−aj(x1, ..., xj−1, x

0
j , xj+1, ..., xn)]dx1 · · · dxj−1dxj+1 · · · dxn =

Poiché aj(x1, ..., xj−1, x
1
j , xj+1, ..., xn) = aj(x1, ..., xj−1, x

0
j , xj+1, ..., xn) = 0, con

j > 1, e a1(x1
1, ..., xn) = 0 abbiamo che

=

ˆ
a1(0, x2, ..., xn)dx2 · · · dxn =

ˆ
∂M

i∗ω.



4.1. DEFINIZIONI E TEOREMI RIGUARDANTI INTEGRAZIONE SU VARIETÀ. 123

Passiamo ora al caso generale, sia {Vα} un ricoprimento aperto diM compatibile

con l'orientazione, sia ϕj , j ∈ {1, ...,m}, la partizione di�erenziabile dell'unità ad

essa associata. Le forme ωj = ϕjω, soddisfano le ipotesi dei casi precedenti e quindi

per ciascuna di esse vale il Teorema di Stokes, ora
∑
j dϕj = d

(∑
j ϕj

)
= d(1) =

0,dunque abbiamo che:

ω =
∑
j

ωj , dω =
∑
j

dωj ,

quindi: ˆ
M
dω =

∑
j

ˆ
M
ωj =

∑
j

ˆ
∂M

i∗ωj =

ˆ
∂M

i∗ω.

�

Corollary 4.15. (Teorema della divergenza)Sia M una varietà con bordo di di-

mensione 3 di R3, sia V un campo di vettori. Si scelga un'orientazione di R3 e

sia N il vettore normale a ∂M nell'orientazione indotta. In�ne sia σ l'elemento

d'area di ∂M. Allora:

ˆ
M
∇ · V ν =

ˆ
∂M
≺ V,N � σ.

Dimostrazione. Consideriamo un intorno U ⊆ R3 di p ∈ M, i campi di�erenzi-

abili ortonormali e1, e2, N tali che e1, e2 siano tangenti a ∂M. Allora, una volta

indicato con ω =≺ V �, si ha:

i∗(∗ω(e1, e2)) =≺ V,N �,

il che vuol dire:

i∗(∗ω) =≺ V,N � σ.

In questo caso:

ˆ
M
∇ · V ν =

ˆ
M
d(∗ω) =

ˆ
∂M

i∗(∗ω) =

ˆ
∂M
≺ V,N � σ.

�
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4.1.3. Il Lemma di Poincaré. SiaMn una varietà di�erenziabile, estendi-

amo il concetto di forma di�erenziale chiusa e di forma di�erenziale esatta viste nel

secondo capitolo, al caso di varietà di dimensione n.

Definition 4.16. Una k forma di�erenziale ω, de�nita su M è detta esatta se

esiste una k − 1 forma di�erenziale β tale che ω = dβ. Invece ω è detta chiusa se

dω = 0. Qualora per ogni punto p ∈ M esiste un suo intorno Vp tale che ω sia

esatta in Vp, allora ω è detta localmente esatta.

Poiché d2 = 0, abbiamo che una forma di�erenziale esatta è anche chiusa. Mentre

il viceversa non è vero, almeno in generale11.

Definition 4.17. Data una varietà Mn, questa è detta contraibile, ad un certo

punto p0 ∈M, se esiste un'applicazione di�erenziabile

H :M× R→M : (p, t) 7→ H(p, t),

tale che:

H(p, 1) = p, H(p, 0) = p0, ∀p ∈M.

De�nite le varietà contraibili, possiamo enunciare il lemma di Poincaré; questo ci

fornisce un legame tra chiusura e esattezza di una forma di�erenziale contraibile.

Theorem 4.18. (Lemma di Poincaré) Sia M una varietà contraibile e sia ω una

k forma chiusa suM, allora ω è esatta.

Dimostrazione. Iniziamo con il de�nire la proiezione:

π :M× R→M : (p, t) 7→ p,

11Un controesempio è dato dalla forma ω = xdy−ydx
x2+y2 , de�nita in R2\{0R2}, questa è chiusa ma

non esatta.
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denotiamo inoltre con ω̄ la k forma su M× R data da H∗ω, dove H è la mappa

che ci fornisce la contraibilità diM. De�niamo l'inclusione a livello t, come:

it :M→M× R : p 7→ (p, t),

De�niamo un'applicazione I che, data un k forma inM×R, ad essa assegna una k

forma inM. Iniziamo con il utilizzare il lemma 4.19, che ci dice che una qualsiasi

kforma ω̄ inM× R si può scrivere in maniera unica come:

(4.1.1) ω̄ = ω1 + dt ∧ η,

con ω1 una k forma tale che ω1[v1, ..., vk] = 0, se qualche vi, i ∈ {1, ..., k}, appartiene

al nucleo di dπ, e η è una k − 1 forma con la stessa proprietà. Siano p ∈ M e

v1, ..., vk ∈ Tp(M), allora in p:

I(ω̄)p[v1, ..., vk] :=

ˆ 1

0

{η(p, t)[dit[v1], ..., dit[vk]]}dt,

dove η è data dalla decomposizione di ω̄ descritta nella (4.1.1). Poiché M è

contraibile

H ◦ i1 = ιM, H ◦ i0 = p0 ∈M.

Dunque:

ω = (H ◦ i1)∗ω = i∗1(H∗ω) = i∗1ω̄,

0 = (H ◦ i0)∗ω = i∗0(H∗ω) = i∗0ω̄.

Inoltre, poiché dω = 0, si ha: dω̄ = d(H∗ω) = H∗dω = 0. Utilizzando il lemma

4.21, otteniamo che:

ω = i∗1ω̄ = i∗1ω − i∗0ω = d(Iω̄) + I(dω̄) = d(Iω̄) = dα,

posto α = Iω̄. �

Osservando che una forma esatta è chiusa otteniamo che nel caso di varietà con-

traibili allora l'esser esatta e l'esser chiusa sono proprietà perfettamente equivalenti.
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Per dimostrare il lemma di Poincaré ci siamo serviti di due lemmi, andiamo ora a

vederli in dettaglio.

Lemma 4.19. Ogni forma di�erenziale di grado k ω̄ inM×R, intesa come varietà

prodotto12, può esser scritta in forma unica come:

ω̄ = ω1 + dt ∧ η,

con ω1 una k forma tale che ω1[v1, ..., vk] = 0, se qualche vi, i ∈ {1, ..., k},

appartiene al nucleo di dπ, e η è una k − 1 forma con la stessa proprietà.

Dimostrazione. Sia p ∈M e f : U →M una parametrizzazione in un intorno di

p. Allora f(U)×R è un intorno coordinato inM×R. In questo intorno, denotate

le coordinate come (x1, ..., xn, t), possiamo esprimere ω̄ come:

ω̄ =
∑

j1,...,jk

aj1...jkdxj1 ∧ ... ∧ dxjk+

+dt ∧
∑

j1,...,jk−1

bj1...jk−1
dxj1 ∧ ... ∧ dxjk−1

= ω1 + dt ∧ η.

Ovviamente ω1 e η godono della proprietà richiesta. Inoltre abbiamo trovato l'e-

spressione locale della decomposizione, da cui l'unicità. Per ciò che riguarda l'e-

sistenza è su�ciente de�nire ω1e η in ciascun intorno coordinato utilizzando l'espres-

sione locale, nell'intersezione di due intorni le de�nizioni risultano essere uguali per

unicità, dunque ω1 e η possono esser de�nite globalmente. �

Definition 4.20. Sia M come nel lemma precedente, e sia it : M → M× R :

p 7→ (p, t), l'inclusione a livello t. De�niamo l'applicazione I che ad una k forma di

M× R assegna una k − 1 forma inM, de�nita da:

Iω̄p[v1, ..., vk−1] =

ˆ 1

0

{η(p, t)[dit[v1], ..., dit[vk−1]]dt,

12Date due varietà (M, {(fα, Uα)}) e (N , {(gβ , Vβ)}) la varietà prodotto è la varietà

(M×N , {(fα × gβ , Uα × Vβ)}),
dove fα × gβ : Uα × Vβ →M×N : (x̄, ȳ) 7→ (fα(x̄), gβ(ȳ)). Si dimostra che questa è ancora una
varietà e che la sua dimensione è la somma delle dimensioni diMe N .
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con ω̄ = ω1 +dt∧η , una k forma suM×R e a destra la decomposizione del lemma

precedente.

Lemma 4.21. SianoM, it, ω̄, ω1 ed η come dal lemma 4.19. Allora:

i∗1ω̄ − i∗0ω̄ = d(Iω̄)− I(dω̄).

Dimostrazione. Sia p ∈ M. Iniziamo con il notare che I è additivo, quindi

possiamo limitarci a considerare i casi:

ω̄ = fdxj1 ∧ ... ∧ dxjk (a), ω̄ = fdt ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxjk−1
(b),

Iniziamo con il caso (a), consideriamo il sistema di coordinate (x1, ..., xn, t), calco-

liamo I(dω̄)p;

I(dω̄)p =

(ˆ 1

0

∂f

∂t
dt

)
dxi1 ∧ ... ∧ dxik =

= (f(p, 1)− f(p, 0)) dxi1 ∧ ... ∧ dxik = i∗1ω̄ − i∗0ω̄.

Consideriamo ora d(Iω̄) = d(0) = 0, questo poiché η in questo caso risulta esser

nullo.

Passiamo ora al caso (b); in questo caso si ha:

i∗0ω̄ = i∗1ω̄ = 0,

calcolando dω̄ =
∑
i ∂ifdxi ∧ dt ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik−1

, dunque:

I(dω̄) = −
∑
i

(ˆ 1

0

∂ifdt

)
dxi ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik−1

,

e

d(Iω̄) = d

[ˆ 1

0

fdtdxi1 ∧ ... ∧ dxik−1

]
=

=
∑
i

(ˆ 1

0

∂ifdt

)
dxi ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik−1

.

�
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Finita la parte delle de�nizioni e dei teoremi, passiamo agli esercizi.

4.2. Risoluzione degli esercizi sull'integrazione su varietà.

Exercise. 4.1

Sia f : R3 → R una funzione di�erenziabile e sia ω la 2 forma su R3 data da:

ω =
∂1fdy ∧ dz + ∂2fdz ∧ dx+ ∂3fdx ∧ dy

||∇ f ||
.

Ammettiamo che se a ∈ R è un valore regolare per f ( cioè, per tutti i p ∈ f−1(a),

dfp è suriettiva) allora:

M2 = Lf (a) = {(x, y, z) ∈ R3| f(x, y, z) = a}

è una super�cie regolare e orientabile di R3(cf. [DoCDG], 2.2). Si mostri che

la restrizione di ω a M2 è un elemento d'area di M2. Con l'ultima a�ermazione

s'intende che se {v1, v2} è una base positiva di Tp(M2), con p ∈M2, allora ω[v1, v2]

è l'area del parallelogramma generato da v1e v2.

Svolgimento:

Data una parametrizzazione

g : U ⊆ R2 →M⊆ R3 : (u, v) 7→ (g1(u, v), g2(u, v), g3(u, v))

diM in un intorno di p, compatibile con l'orientazione, de�niamo gu = ∂1g, gv =

∂2g. Ricordiamo che ∇ f ⊥ gu, gv in tutti i punti di g(U) ( vedere esercizio 1.12).

Da cui

∇ f ‖ gu × gv. (n)

inoltre abbiamo che è addirittura equiverso. Notiamo inoltre che:

x = g1(u, v) =⇒ dx = ∂1g1du+ ∂2g1dv.
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ragionando allo stesso modo per y e z, considerando che

gu × gv = Det


î ĵ k̂

∂1g1 ∂2g1 ∂3g1

∂1g2 ∂2g2 ∂3g2


13svolgendo i prodotti esterni otteniamo:

dx ∧ dy + dz ∧ dx+ dy ∧ dz =

(∑
i

(gu × gv)i
)
du ∧ dv.

Dove (gu × gv)i rappresenta la i-esima componente di gu × gv. Allora otteniamo:

ω =
≺ ∇ f, (gu × gv) �

||∇ f ||
du∧dv (n)

=
||∇ f ||||(gu × gv)||

||∇ f ||
du∧dv = ||gu×gv||du∧dv = dσ.

Che è esattamente l'elemento d'area dσ.

Exercise. 4.2

(1) Sia ω = xdy − ydx e j :M ↪→ R2 l'inclusione di una regione limitata con

bordo regolare ∂M. Si mostri che:

Area(M) =
1

2

ˆ
∂M

j∗ω.

(2) Sia

ω = xdy ∧ dz − ydx ∧ dz + zdx ∧ dy

e sia j :M ↪→ R2 l'inclusione di una regione limitata con bordo regolare

∂M. Si mostri che:

V olume(M) =
1

3

ˆ
∂M

j∗ω.

(3) Si generalizzino i punti precedenti a caso di Rn.

Svolgimento:

13Il determinante è da intendersi in senso formale, cioè âi+ bĵ+ ck̂ è da intendersi come il vettore
(a, b, c).
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Ricordiamo che se M è una regione limitata e con bordo regolare in Rm allora

abbiamo:

V olume(M) =

ˆ
M
ν.

(1) Ora nel caso bidimensionale questo si riduce a integrare
´
M dx ∧ dy.

Notiamo che:

ν = d(xdy) = d(−ydx).

Da cui applicando il teorema di Stokes abbiamo che :

ˆ
M
ν =

ˆ
∂M

xdy =

ˆ
∂M
−ydx.

Il che implica:

ˆ
M
ν =

1

2
(

ˆ
∂M

xdy +

ˆ
∂M
−ydx) =

1

2

ˆ
∂M

j∗ω.

(2) Nel caso di R3 abbiamo:

ν = dx ∧ dy ∧ dz = d(xdy ∧ dz) = d(−ydx ∧ dz) = d(zdx ∧ dy).

Da cui, per il teorema di Stokes:

ˆ
M
ν =

ˆ
∂M

xdy ∧ dz =

ˆ
∂M
−ydx ∧ dz =

ˆ
∂M

zdx ∧ dy.

Che implica: ˆ
M
ν =

1

3

ˆ
∂M

i∗ω.

(3) Consideriamo

ω =

n∑
j=1

(−1)j+1xjdxI(j).

Dove I(j) = (1, ..., j − 1, j + 1, ..., n). Ora osserviamo che:

ν = d((−1)j+1xjdxI(j)).

Dunque: ˆ
M
ν =

ˆ
∂M

(−1)j+1xjdxI(j).
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Da cui deduciamo:

ˆ
M
ν =

1

n

ˆ
∂M

∑
j

(−1)j+1xjdxI(j) =
1

n

ˆ
∂M

i∗ω.

Exercise. 4.3

Sia

ω =
xdy ∧ dz − ydx ∧ dz + zdx ∧ dy

(x2 + y2 + z2)3/2
.

una 2 forma in R3\{0}, e sia M2 ⊆ R3 una super�cie orientata non passante per

l'origine. Si mostri che:

(1) La restrizione aM2 di ω è uguale a

cosθ

r2
dσ,

dove dσ è l'elemento d'area diM2, dato p ∈ M2 , r2 è il quadrato della

lunghezza del segmento Op e θ è l'angolo positivo formato da Op con il

vettore normale unitario N della super�cie.

(2) De�niamo l'angolo solido dalla quale è vistaM2 dall'origine come:

Ω =

ˆ
M2

ω.

( Possiamo giusti�care la nostra de�nizione con il fatto che: dato p ∈M2

,cosθ 6= 0 e un piccolo intorno di p, diciamolo ∆M, allora 1
r2 cosθArea(∆M)

è l'area della parte di sfera unitaria, con centro 0, e determinata dalle

semirette che uniscono l'origine a ∆M. ) Ora sia M una ragione di R3

limitata e con bordo regolare, diciamo quest'ultimo ∂M, tale che 0 /∈ ∂M.

Si mostri che:

Ω = 0 se 0 /∈M, e Ω = 4π, se 0 ∈M.

Dove Ω è l'angolo solido formato daM.

Svolgimento:
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(1) Poniamo p = (x, y, z), r2 = x2 + y2 + z2, posto v = p/r. Utilizzando

l'esercizio 4.1 e f = v otteniamo:

ω =
1

r3
≺ p, gu × gv � du ∧ dv =

1

r2
≺ v,N � |gu × gv|du ∧ dv =

=
cosθ

r2
dσ.

(2) Siano a1 = a, a2 = b, a3 = c, x1 = x, x2 = y e x3 = z. Otteniamo che:

ω =

3∑
i=1

(−1)i+1xi(∑
j x

2
j

)3/2
dxI(i).

Da cui

dω =

3∑
i=1

(
(−1)i6x2

i

2
(∑

j x
2
j

)5/2
+

(∑
j(−1)j+1x2

j

)
(∑

j x
2
j

)5/2
) = 0.

Se 0 /∈ ∂M, allora possiamo applicare il teorema di Stokes che implica:

Ω =

ˆ
∂M

ω =

ˆ
M
dω = 0.

Supponiamo che 0 ∈ M, allora esiste una bolla che contiene l'origine e

tale che la sua chiusura sia contenuta inM, diciamola Br. Allora

ˆ
∂M

ω =

ˆ
∂M

ω −
ˆ
∂Br

ω +

ˆ
∂Br

ω =

ˆ
M\Br

dω +

ˆ
∂Br

ω =

ˆ
∂Br

ω.

Calcoliamo allora

ˆ
∂Br

ω =

¨
[0,2π]×[0,π]

sinθdθdφ =

=

ˆ 2π

0

ˆ π

0

sinθdθdφ = 2π

ˆ π

0

sinθdθ =

= 2π[1− cosθ]+π0 = 4π.

Exercise. 4.4

Sia ϕ : R3 → R una funzione di�erenziabile, omogenea di grado k ( vedere Esercizio
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1.18). Si mostri che:

(1) Se B = {p ∈ R3| |p| ≤ 1} è la regione dello spazio delimitata dalla sfera

unitaria S2, allora

ˆ
B

∆2ϕdx ∧ dy ∧ dz =

ˆ
s2
kϕdσ,

Dove dσ è l'elemento d'area di S2 e ∆2il laplaciano.

(2) Sia

ϕ = a1x
4 + a2y

4 + a3z
4 + 3a4x

2y2 + 3a5y
2z2 + 3a6x

2z2,

allora: ˆ
S2

ϕdσ =
4π

3

6∑
i=1

ai.

Svolgimento:

(1) Per l'identità di Eulero abbiamo che

kϕ = x∂1ϕ+ y∂2ϕ+ z∂3ϕ,

Da cui otteniamo:

ˆ
B

∆2ϕdx ∧ dy ∧ dz =

ˆ
B

∂2
1ϕ+ ∂2

2ϕ+ ∂2
3ϕdx ∧ dy ∧ dz =

=

ˆ
B

∑
i

d(∂iϕdxI(i)).

Consideriamo la parte si sfera parametrizzata da:

ψ : B2
1(O)→ S2 : (x, y) 7→ (x, y,

√
1− x2 + y2).

Per le altre parametrizzazioni agiremo in maniera similare. Anzitutto

calcoliamo ψx = ∂1ψ e ψy = ∂2ψ:

ψx =

(
1, 0,

x

−
√

1− (x2 + y2)

)
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ψy =

(
0, 1,

−y√
1− (x2 + y2)

)
.

Da cui:

ψx × ψy =

(
x√

1− (x2 + y2)
,

y√
1− (x2 + y2)

, 1

)
.

Che ci permette di calcolare:

dσ = ||ψx × ψy||dx ∧ dy =

=

√
x2

1− (x2 + y2)
+

y2

1− (x2 + y2)
+ 1dx ∧ dy =

=

√
x2 + y2 − 1

1− (x2 + y2)
+

1

1− (x2 + y2)
+ 1dx ∧ dy =

=

√
−1 +

1

1− (x2 + y2)
+ 1dx ∧ dy =

=
1√

1− (x2 + y2)
dx ∧ dy.

Inoltre dato che:

z =
√

1− (x2 + y2)

otteniamo

dz =
x√

1− (x2 + y2)
dx+

y√
1− (x2 + y2)

dy. (d)

Consideriamo una partizione di�erenziabile dell'unità, denotiamola ξi, as-

sociata alla struttura di�erenziabile {(ψj , Uj)}, su S2, usata nell'esercizio

3.9, di cui ψ fa parte. Possiamo scomporre dunque l'integrale

ˆ
S2

∑
i

∂iϕdxI(i) =
∑
i,j

ˆ
Uj

∂iϕ ◦ ξjψjdσj

Esisterà un certo j0 tale che ψj0 = ψ. Consideriamo allora

∑
i

ˆ
Uj0

∂iϕ ◦ ξj0ψj0dσj0 =
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ˆ
Uj0

∂1ϕdy ∧ dz + ∂2ϕdx ∧ dz + ∂3ϕdx ∧ dy. (i)

Considerando che z =
√

1− (x2 + y2) otteniamo che

∂3ϕ =

√
1− (x2 + y2)√
1− (x2 + y2)

∂3ϕ =
z∂3ϕ√

1− (x2 + y2)
. (t)

Sostituendo la (t) e la (d) nella (i) otteniamo:

∑
i

ˆ
Uj0

∂iϕ ◦ ξj0ψj0dσj0 =

=

ˆ
Uj0

∂1ϕdy ∧ dz + ∂2ϕdx ∧ dz + ∂3ϕdx ∧ dy =

=

ˆ
Uj0

x∂1ϕ+ y∂2ϕ+ z∂3ϕdσ =

=

ˆ
ψ(Uj0 )

kϕdσj0 .

Ragionando in maniera identica per le altre ψj otteniamo che

∑
i

ˆ
Uj

∂iϕ ◦ ξjψjdσj =

ˆ
ψ(Uj)

kϕdσj

da cui

ˆ
B

∆2ϕdx ∧ dy ∧ dz =

ˆ
B

∑
i

d(∂iϕdxI(i)) =

=

ˆ
S2

∑
i

∂iϕdxI(i) =
∑
i,j

ˆ
Uj

∂iϕ ◦ ξjψjdσj =

=
∑
j

ˆ
ψ(Uj)

kϕdσj =

ˆ
S2

kϕdσ.

(2) Osserviamo prima di tutto che

ϕ(tx, ty, tz) = t4ϕ(x, y, z).

Dunque che ϕ è omogenea di grado quattro. Abbiamo per il punto

precedente che:

ˆ
S2

ϕdσ =
1

4

ˆ
B

∆2ϕdx ∧ dy ∧ dz.



4.2. RISOLUZIONE DEGLI ESERCIZI SULL'INTEGRAZIONE SU VARIETÀ. 136

Calcoliamo il laplaciano di ϕ:

∆2ϕ = ∂2
1ϕ+ ∂2

2ϕ+ ∂2
3ϕ =

= 12a1x
2 + 6a4y

2 + 6a6z
2 + 12a2y

2 + 6a5z
2 + 6a4x

2 + 12a3z
2 + 6a5y

2 + 6a6x
2 =

= 6[

3∑
i=1

2aix
2
i + a4(x2 + y2) + a5(y2 + z2) + a6(x2 + z2)] =

= 6[(2a1 + a4 + a6)x2 + (2a2 + a4 + a5)y2 + (2a3 + a5 + a6)z2].

Svolgiamo ora il seguente integrale in coordinate sferiche:

ˆ
B

x2dxdydz =

˚
D

ρ5sin3θcos2φdφdρdθ =

Dove D = [0, 2π]× [0, 1]× [0, π] ⊆ R3.

=

ˆ 1

0

ρ5dρ

ˆ π

0

sin3θ

ˆ 2π

0

cos2θdθ =

=
1

6

4

3
π.

Da cui si deduce:

ˆ
ϕdσ =

1

4

ˆ
∆2ϕdx ∧ dy ∧ dz =

=

ˆ
3[(2a1 + a4 + a6)x2 + (2a2 + a4 + a5)y2 + (2a3 + a5 + a6)z2]dxdydz =

= 3[(2a1 + a4 + a6)
1

6

4

3
π + (2a2 + a4 + a5)

1

6

4

3
π + (2a3 + a5 + a6)

1

6

4

3
π] =

=
4

3
π
∑
i

ai.

Exercise. 4.5

Siano f, g : R3 → R due funzioni di�erenziabili, e sia M3 ⊆ R3 una varietà

di�erenziabile compatta con bordo ∂M. Si mostri che:

(1) (Prima identità di Green.)

ˆ
M
≺ ∇ f,∇ g � ν +

ˆ
M
f∆2gν =

ˆ
∂M

f ≺ ∇ g,N � σ,
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dove ν e σ sono, rispettivamente, gli elementi di volume di M e di area

di ∂M.

(2) (Seconda identità di Green) Mantenendo la stessa notazione si ha:

ˆ
M

(f∆2g − g∆2f)ν =

ˆ
∂M

(f ≺ ∇ g,N � −g ≺ ∇ f,N �)σ.

Svolgimento:

(1)

ˆ
M
≺ ∇ f,∇ g � ν =

ˆ
M

(∑
i

∂if∂ig

)
ν =

∑
i

ˆ
M
∂if∂igν =

=
∑
i

ˆ
M

(∂i(f∂ig)− f∂2
i g)ν =

ˆ
M
f∇ · gν −

ˆ
M
f∆2gν =

per il teorema della divergenza:

=

ˆ
∂M
≺ f∇ g,N � σ −

ˆ
M
f∆2gν.

(2) ˆ
M
≺ ∇ f,∇ g � ν =

ˆ
M
≺ ∇ g,∇ f � ν =⇒

=⇒
ˆ
∂M
≺ g∇ f,N � σ −

ˆ
M
g∆2fν =

ˆ
∂M
≺ f∇ g,N � σ −

ˆ
M
f∆2gν =⇒

=⇒
ˆ
∂M

(≺ g∇ f,N � − ≺ f∇ g,N �)σ =

ˆ
M
g∆2fν −

ˆ
M
f∆2gν.

Exercise. 4.6

Si può trovare una varietàM3 orientabile il cui bordo sia PR2?

Svolgimento:

Se fosse possibile l'orientazione di M indurrebbe un'orientazione su PR2, ma per

quanto visto nello scorso capitolo, questo non è orientabile.

Exercise. 4.7
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Siano ω1 e ω2 due forme di�erenziali su una varietà Mn. Supponiamo che ω1 sia

chiusa e che ω2 sia esatta. Si mostri che ω1 ∧ ω2 è sia chiusa che esatta.

Svolgimento:

Iniziamo con il mostrare che è chiusa, supponiamo che ω1 sia una s forma, ricor-

diamo che poiché esatta implica chiusa si ha dω2 = 0 = dω1.

d(ω1 ∧ ω2) = dω1 ∧ ω2 + (−1)sω1 ∧ dω2 = 0 + 0 = 0.

Poiché ω2è esatta abbiamo che esiste ω tale che dω = ω2; sia ϕ = ω1 ∧ ω, allora:

dϕ = dω1 ∧ ω + (−1)sω1 ∧ dω = 0 + (−1)sω1 ∧ ω2,

posto θ = (−1)sϕ, otteniamo che dθ = ω1 ∧ ω2, dunque è esatta.

Exercise. 4.8

SiaMn una varietà compatta, orientabile e senza bordo ( i.e. ∂M = ∅) e sia ω una

n− 1 forma suM. Si mostri che esiste almeno un punto p ∈M tale che dωp = 0.

Svolgimento:

Supponiamo che non esista tale punto. Anzitutto possiamo scrivere dωp come:

dωp = a(p)dx1 ∧ ... ∧ dxn,

dove a :M→ R è un funzione di�erenziabile. Allora supponiamo che esistano due

punti q e r tali che a(q) > 0 e a(r) < 0, allora il massimo di a è positivo mentre il

minimo è negativo; inoltre li possiede entrambi in quanto funzione continua su un

compatto. Sempre per la continuità abbiamo che a assume tutti i valori compresi

tra massimo e minimo, dunque esiste p tale che a(p) = 0, il che implica dωp = 0,

assurdo. Dunque si deve avere a < 0 o a > 0, possiamo supporla positiva senza
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ledere alla generalità. Il che implica:

ˆ
M
dω =

ˆ
M
adx1 · · · dxn > 0,

ma per il teorema di Stokes:

ˆ
M
dω =

ˆ
∂M

i∗ω =

ˆ
∅
i∗ω = 0;

il che è assurdo, dunque si deve necessariamente avere un punto p tale che a(p) = 0,

ovvero dωp = 0.

Exercise. 4.9

Si mostri che non esiste un'immersione f : S1 → R della circonferenza unitaria sulla

retta reale.

Svolgimento:

Supponiamo che esista tale immersione, allora per de�nizione di immersione, in tutti

i punti di S1 si dovrebbe avere dfp 6= 0. La circonferenza unitaria è una varietà

compatta, orientabile, di dimensione 1, senza bordo, ed una funzione di�erenziabile,

come f , su di essa è una 0 forma, quindi per l'esercizio precedente esiste almeno un

punto dove dfp = 0; ergo non si può avere un'immersione di S1 in R.

Exercise. 4.10

SiaM2 ⊆ R3 una super�cie regolare compatta, orientata e con bordo regolare ∂M,

sia v una campo di vettori di�erenziabile in un aperto di R3 contenenteM.

(1) Si mostri che:

ˆ
M
≺ ∇× v,N � σ =

ˆ
∂M
≺ v, T � ds,

ove N e T sono, rispettivamente, i campi normale aM e tangente a ∂M;

mentre σ e ds sono, sempre rispettivamente, gli elementi d'area perM e

di linea per ∂M.
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(2) Sia p ∈ R3, r un vettore un vettore unitario in R3
p e Π il piano normale a r,

passant in p e la cui orientazione, inseme con r, introduce un'orientazione

su R3. Si consideri il disco D ⊆ Π, centrato in p, e si applichi il punto 1.

dell'esercizio a D con il suo bordo ∂D per ottenere:

≺ ∇× v, r � (p) = lim
D→p

1

Area(D)

ˆ
∂D

≺ v, T � ds,

dove si è tenuta la stessa notazione del precedente e, nel limite, D varia

tra la famiglia di cerchi concentrici che tendono in p.

Svolgimento:

(1) Consideriamo nei punti di M i tre campi di vettori ortonormali e1, e2 e

N , tale che e1 = T , abbiamo che:

θ[e1, e2] = ∗θ[N ],

dove θ è una qualsiasi 2 forma suM. Allora, detto ω =≺ v �, abbiamo:

dω[e1, e2] = ∗(dω)[N ] =≺ ∇× v,N �,

dunque dω =≺ ∇× v,N � σ. Inoltre

ω[e1] = ω[T ] =≺ v, T �,

dunque i∗ω =≺ v, T � ds. Allora abbiamo:

ˆ
M
≺ ∇× v,N � σ =

ˆ
M
dω =

ˆ
∂M

i∗ω =

ˆ
∂M
≺ v, T � ds.

(2) Abbiamo che:

≺ ∇×v, r � (p) = lim
D→p

1

Area(D)

ˆ
D

≺ ∇×v, r � ν = lim
D→p

1

Area(D)

ˆ
∂D

≺ v, T � ds.

Exercise. 4.11 (Introduzione alla teoria del potenziale in R3)
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Una funzione di�erenziabile g : R3 → R è detta armonica in B ⊆ R3, se e solo se

in B vale ∆2g = 0. Sia M ⊆ R3 una regione limitata con bordo regolare ∂M. Si

provi che:

(1) Se due funzioni g1, g2 :M→ R, armoniche, sono uguali nel bordo, ovvero

g1 = g2 in ∂M, allora g1 = g2 inM.

(2) Se g è armonica inM e

∂g

∂N
= ∂Ng

def
= ≺ ∇ g,N �= 0,

in ∂M, dove N è il vettore normale unitario, allora g è costante inM.

(3) Se g1e g2 sono armoniche inM e in ∂M vale:

∂Ng1 = ∂Ng2,

allora g1 = g2 + c, con c ∈ R, inM.

(4) Se g è armonica inM, allora:

ˆ
∂M

∂Ngσ = 0.

(5) La funzione

f(x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2

è una funzione armonica in R3\{0}.

(6) (Teorema del valore medio.) Sia f una funzione armonica nella regione:

Dr(p0) = {p ∈ R3| |p− p0|2 ≤ r2},

il cui bordo è la sfera Sr centrata in p0. Allora:

f(p0) =
1

4πr2

ˆ
Sr

fσ.

(7) (Il principio del massimo.) Sia f una funzione armonica non costante in

una regione chiusa e limitata M di R3( i.e. M è l'unione di un insieme
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aperto, limitato e connesso14 con il suo bordo, questo non necessariamente

regolare.) Allora f ammette massimo e minimo unicamente nel bordo

∂M.

Svolgimento:

(1) Consideriamo ϕ = g1 − g2, allora:

ˆ
M
≺ ∇ ϕ,∇ ϕ � ν =

ˆ
M
≺ ∇ ϕ,∇ ϕ � ν +

ˆ
M
ϕ∆2ϕν =

=

ˆ
∂M
≺ ∇ ϕ,N � σ = 0,

dunque ∇ ϕ = 0 inM, ϕ è costante inM, ovvero 0 = ϕ = g1 − g2.

(2) Per la prima identità di Green, con f = g, abbiamo:

ˆ
M
||∇ g||2ν = −

ˆ
M
g∆2gν +

ˆ
∂M

g∂Ngσ = 0− 0 = 0,

da cui ||∇ g|| = 0, il che vuol dire ∇ g = 0 ovvero g è costante.

(3) Posto ϕ = g1 − g2, questa è armonica, inoltre ∂Nϕ = ∂Ng1 − ∂Ng2 = 0,

dunque per il punto precedente ϕ è costante.

ϕ = c =⇒ g1 = g2 + c.

(4) Consideriamo la funzione a : R3 → R : x 7→ 1, per la prima identità di

Green abbiamo che:

0 =

ˆ
M
≺ ∇ a,∇ g � ν = −

ˆ
M
a∆2gν +

ˆ
∂M

a∂Ngσ = 0 +

ˆ
∂M

∂Ngσ.

(5) Iniziamo con il porre x1 = x, x2 = y e x3 = z, allora abbiamo che:

∂i

 1√∑
j x

2
j

 =
2xi

2
(∑

j x
2
j

) 3
2

,

14Questo non è necessariamente vero.
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passiamo alle derivate seconde:

∂2
i

 1√∑
j x

2
j

 = ∂i

 xi(∑
j x

2
j

) 3
2

 =
1(∑
j x

2
j

) 3
2

− 3

2

2x2
i(∑

j x
2
j

) 5
2

=

=

(∑
j x

2
j

)
− 3x2

i(∑
j x

2
j

) 5
2

.

∆2

 1(∑
j x

2
j

) 1
2

 =

3∑
i=1

(∑
j x

2
j

)
− 3x2

i(∑
j x

2
j

) 5
2

=
3
(∑

j x
2
j

)
− 3

(∑
j x

2
j

)
(∑

j x
2
j

) 5
2

= 0.

(6) Posto r =
(∑

j x
2
j

) 1
2

, per quanto visto nel punto precedente, la funzione

g = 1
r è armonica. Possiamo applicare la seconda identità di Green nel

D = Br −Bρ, con ρ < r:

ˆ
Sr−Sρ

(f∂Ng − g∂Nf)σ =

ˆ
D

(f∆2g − g∆2f)ν = 0,

ˆ
Sr

(f∂Ng − g∂Nf)σ =

ˆ
Sρ

(f∂Ng − g∂Nf)σ,

dal punto 4 e dal fatto che ∂N (1/r) = 1/r2, si ha:

1

4πr2

ˆ
Sr

fσ =
1

4πρ2

ˆ
Sρ

fσ,

facendo tendere ρ→ 0, 1
4πρ2

´
Sρ
fσ → f(p0), da cui segue l'enunciato.

(7) Supponiamo che abbia massimo in un punto p interno adM. Allora pos-

siamo prendere una bolla B, di centro p e raggio r, totalmente contenuta

inM, tale che ∀q ∈ B\{p} vale f(q) < f(p), Poiché f è armonica, detto

M il massimo di f in ∂B, abbiamo che:

M < f(p) =
1

4πr2

ˆ
∂Br

fσ ≤M.

Exercise. 4.12

SiaMn una varietà di�erenziabile compatta, orientabile e senza bordo. Si mostri

cheM è orientabile se e solo se esiste una forma di�erenziale di grado n, diciamola
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ω, de�nita inM e non nulla in tutti i punti diM.

Svolgimento:

Supponiamo che esista una n forma ω non nulla in tutti i punti diM, questa può

esser espressa come:

ω = adx1 ∧ ... ∧ dxn.

Supponiamo inoltre cheM non sia orientabile, allora esiste un cambio di coordinate

f−1
α ◦fβ , tale cheDet(d[f−1

α ◦fβ ]) cambi segno, poiché questo è continuo, allora esiste

almeno un punto p dove esso è nullo, ma allora dette ωα e ωβ le due rappresentazioni

locali di ω, si ha:

ωβ = Det(d[f−1
α ◦ fβ ])[aα ◦ (f−1

α ◦ fβ)]dx1 ∧ ... ∧ dxn,

in p si avrebbe ωβ = 0 e dunque ωp = 0, assurdo.

Supponiamo ora cheM sia orientabile, supponiamo di aver scelto un'orientazione di

M. Inoltre, essendo M compatta, esistono un numero �nito di intorni coordinati

che la ricoprono, siano questi V1, ..., Vm; ad essi possiamo associare la partizione

di�erenziabile dell'unità ϕ1, ..., ϕm. Siano f1, ..., fm le parametrizzazioni relative,

rispettivamente, a V1, ..., Vm. Poniamo:

θ =
∑
i

ϕiDet(dfi),

questa è una 0 forma non nulla in tuttaM, dunque ∗θ = ω sarà ancora non nulla

in tuttaM e inoltre questa è una n forma.

Exercise. 4.13

SiaM una varietà di�erenziabile, compatta, orientabile e senza bordo. Si provi che

M non è contraibile ad un punto.

Svolgimento:
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Per l'esercizio precedente esiste una n forma di�erenziale ω non nulla in tuttaM,

ovviamente dω = 0. Supponiamo che Msia contraibile ad un punto allora ω è

esatta, ovvero esiste una n − 1 forma α tale che dα = ω. Ma per quanto visto

nell'esercizio 4.8 esiste un punto p tale che 0 = dαp = ωp, assurdo.

Exercise. 4.14

Siano A,B e C tre funzioni di�erenziabili in R3 e si consideri il sistema di equazioni

di�erenziali: 
∂2R− ∂3Q = A

∂3P − ∂1R = B

∂1Q− ∂2P = C

,

dove P,Q e R sono funzioni incognite in R3.

(1) Si mostri che condizione necessaria e su�ciente a�nché il sistema sia

risolubile è:

∂1A+ ∂2B + ∂3C = 0.

(2) Si assuma che la condizione precedente sia soddisfatta e si determinino le

funzioni P,Q e R.

Svolgimento:

(1) Si consideri la forma di�erenziale

ω = Ady ∧ dz +Bdz ∧ dx+ Cdx ∧ dy,

si noti che

dω = (∂1A+ ∂2B + ∂3C) dx ∧ dy ∧ dz;

Abbiamo che ω è chiusa se e solo se è esatta, come conseguenza del lemma

di Poincaré, ovvero se e solo se esiste α = Pdx + Qdy + Rdz, tale che
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dα = ω. Dunque si ha che:

∂1A+ ∂2B + ∂3C = 0

se e solo se esistono P,Q e R tali che:
∂2R− ∂3Q = A

∂3P − ∂1R = B

∂1Q− ∂2P = C

.

(2) Consideriamo la contrazione H(t, p) = tp, questa contrae R3 nell'origine.

Abbiamo che:

ω̄ = H∗ω = A(tx, ty, tz)[ytdt ∧ dz − ztdt ∧ dy]+

+B(tx, ty, tz)[ztdt ∧ dx− xtdt ∧ dy] + C(tx, ty, tz)[xdt ∧ dy − ytdt ∧ dx] + ω1,

dove in ω1 sono inglobati i termini senza dt.

α = Iω̄ =

ˆ 1

0

A(tp)tdt[ydz−zdy]+

ˆ 1

0

B(tp)tdt[zdx−xdz]+
ˆ 1

0

C(tp)tdt[xdy−ydx],

da cui:

P =

ˆ 1

0

B(tp)tdt z −
ˆ 1

0

C(tp)tdt y,

Q =

ˆ 1

0

C(tp)tdt x−
ˆ 1

0

A(tp)tdt z,

R =

ˆ 1

0

A(tp)tdt y −
ˆ 1

0

B(tp)tdt x.

Exercise. 4.15

Sia v un campo di vettori in R3. Si provi che:

(1) Se ∇ · v = 0, allora esiste un campo di vettori u, di�erenziabile, tale che

∇× u = v.

(2) Se ∇× v = 0 allora esiste una funzione f : R3 → R, tale che ∇ f = v.
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Svolgimento:

(1) Poniamo v = (a, b, c) e u = (p, q, r), allora ∇× u = v implica:
∂2q − ∂3r = a

∂3p− ∂1r = b

∂1q − ∂2p = c

,

questo ammette soluzioni se e solo se:

0 = ∂1a+ ∂2b+ ∂3c = ∇ · v.

(2) Sia v = (a, b, c), e ω =≺ v �, ovvero la 1 forma associata a v. Poiché

∇× v = 0 abbiamo dω = 0; il fatto che R3 è contraibile implica che ω è

esatta, per il lemma di Poincaré. Dunque esiste f tale che:

df = ω,

per de�nizione di gradiente e di ω abbiamo che:

≺ ∇ f, · �=≺ v, · �,

dunque ∇ f = v. ( Questo è fondamentalmente identico all'esercizio 1.16)

Exercise. 4.16 (Teorema del punto �sso di Brower)

(1) SiaM una n varietà compatta, orientabile e con bordo regolare ∂M 6= ∅.

Si mostri che non esiste nessuna applicazione di�erenziabile f :M→ ∂M

tale che f|∂M sia l'identità.

(2) Si dimostri il teorema del punto �sso di Brower: sia D ⊆ Rn la sfera di

raggio unitario, {p ∈ Rn|||p|| ≤ 1}. Qualunque applicazione di�erenziabile

g : D → D ha un punto �sso, i.e. esiste q tale che g(q) = q.

Svolgimento:
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(1) PoichéM è compatta ed orientabile, tale resta ∂M. Dunque per l'esercizio

4.12 esiste una forma di�erenziale ω, di grado n − 1 che sia dappertutto

non nulla. Ovviamente vale dω = 0, quindi d(f∗ω) = f∗(dω) = 0, di

conseguenza, supponendo che f si comporti come l'identità sul bordo,

abbiamo:

0 =

ˆ
M
d(f∗ω) =

ˆ
∂M

i∗f∗ω =

ˆ
∂M

(f ◦ i)∗ω =

ˆ
∂M

ω 6= 0.

(2) Supponiamo che esista un'applicazione g tale che non abbia punti �ssi,

allora possiamo de�nire f come:

f(q) = tqg(q) + (1− tq)q,

dove tq è il parametro che rappresenta il punto di intersezione della semiret-

ta che va da g(q) a q con ∂D. Questa è ben de�nita in quanto una semiretta

interseca una circonferenza in un unico punto, inoltre questa applicazione

si comporta come l'identità sul bordo ∂D, infatti in quel caso il pun-

to di intersezione della semiretta con il bordo risulta essere q. Questo

contraddice il punto precedente.



CAPITOLO 5

Geometria di�erenziale delle super�ci.

5.1. De�nizioni e teoremi di geometria di�erenziale delle super�ci.

In questo capitolo applicheremo quanto fatto nei precedenti sulle forme di�erenziali

alla geometria di�erenziale delle super�ci, e non solo. Inizieremo con l'introdurre il

concetto di varietà Riemanniana1, di riferimento mobile, il concetto di isometria e

le equazioni di struttura di Rn. Dopo di che ci ricondurremo al caso delle super�ci

in R3, de�nendo la curvatura media e quella di Gauss, la prima e la seconda for-

ma fondamentale, studiandone l'invarianza. In�ne ci dedicheremo alla geometria

intrinseca delle super�ci.

Concludiamo questa piccola introduzione con un appunto di notazione: nel seguito

indicheremo la presenza di un' isomor�smo di spazi vettoriali con ≈.

5.1.1. Equazioni di struttura in Rn. Iniziamo con il ricordare i concetti

di prodotto scalare, di base ortonormale e di matrice de�nita e semide�nita, in un

generico R spazio vettoriale. Abbiamo, in alcuni casi, già utilizzato questi concetti

senza richiamarli, per fugare ogni possibile dubbio o incertezza, visto l'importanza

che avranno nel seguito, li richiamiamo ora.

Definition 5.1. Una matrice M ∈Mn,n(R), è detta ssemide�nita positiva (,nega-

tiva), se e solo se tutti i suoi autovalori sono positivi (,risp. negativi) o nulli. Invece

è detta de�nita positiva(, negativa,) se è semide�nita dello stesso tipo ma non ha

autovalori nulli.

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (settembre 1826 � luglio 1866) è stato un matematico e �sico
tedesco. Contribuì in modo determinante allo sviluppo delle scienze matematiche.

149
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Oppure abbiamo la condizione equivalente data dal seguente:

Proposition 5.2. SiaM = (mj
i )i,j∈{1,...,n} ∈Mn,n(R), diciamo minore principale,

di dimensione m ≤ n, di M , la matrice Mm data da:

Mm = (mj
i )i,j∈{1,...,m},

allora M è de�nita positiva se e solo se

Det(Mm) > 0, ∀m ≤ n,

mentre è de�nita negativa se e solo se:

(−1)mDet(Mm) > 0, ∀m ≤ n.

Dimostrazione. Omessa. �

Detto questo, passiamo a de�nire un prodotto scalare:

Definition 5.3. Sia V un R spazio vettoriale di dimensione n. Un prodotto scalare

è una forma bilineare, simmetrica e de�nita positiva. Ovvero è una forma bilineare

ϕ : V × V → R, tale che ad essa sia associata una matrice M simmetrica e de�nita

positiva. Dato un prodotto scalare ϕ, una base {ei}i∈{1,...,n} è detta ortonormale

se e solo se ϕ(ei, ej) = δji .

Detto questo, de�niamo una varietà Riemanniana.

Definition 5.4. Una varietà Riemanniana è una varietà di�erenziabileM con la

scelta, per ciascun punto p di M, di un prodotto scalare ≺ ·, · �p in Tp(M), che

varia in maniera di�erenziabile con p, ovvero, dati due campi di vettori di�eren-

ziabili su M, denotiamoli con X e Y , l'applicazione p 7→≺ X,Y �p è di�erenzi-

abile, per ogni p, X, Y . Il prodotto scalare ≺ ·, · �è detto usualmente metrica

Riemanniana.
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Grazie ad una metrica Riemanniana possiamo introdurre le nozioni di angolo, dis-

tanza, area etc. anche nel caso di varietà Riemanniane di�erenti da Rn . Facciamo

notare Rn non è altro che un caso particolare di varietà Riemanniana, il più sem-

plice di tutti, ma che è, in un certo senso anche il più generale; vedremo di spiegare

più avanti questa a�ermazione.

Definition 5.5. Sia U ⊆ Rn un aperto, e siano ei, ..., en dei campi di vettori, dif-

ferenziabili, in Rn tali che, data la metrica Riemanniana di Rn, denotiamola con

≺ ·, · �p, vale ≺ ei, ej �p= δji per ogni p di Rn. Chiameremo quest'insieme di

campi di vettori un riferimento mobile ortonormale di Rn, nel seguito ometteremo

quest'ultimo aggettivo; possiamo in generale introdurre il concetto di riferimen-

to mobile nel caso di un aperto qualunque di Rn in maniera similare. Data un

riferimento mobile di Rn, {ei}, possiamo de�nire delle forme di�erenziali ωi , tali

che:

ωi[ej ] = δji .

2 Dunque l'insieme {(ωi)p}i∈{1,..,n} è la base duale della base {(ei)p}i∈{1,..,n}, ed è

detto il riferimento duale associato al riferimento mobile{ei}.

Ciascuno dei ei è un'applicazione di�erenziabile ei : U ⊆ Rn → Rn. Possiamo

dunque considerarne il di�erenziale in un dato punto p ∈ U , questo è un'appli-

cazione lineare (dei)p : Rn → Rn, dunque ad essa potrà esser associata una matrice,

che dipende dal punto p, quindi possiamo scrivere:

(dei)p[v] =

n∑
j=1

(ωij)p [v]ej ,

dove (ωij)i,j∈{1,..,n} è la sopracitata matrice, dunque (ωij)p è una forma lineare in

Rn, inoltre, poiché ei è un campo di vettori di�erenziabile, allora abbiamo che ωij

2Da notare che potremmo porre (ωi)p =≺ ei �p , con ≺ · � l'isomor�smo canonico de�nito nel
primo capitolo.
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è una 1-forma di�erenziale di Rn. Considerando questo possiamo scrivere:

dei =

n∑
i=1

ωijej .

Definition 5.6. l'insieme {ωij}i,j∈{1,..,n}, dove ωij sono le n2 1-forme de�nite

sopra, sono dette le forme di connessione di Rn nella riferimento mobile {ei}.

Lemma 5.7. Siano {ωij} le forme di connessione associate alla riferimento mo-

bile di Rn, {ei}. Queste non sono tutte linearmente indipendenti, ma sussiste la

relazione:

ωij + ωji = 0.

Dimostrazione. Abbiamo che ωj [ei] =≺ ej , ei �= δji , dunque:

≺ dej , ei � + ≺ dei, ej �= 0,

Inoltre poiché

dei =
∑
h

ωiheh =⇒ ≺ dei, ej �=≺
∑
h

ωiheh, ej �=

=
∑
h

ωih ≺ eh, ej �=
∑
h

ωihδ
j
h = ωij .

Il che implica:

ωji + ωij = 0.

�

Un punto cruciale nella trattazione dell'argomento dei riferimenti mobili è che esse

devono soddisfare le cosiddette equazioni di struttura o equazioni di Élie Cartan3.

Queste sono date nel teorema seguente:

3Élie Cartan (1869-1951). Matematico francese. Diede importanti contributi allo studio delle
geometrie per mezzo di riferimenti mobili e alla classi�cazione dei gruppi di Lie.
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Theorem 5.8. (Equazioni di struttura di Rn.) Sia {ei} un riferimento mobile in

un aperto U ⊆ Rn. Siano inoltre, {ωi} il riferimento duale associato ad {ei} e

{ωij} le forme di connessione di U nel riferimento mobile{ei}. Allora valgono:

(5.1.1) dωi =
∑
k

ωk ∧ ωki,

(5.1.2) dωij =
∑
k

ωik ∧ ωkj ,

e queste devono valere per ogni i, j ∈ {1, ..., n}.

Dimostrazione. Consideriamo la base canonica di Rn, denotiamola {εi}, siano

xi : U → R : (x1, ..., xn) 7→ xi. Allora

dxi[εj ] = δji ,

dunque dxi è il riferimento duale di {εi}. Possiamo esprimere sia eiche ωi in funzione

di εi e dxi, come:

ei =
∑
j

βijεj ,

e di conseguenza:

ωi =
∑
j

βijdxj .

Inoltre possiamo scrivere dβij , come:

βij =≺ ei, εj �,

da cui:

dβij =≺ dei, εj �=

(5.1.3) =
∑
k

≺ ωikek, εj �=
∑
k,h

ωik ≺ βkhεh, εj �=
∑
k

ωikβkj .
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Inoltre di�erenziando ei si ottiene:

dei =
∑
j

(dβijεj + βijdεj) =

=
∑
j,k

ωikβkjεj .

Da cui:

dωi =
∑
j

dβij ∧ dxj =
∑
j,k

βkjωik ∧ dxj =
∑
k

ωik ∧

∑
j

βkjdxj

 =
∑
k

ωik ∧ ωk.

Ora di�erenziamo la (5.1.3), otteniamo:

0 = d2βij =
∑
k

(dωikβkj − ωik ∧ dβij) =

=
∑
k

dωikβkj −
∑
k

ωik ∧

(∑
r

ωkrβrj

)
.

Da cui, portando il secondo termine all'altro membro e moltiplicando per l'inversa

di (βij)i,j∈{1,...,n}, otteniamo:

dωij =
∑
k

ωik ∧ ωkj .

�

Possiamo descrivere l'idea alla base del metodo di Cartan, per lo studio delle sot-

tovarietà di RN , come segue: sia x :Mn → Rn+k, l'immersione di una data varietà

di�erenziabileM nello spazio euclideo Rn+k. Come conseguenza del teorema della

funzione inversa, abbiamo che per ciascun p ∈ Mn, esiste un intorno Up tale che

x|U : U → Rn+k sia un embedding4.

Sia V ⊆ Rn+k un intorno di x(p) in Rn+k tale che: V ∩x(M) = x(U). Supponiamo

che in V ci sia un riferimento mobile {e1, ..., en, en+1, ..., en+k}, con la proprietà

4Si veda l'esercizio 4 del capitolo 3.
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che, qualora ne considerassimo la restrizione a x(U), {e1, ..., en} siano tangenti a

x(U); un riferimento mobile con tale proprietà è detto riferimento mobile adattato.

Associato al riferimento mobile{ei} di V , vi è il riferimento duale {ωi} e le forme

di connessione {ωij}, che soddisfano necessariamente le (5.1.1) e le (5.1.2). L'appli-

cazione x|U induce le forme {x∗ωi} e {x∗ωij} in U . Dato che il prodotto esterno ed

il di�erenziale esterno commutano con il cambiamento di coordinate, queste nuove

forme rispettano anch'esse le (5.1.1) e le (5.1.2). Si scopre dunque che la metrica su

U , è totalmente determinata dalle (5.1.1) e dalle (5.1.2), questo ri�ette il �carattere

universale� di Rn. Che oltre ad esser la più semplice delle varietà Riemanniane, è

anche, in un certo senso, la più generale.

Nella prossima sottosezione applicheremo i risultati visti sui riferimenti mobili, al

caso delle super�ci in R3. Ma per fare questa abbiamo bisogno di qualche lemma

preliminare.

Lemma 5.9. (di Cartan.) Sia V n un R spazio vettoriale di dimensione n, e siano

ω1, ..., ωr : V n → R, con r ≤ n, delle forme lineari in V , linearmente indipendenti.

Supponiamo che esistano delle forme θ1, ..., θr : V → R tali che
∑

1≤i≤n ωi∧θi = 0.

Allora:

θi =
∑
j

aijωj , con aij = aji.

Dimostrazione. L'insieme {ωj}1≤j≤r è un insieme libero, possiamo dunque com-

pletarlo ad una base {ωj}0≤j≤n, quindi possiamo scrivere:

θi =
∑
j≤r

aijωj +
∑

r<k≤n

bikωk,

Utilizzando le ipotesi si ha:

0 =
∑
i≤r

ωi ∧ θi =
∑
i≤r

∑
k≤r

aikωi ∧ ωk +
∑

r<h≤n

bihωi ∧ ωh

 =

=
∑
i<k≤r

(aik − aki)ωi ∧ ωk +
∑

i≤r<h≤n

bihωi ∧ ωh,
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poiché i due addendi sono costituiti da elementi linearmente indipendenti, abbiamo

che devono essere nulli i coe�cienti, dunque:

bij = 0, aij = aji.

�

Inoltre necessitiamo anche del seguente:

Lemma 5.10. Sia U ⊆ Rn e siano ω1, ..., ωn forme di�erenziali di grado 1, linear-

mente indipendenti e de�nite in U . Supponendo che esista un'insieme {ωij}i,j∈{1,...,n}

di 1 forme di�erenziali tali che:

ωij = −ωji, dωj =
∑
k

ωk ∧ ωkj ,

allora quest'insieme è unico.

Dimostrazione. Supponiamo che ne esistano due: {ωij} e {ϕij}. Allora:

∑
k

ωk ∧ ωki = dωi =
∑
k

ωk ∧ ϕki,

allora per il lemma 5.9, da:

∑
k

ωk ∧ (ωki − ϕki) = 0,

si ottiene:

(ωki − ϕki) =
∑
s

askiωs,

ma: ∑
s

askiωs = −
∑
s

asikωs,

per l'indipendenza:

aski = −asik,
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inoltre:

aksi = aski.

Dalle due precedenti si ottiene:

aski = −asik = −aisk = asik = −aski,

da cui: akij = 0, di conseguenza ωij = ϕij . �

Possiamo ora procedere ad applicare il metodo delle riferimenti alle super�ci nello

spazio.

5.1.2. Super�ci in R3. Consideriamo una varietà di�erenziabile di dimen-

sione 2, diciamola M2; sia x : M2 → R3 un'immersione di M in R3. Possiamo

de�nire suM una particolare metrica Riemanniana.

Definition 5.11. Sia p ∈ M, possiamo de�nire un prodotto scalare ≺ ·, · �p su

M, nel modo seguente:

≺ v1, v2 �p=≺ dx[v1], dx[v2] �ϕ(p),

dove il prodotto scalare a destra è quello canonico di R3. Si veri�ca che il prodotto

scalare così de�nito è una metrica Riemanniana; questa è detta metrica indotta

dall'immersione x.

Consideriamo un punto p ∈M2, per il teorema di inversione locale esiste un intorno

di p, U ⊆ M2 tale che x|U sia un embedding. Sia V ⊆ R3 un intorno di x(p),

in R3, tale che V ∩ x(M) = x(U). Consideriamo un riferimento mobile adattato

{ei}i∈{1,2,3}; dunque e1 ed e2 sono tangenti ad x(U) e, di conseguenza, e3 è normale

alla stessa. Inoltre associato al riferimento mobile {ei}i∈{1,2,3} vi è il riferimento

duale e le forme di connessione ωij , con i, j ∈ {1, 2, 3}. Queste devono soddisfare,
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per quanto visto nella sottosezione precedente, le seguenti:

ωij = −ωji, dωi =

3∑
k=1

ωk ∧ ωki,

dωij =

3∑
k=1

ωik ∧ ωkj .

L'immersione x : U ⊆ M → V ⊆ R3, induce le forme x∗ωi e x
∗ωij in U , e come

detto prima queste devono rispettare le equazioni di struttura. Consideriamo un

punto q ∈ U , e v ∈ Tq(M), calcoliamo

(x∗ω3)q[v] = ω3[dxq[v]] = ω3[a1e1 + a2e2] =

= a1ω3[e1] + a2ω3[e2] = a1δ
3
1 + a2δ

3
2 = 0.

Dunque d(x∗ω3) = 0, sfruttando le equazioni di struttura otteniamo:

d(x∗ω3) = (x∗ω1) ∧ (x∗ω13) + (x∗ω2) ∧ (x∗ω23) = 0,

dunque per il lemma di Cartan:

(x∗ωi3) = hi1(x∗ω1) + hi2(x∗ω2),

dove hij = hji, sono funzioni di�erenziabili in U e i ∈ {1, 2}. Cerchiamo di de-

terminare il signi�cato geometrico delle hij . Iniziamo con il fare alcune piccole

osservazioni e dando qualche de�nizione.

Definition 5.12. Notiamo che e3 è un vettore unitario, dunque, dopo aver �ssato

un'orientazione in U e preso {e1, e2, e3} orientato in ogni punto come R3, e3 : U →

S2 ⊆ R3,5 questa resta ben de�nita ed indipendente dalla scelta della cornice6.

Questa verrà detta mappa di Gauss o mappa normale.

5In realtà qui stiamo facendo un piccolo abuso di notazione, poiché ei : U → TM. Indichiamo
con e3 l'applicazione j ◦ e3, dove:

j : TM→ S2 : (p, vp) 7→ v +O.

continueremo ad utilizzare questo abuso di notazione.
6Supponendo che la riferimento mobile ed U godano delle proprietà sopracitate.
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Dato cheM è orientata, possiamo de�nire la mappa di Gauss globalmente suM,

e questa resta continua; questo poiché possiamo de�nire globalmente il riferimento

mobile{ei}, che sia orientato come R3, in maniera continua.

Per quanto visto nella prima sottosezione, abbiamo che:

de3 = −(x∗ω31)e1 + (x∗ω32)e2 = −(x∗ω13)e1 − (x∗ω23)e2,

dunque calcolando (de3)q[v], con q ∈M e v = (a1e1 + a2e2) ∈ Tq(M), si ha:

(de3)q[v] = −(x∗ω13)q[v]e1 − (x∗ω23)q[v]e2 =

= −

 h11 h12

h21 h22


 a1

a2

 ,

dunque la matrice (−hij)i,j∈{1,2} è la matrice del di�erenziale dell'applicazione di

Gauss, nella base {e1, e2}. Questo conclude la nostra ricerca. Poiché la matrice

(hij) è simmetrica, possiamo concludere che il di�erenziale de3 : TM→ TS2 della

mappa di Gauss, e3 : M → S2, è un'applicazione lineare auto aggiunta7, se si

considera il fatto che TM ≈ TS2 ≈ R2e considerando, dunque, de3 : R2 → R2;

quindi per un teorema dell'algebra lineare abbiamo che è diagonalizzabile8 con

autovalori9 reali −λ1,−λ2, ed autovettori ortogonali.

Possiamo �nalmente introdurre il concetto, o per meglio dire i concetti, di curvatura

diM:

7Dato uno spazio vettoriale V dotato di prodotto scalare ≺ ·, · �, un'applicazione f : V → V ,
lineare, è detta auto aggiunta se e solo se, per ogni v, w ∈ V , vale

≺ f(v), w �=≺ v, f(w) � .
Abbiamo che se A è la matrice associata ad f in una base {gi} e B è la matrice assegnata al
prodotto scalare nella stessa base, allora f è auto aggiunto se e solo se:

t(A)B = BA,

se la base è ortonormale questa si riduce a t(A) = A, ovvero A è simmetrica.
8Una matrice A dicesi diagonalizzabile se esiste una matrice P , invertibile, tale che

PAP−1 = D,

con D diagonale.
9Data una matrice A ∈Mn,n(K), un autovettore di A è un elemento v ∈ Kn tale che:

Av = λv,

e λ è detto autovalore di A.
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Definition 5.13. De�niamo la curvatura di Gauss, K, diM in p, come:

KM(p) = Det(de3)p = (λ1λ2)|p = [h11h22 − (h12)2]|p ,

inoltre, de�niamo la curvatura media, H, diM in p, nel modo seguente:

HM(p) =
1

2
Trac(de3)p =

1

2
(λ1 + λ2)|p =

1

2
(h11 + h22)|p ;

qualora sia chiaro dal contesto ometteremo il pediceM o l'indicazione del punto p.

La due curvature non dipendono dalla scelta del riferimento mobile. Inoltre H

cambia segno con l'orientazione, mentre K è invariante rispetto al suddetto cambio.

Le espressioni di K e H in termini di riferimento mobile si ottiene immediatamente:

(x∗ω13) ∧ (x∗ω2) + (x∗ω32) ∧ (x∗ω1) = 2H(x∗ω1) ∧ (x∗ω2),

d(x∗ω12) = (x∗ω13) ∧ (x∗ω23) = −K(x∗ω1) ∧ (x∗ω2).

Quest'ultima ci permette di provare il seguente, importantissimo teorema:

Theorem 5.14. (di Gauss) K dipende unicamente dalla metrica di M2; ovvero,

date due immersioni x, x′ :M2 → R3, con la stessa metrica indotta, allora K(p) =

K ′(p), per ogni p ∈ M; dove K e K ′ sono le curvature di Gauss relative, rispetti-

vamente, alle immersioni x e x′.

Dimostrazione. Sia U un intorno coordinato di p, ivi consideriamo un riferimento

mobile {e1, e2} in U , supponiamo ortonormale nella metrica indotta. L'insieme

{dx[e1], dx[e2]} può esser esteso ad un riferimento mobile in x(U) = v, stessa cosa

possiamo dire per {dx′[e1], dx′[e2]} in V ′ = x′(U). Allora, con ovvia notazione,

ωi = ω′i, per dualità. Inoltre per il lemma 5.10, vale che ω12 = ω′12. Dunque:

−K ′ω1 ∧ ω2 = −K ′ω′1 ∧ ω′2 = dω′12 = dω12 = Kω1 ∧ ω2,

da cui K = K ′. �
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Questo teorema ci dice che, nonostante la sua de�nizione dipenda dallo spazio

ambiente utilizzato, nel nostro caso R3, in realtà la curvatura di Gauss è dipendente

unicamente dalla misura sulla super�cie.

Data un'immersione x : M → R3, possiamo associare, per ogni punto p ∈ M, ad

essa due forme quadratiche, de�nite come segue.

Definition 5.15. La prima forma quadratica, o prima forma fondamentale, cal-

colata nel punto p ∈ M sul vettore v ∈ Tp(M) , denotata con Ip[v], è la forma

quadratica associata alla forma bilineare ≺ ·, · �p, che è data da:

Ip[v] =≺ v, v �p .

La seconda forma quadratica, o seconda forma fondamentale è de�nita in una

riferimento mobile adattata, {ei}, ed è data da:

IIp[v] = (ω13ω1 + ω23ω2)p[v] =
∑
i.j

hij(ωiωj)p[v],

dove con ωiωj è indicato il prodotto simmetrico di due forme di�erenziali, e questo

è dato da ωiωj [v] = ωi[v] ·ωj [v]. Salvo ambiguità o contesti particolari, ometteremo

l'indicazione del punto p.

Considerando un riferimento mobile adattato {ei}, la prima forma fondamentale

può essere scritta come

I[v] = ω1ω1[v] + ω2ω2[v] = (ω2
1 + ω2

2)[v],

dunque in generale:

I = ω2
1 + ω2

2 .

In teoria si dovrebbe provare l'indipendenza della seconda forma dal riferimento mo-

bile. Ma questo è facilmente visibile, infatti questa è la forma quadratica associata
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a meno l'applicazione di Gauss, nella maniera seguente:

IIp[v] = − < de3[v], v >p, v ∈ Tp(M).10

Può essere conveniente vedere II, in un altra forma ancora; quest'ultima ci per-

metterà di dare un'interpretazione �geometrica� della seconda forma fondamentale.

Prendiamo le mosse da α : (−ε, ε)→M, una curva inM, parametrizzata tramite

la lunghezza d'arco s, tale che: α(0) = p e che α′(0) = v ∈ Tp(M). Poniamo

x ◦ α(s) = x(s) e e3 ◦ α(s) = e3(s), allora abbiamo:

≺ dx

ds
, e3(s) �= 0,

dunque:

≺ d2x

(ds)2
, e3(s) �|s=0

= −
(
≺ dx

ds
,
de3

ds
�
)
|s=0

=

=≺ ω1ε1 + ω2e2, ω13e1 + ω23e2 � [v] =

= IIp[v].

Prima di continuare l'esposizione, e di concludere il nostro tentativo di dare un'inter-

pretazione geometrica alla seconda forma fondamentale, ricordiamo qualche de�nizione

relativa alle curve.

Definition 5.16. Sia α(s) una curva in R3, parametrizzata con l'ascissa curvilinea;

de�niamo il campo tangente unitario, il campo normale(principale) ed il campo di

vettori bi-normale alla curva, rispettivamente, come:

T (s) =
dα

ds
(s), N(s) =

dT
ds (s)

k(s)
,

B(s) = T (s)×N(s),

dove k(s) =
∥∥∥ d2α

(ds)2 (s)
∥∥∥, è detta curvatura di α.11 La terna {T,N,B} è detto campo

10Dove consideriamo v e (de3)[v] come vettori di R2, ed utilizziamo il classico prodotto scalare di
R2

11Facciamo notare che il vettore normale e quello bi normale sono de�niti solo nei punti di
curvatura non nulla.
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dei riferimenti di Frenet12.

Notiamo che la normale principale è parallela al vettore d2α
(ds)2 , più precisamente

abbiamo:

k(s)N(s) =
d2α

(ds)2
,

da cui:

≺ d2x

(ds)2
, e3(0) �= k(0) ≺ N(0), e3(0) � .

L'espressione k ≺ N, e3 �|s=s0 è detta curvatura normale della super�cie nella

direzione v = α′(s0) in p = a(s0), ed è denotata kn(v). Riunendo l'interpretazione

precedente con le ultime osservazioni fatte otteniamo:

IIp[v] = kn(v).

Per concludere consideriamo i massimi e i minimi della seconda forma fondamentale

al variare di v ∈ S2; questi sono due e sono relativi agli autovettori v1 e v2 di

−(de3)p, i loro valori saranno dunque gli autovalori, −λ1 e −λ2, di −(de3)p. Diamo

ora la de�nizione seguente:

Definition 5.17. Diciamo curvature principali diM in p, il massimo ed il minimo

della seconda forma fondamentale, queste sono date da:

k1 = −λ1, k2 = −λ2,

e diciamo direzioni principali in p, i vettori v1 e v2 per la quale abbiamo IIp[vi] =

ki
13. Concludendo abbiamo che la prima e la seconda forma fondamentale determi-

nano localmente la geometria di una super�cie, questo verrà spiegato con il teorema

seguente:

12Jean Frédéric Frenet (1816-1900), matematico francese.
13Per quanto detto sopra questi sono gli autovettori di −(de3)p.
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Theorem 5.18. Siano U ed U ′ due sottovarietà connesse di dimensione 2 in R3.

Supponiamo che esistano due riferimenti mobili adattate {ei} ed {e′i}, rispettiva-

mente, in U ed in U ′, ed un di�eromor�smo f : U → U ′ tale che:

f∗ω′i = ωi, f∗ω′ij = ωij , i, j ∈ {1, 2, 3}.

Allora esiste un movimento rigido ρ : R3 → R3, tale che ρ|U = f .

Dimostrazione. Sia ρ il movimento rigido di R3 che trasporta p in f(p) e e1 in

e′1; sia g = f ◦ ρ−1 . Iniziamo con il considerare il riferimento mobile dato da:

ẽi = dρ[ei].

Estendiamo la notazione in maniera ovvia, indicando con ω̃i e ω̃ij , rispettivamente,

il riferimento duale e le forme di connessione associate ad {ẽi}. Detto q = f(p)

abbiamo che:

d(ẽi)q[v] =
∑
j

(ω̃ij)q[v](ẽj)q.

De�niamo e′i ◦ g come (e′i ◦ g)(q) = e′i(g(q)). Allora:

d(e′i ◦ g)q[v] = d(e′i)g(q)[dgq[v]] =
∑
j

(ω′ij)g(q)[dgq[v]](e′j)g(q) =

=
∑
j

(g∗ω′ij)q[v](e′i ◦ g)q =
∑
j

(ω̃ij)q[v](e′i ◦ g)q.

Nell'ultimo passaggio si è sfruttato il fatto che:

g∗ω′ij = (f ◦ ρ−1)∗ω′ij = (ρ−1)∗(f∗ω′ij) = (ρ−1)∗ωij = ω̃ij .

Poiché q e v sono generici, ne segue che ẽi− (e′i ◦ g) soddisfa il sistema di equazioni

di�erenziali dato da:

ẽi − (e′i ◦ g) =
∑
j

ω̃ij(ẽj − (e′j ◦ g)),
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la condizione iniziale nel punto p è:

[ẽi − (e′i ◦ g)](ρ(p)) = 0.

Di conseguenza ẽi = e′i ◦ g. In maniera similare si prova che x̃ = x′ ◦ g, con

x̃ : ρ(U) ↪→ R3 e x′ : U ′ → R3 le due inclusioni, questo prova che g è l'identità di

U , e di conseguenza l'asserto. �

Corollary 5.19. Siano U ed U ′ due sottovarietà connesse di dimensione 2 in R3.

Supponiamo che esista un di�eomor�smo f : U → U ′, che preservi le due forme

fondamentali, ovvero:

Ip[v] = I′f(p)[dfp[v]], IIp[v] = II′f(p)[dfp[v]],

per ogni p e per ogni v. Allora esiste un movimento rigido ρ : R3 → R3 tale che

ρ|U = f .

Dimostrazione. Omessa. ( Questa dimostrazione è contenuta nel [DoCDF],

capitolo 5.) �

5.1.3. Geometria intrinseca delle super�ci. Nello studio delle super�ci

in R3 vi sono certe entità geometriche che, come la curvatura di Gauss, dipendono

unicamente dalla metrica sulla super�cie, in questa sezione analizzeremo questo

tipo di proprietà con il metodo delle riferimenti mobili.

Iniziamo con il considerare una varietà di�erenziabile di dimensione 2,M2, dotata

di metrica Riemanniana ≺ ·, · �p. Per ciascun punto p ∈ M possiamo scegliere un

intorno U , dove resti de�nita una coppia di campi vettori di�erenziabili ortonor-

mali su U , {e1, e2}. A questa, che verrà detta, con un piccolo abuso di notazione,

riferimento mobile possiamo associare una coppia di forme di�erenziali, un rifer-

imento duale, sempre con abuso di notazione, {ω1, ω2}, utilizzando la condizione



5.1. DEFINIZIONI E TEOREMI DI GEOMETRIA DIFFERENZIALE DELLE SUPERFICI. 166

ωi(ej) = δji . Il punto cruciale è riuscire a de�nire delle forme che giochino il ruolo

di forme di connessione14 in questo caso.

Per quanto visto precedentemente, se esistesse un embedding x : U → R3, tale da

essere un isometria15; in questo caso potremmo ottenere una riferimento mobile

{e′1, e′2, e3} ed un aperto V ⊇ x(U), in R3, tale che il riferimento mobile sia una

riferimento mobile adattato che estenda la cornice{x∗e1, x
∗e2}, in x(U). Osservando

le equazioni di struttura osserviamo che le sole forme, tra forme di connessione

e riferimento duale, a non dipendere dal vettore �esterno� e3 sono: ω1, ω2 e ω12.

Potrebbe dunque essere ragionevole supporre che esista un'unica forma ω12 = −ω21,

in U , tale che valgano le:

(5.1.4) dω1 = ω12 ∧ ω2, dω2 = ω21 ∧ ω1.

In e�etti questo è vero, come detto nel seguente:

Theorem 5.20. (di Levi-Civitta.) SiaM una varietà Riemanniana di dimensione

2, sia U ⊆ M un aperto di M dove è de�nita una coppia di campi di vettori

tangenti ortonormali, ovvero un riferimento mobile, {e1, e2} e siano, in�ne, ω1, ω2

la riferimento duale associato ad {e1, e2}. Allora esiste un'unica forma di�erenziale

suM, ω12 = −ω21, tale che valgano le (5.1.4).

Dimostrazione. L'unicità è già stata provata nel lemma 5.10. Per provarne

l'esistenza poniamo:

ω12[e1] = dω1[e1, e2], ω12[e2] = dω2[e1, e2],

e si veri�acno le proprietà richieste:

ω12 = ω12[e1]dx1 + ω12[e2]dx2 =

14Queste utilizzavano, per la loro de�nizione, lo spazio ambiente R3.
15Ovvero l' embedding x è tale che il prodotto scalare su U può esser visto come il prodotto
scalare indotto da R3.
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= dω1[e1, e2]dx1 + dω2[e1, e2]dx2 =

= −(dω1[e2, e1]dx1 + dω2[e2, e1]dx2) = −ω21.

dω1[e1, e2] = ω12[e1] = ω12[e1]ω2[e2]− ω12[e2]ω2[e1] = (ω12 ∧ ω2)[e1, e2],

ed in maniera perfettamente identica si mostra che dω2 = ω12 ∧ ω1, da notare che

questa dimostrazione fornisce ,una volta note ω1e ω2, un metodo di calcolo per

ω12. �

Il problema che ci poniamo è quello di poter ricavare delle entità geometriche a par-

tire da ω1, ω2 e ω12; prima di procedere con la soluzione del problema, analizziamo

il comportamento di ω12 al variare della cornice.

Lemma 5.21. Sia M,U ,{e1, e2},ω1, ω2 e ω12 come nel teorema precedente; sia

inoltre {ē1, ē2} un altro riferimento mobile in U , questo può esser scritto come:

(5.1.5)


ē1 = fe1 + ge2,

ē2 = −ge1 + fe2,

nel caso l'orientazione sia la stessa,

(5.1.6)


ē1 = fe1 + ge2,

ē2 = ge1 − fe2,

nel caso di orientazione opposta; con f, g : U → R due funzioni di�erenziabili tali

che f2 + g2 = 1.

Allora abbiamo che:

ω12 = −ω̄12 − τ,

nel caso avessero orientazione opposta, e:

ω12 = ω̄12 − τ,

nel caso avessero stessa orientazione. Dove τ = fdg − gdf .
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Dimostrazione. Mostriamo solo il caso di orientazione uguale, il restante caso si

mostra in maniera perfettamente identica. Iniziamo con il considerare le (5.1.5), da

queste otteniamo: 
ω1 = fω̄1 + gω̄2,

ω2 = −gω̄1 + fω̄2,

Di�erenziando la priam di queste si ottiene:

dω̄1 = df ∧ ω1 + fdω1 − dg ∧ ω2 − gdω2,

utilizzando le equazioni di struttura per dω̄1 e dω̄2, usando inoltre il fatto che

ω12 = −ω21 , si ottiene:

dω1 = ω̄1 ∧ ω2 + (fdf + gdg) ∧ ω1 + (gdf − fdg) ∧ ω2,

Considerato che f2 + g2 = 1 =⇒ fdf + gdg = 0, si ha:

dω1 = (ω̄12 − τ) ∧ ω2.

In maniera similare si ottiene:

dω2 = −(ω̄12 − τ) ∧ ω1,

per unicità otteniamo ω12 = ω̄12 − τ . �

Tentiamo di fornire un'interpretazione geometrica alla forma τ introdotta nel lemma

(5.21), per farlo abbiamo bisogno del seguente:

Lemma 5.22. Sia p ∈ M, e sia γ : [a, b] → M una curva tale che γ(t0) = p. Sia
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ϕ0 = Ang(e1(p), ē1(p))16, allora:

ϕ(t) =

ˆ t

t0

(
f
dg

dt
− g df

dt

)
dt+ ϕ0,

è una funzione di�erenziabile tale che:

cos (ϕ(t)) = f(t), sen (ϕ(t)) = g(t),

ϕ(t0) = ϕ0, dϕ = γ∗τ.

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto che:

f(t)cos(t) + g(t)sen(t) = 1.

Iniziamo con il notare che, per de�nizione di ϕ, vale:

ϕ
′

= fg
′
− gf

′
.

Allora:

(fcos(ϕ) + gsen(ϕ))
′

= f
′
cos(ϕ)− fϕ

′
sen(ϕ) + g

′
sen(ϕ) + gϕ

′
cos(ϕ) =

= (f
′
+ fgg

′
− g2f

′
)cos(ϕ) + (g

′
+ gff

′
− f2g

′
)sen(ϕ) =

Poiché f2 + g2 = 1 abbiamo ff
′

= −gg′ , da cui:

= (f
′
− f2f

′
− g2f

′
)cos(ϕ) + (g

′
− g2g

′
− f2g

′
)sen(ϕ) =

= f
′
[1− (f2 + g2)]cos(ϕ) + g

′
[1− (f2 + g2)]sen(ϕ) = 0.

Di conseguenza fcos(ϕ) + gsen(ϕ) = c ∈ R, inoltre da f(t0) = cos(t0) e g(t0) =

sen(t0) otteniamo che:

fcos(ϕ) + gsen(ϕ) = 1.

16Dove Ang : V × V → R3, con V uno spazio vettoriale reale dotato di prodotto scalare, che ci
dà l'angolo tra due vettori, data da:

Ang(v, w) = arccos

(
≺ v, w �
||v||||w||

)
.
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Da cui segue:

(f−cos(ϕ))2+(g−sen(ϕ))2 = f2+g2+[cos(ϕ)]2+[sen(ϕ)]2−2(fcos(ϕ)+gsen(ϕ)) =

= 2− 2 = 0,

il che implica cos(ϕ) = f e sen(ϕ) = g, e da questo segue il lemma. �

Dunque un interpretazione geometrica della 1-forma τ , può essere la seguente; data

una curva in U , τè il di�erenziale della funzione �angolo� tra i vettori e1 ed ē1,

lungo la curva. Adesso possiamo iniziare ad entrare nel vivo dell'argomento ed a

sviluppare la trattazione della geometria intrinseca delle super�ci. Iniziamo con il

far notare che, passando alle riferimenti duali nelle (5.1.5) o nelle (5.1.6) e eseguendo

i prodotti esterni otteniamo:

ω1 ∧ ω2 = ω̄1 ∧ ω̄2 = σ,

Dunque abbiamo che σ non dipende dal cambio di riferimento mobile, come con-

seguenza, può esser de�nito globalmente suM.

Definition 5.23. SiaM2 una varietà Riemanniana, la 2-forma di�erenziale local-

mente de�nita in un dato aperto U ⊆M come:

ω1 ∧ ω2 = σ,

dove {ω1, ω2} è la riferimento duale di una riferimento mobile {e1, e2} de�nita in

U ⊆M, è detta elemento d'area.

Per quanto detto sopra l'elemento d'area resta globalmente ben de�nito, il suo

signi�cato geometrico è facilmente visibile; siano v1, v2 due vettori tangenti in p ∈

M, linearmente indipendenti, allora se vi =
∑
j a

i
jej , si ha:

σ[v1, v2] = Det(aij) = Area(v1, v2);
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ovvero rappresenta l'area del parallelogramma che ha per lati v1 e v2. L'elemen-

to d'area ci permette di de�nire un altro oggetto fondamentale della geometria

intrinseca delle super�ci, questo è dato nel seguente:

Theorem 5.24. Sia M2 una varietà Riemanniana. Per ciascun punto p ∈ M,

de�niamo il numero K(p) scegliendo una riferimento mobile in un intorno di p e

ponendo:

(dω12)p = −K(p)(ω1 ∧ ω2)p.

Allora K(p) non dipende dalla scelta del riferimento mobile ed è detto curvatura di

Gauss diM in p.

Dimostrazione. Consideriamo un'altro riferimento mobile in un intorno di

p, denotiamolo con {ē1, ē2}. Supponiamo che l'orientazione sia la stessa, in caso

contrario si procede allo stesso modo, allora:

ω12 = ω̄12 − τ,

poiché τ = fdg − gdf , dτ = 0, di conseguenza dω12 = dω̄12.Ne consegue:

−Kω1 ∧ ω2 = dω12 = dω̄12 = −K̄ω̄1 ∧ ω̄2 = −K̄ω1 ∧ ω2,

quindi K = K̄. �

Un concetto fondamentale nello studio della geometria intrinseca è la derivata

covariante.

Definition 5.25. Sia M una varietà Riemanniana di dimensione 2 e sia Y un

campo di vettori di�erenziabile suM. Dati p ∈ M e x ∈ Tp(M), consideriamo la

curva α : (−a, a) → M tale che α(0) = 0 e che α′(0) = x. De�niamo la derivata

covariante di Y lungo x in p, che verrà indicata con ∇xY (p); data una riferimento
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mobile {ei} in un intorno di p, possiamo esprimere Y (α(t)) come:

Y (α(t)) =
∑
j

yj(t)ei,

poniamo allora:

∇xY (p) =
∑
i

dyi
dt

(0) +
∑
j

ωji(x)yj(0)

 ei,

con la convenzione già utilizzata in precedenza che ωii = 0.

Il lemma seguente ci garantisce che la derivata covariante è ben de�nita.

Lemma 5.26. La derivata covariante non dipende dalla scelta del riferimento mo-

bile.

Dimostrazione. COnsideriamo due riferimenti mobili ortonormali {e1, e2} e

{ē1, ē2} , supponiamoli con medesima orientazione, nel caso di orientazione opposta

la dimostrazione è pressochè invariata. Allora:

(5.1.7)


y1 = fȳ1 − gȳ2

y2 = gȳ1 + fȳ2


e1 = fē1 − gē2

e2 = gē1 + fē2

,

dove Y (α(t)) =
∑
yi(t)ei =

∑
ȳi(t)ēi e f, g : R→ R sono due funzioni di�erenzia-

bili tali che f2 + g2 = 1. Per de�nizione:

∇xY =

(
dy1

dt
+ ω12[x]y2

)
e1 +

(
dy2

dt
+ ω12[x]y1

)
e2,

dove tutto è calcolato in t = 0. Utilizzando la (5.1.7), il fatto che ω12 = ω̄12 − τ e

f2 + g2 = 1, dopo lunghi ma semplici calcoli si perviene a:

∇xY =

(
dȳ1

dt
+ ω̄12[x]ȳ2

)
ē1 +

(
dȳ2

dt
+ ω̄12[x]ȳ1

)
ē2,

da cui l'asserto. �



5.1. DEFINIZIONI E TEOREMI DI GEOMETRIA DIFFERENZIALE DELLE SUPERFICI. 173

La derivata covariante può essere utilizzata per dare un'interpretazione geometrica

a ω12, la forma di connessione associata alla riferimento mobile {e1, e2}, infatti:

∇xe1 = ω12(x)e2,

da cui si ricava:

ω12(x) =≺ ∇xe1, e2 � .

In altri termini, la seconda componente della derivata covariante di e1 lungo x, non

è null'altro che la forma ω12 applicata ad x. Daremo più avanti, nella parte degli

esercizi, un'interpretazione geometrica della derivata covariante, almeno nel caso

M⊆ R3.

L'introduzione della derivata covariante è il primo passo per de�nire i concetti

principali della geometria Riemanniana in dimensione due, per una trattazione

approfondita di questo argomento si rinvia ai testi in bibliogra�a o ad altri testi

sull'argomento17. Considerammo una varietà Riemanniana di dimensione 2, che

d'ora in avanti sarà denotata conM, almeno �no alla �ne del capitolo. Iniziamo a

de�nire alcuni concetti.

Definition 5.27. Data una curva α : [−a, a]→M, un campo di vettori Y su α è

detto parallelo lungo α se e solo se ∇α′(t)Y = 0, per ogni t ∈ [−a, a].

Definition 5.28. Una curva α : [a, b]→M è detta una geodetica se e solo se α′(t)

è un campo di vettori parallelo lungo α.

Definition 5.29. Supponiamo cheM sia orientabile, sia γ : [a, b]→M una curva

di�erenziabile, parametrizzata con l'ascissa curvilinea s. In un intorno U ⊆ M

di un punto della curva γ(s), consideriamo una riferimento mobile , {e1, e2} in un

orientazione diM tale che, ristretto ad γ, e1(s) = γ′(s). La curvatura geodetica di

17Una panoramica di questi concetti è contenuta nel capitolo quarto del [DoCDG].
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γ, denotata con kγg o più semplicemente kg, inM è data da:

kg = (γ∗ω12)(
d

ds
),

con d
ds la base canonica si R.18

Proposition 5.30. Siano γ e {e1, e2} come nella de�nizione precedente, l'unica

variazione è che qui non supporremmo orientabilità diM e dunque e2 può assumere

due possibili versi. Allora e1 è parallelo lungo γ se e solo se γ∗ω12 = 0.

Dimostrazione. e1 è parallelo lungo γ se e solo se ∇e1e1 = 0. In questo caso:

ω12[e2] =≺ ∇e1e1, e1 �= 0

e

ω12[e1] =≺ ∇e1e1, e2 �= 0,

di conseguenza ω12 = 0, ovvero γ∗ω12 = 0, come richiesto. �

Corollary 5.31. Data una curva α suM, allora questa è una geodetica se e solo

se la curvatura geodetica è nulla lungo α.

Dimostrazione. Segue immediatamente dalla proposizione precedente e dalla

de�nizione di derivata covariante. �

Un'interpretazione geometrica della curvatura geodetica è data dal seguente.

Proposition 5.32. Supponiamo che M sia orientabile, sia γ : [a, b] → M una

curva di�erenziabile, parametrizzata con l'ascissa curvilinea s. Sia V una campo di

vettori parallelo lungo γ e sia ϕ = Ang(V, α′(0)), misurato nell'orientazione data.

Allora:

kg(s) =
dϕ

ds
.

18Qui si sta utilizzando il teorema 1.7 del capitolo uno.



5.1. DEFINIZIONI E TEOREMI DI GEOMETRIA DIFFERENZIALE DELLE SUPERFICI. 175

Dimostrazione. Si scelgano due riferimenti mobili con orientamento positivo{e1, e2}

e {ē1, ē2} in un intorno di α(s), de�niti come segue:

e1 = V/|V |; ē1 = α
′
(s);

de�niti inizialment in un tratto di α intorno ad α(s) e poi estesi ad un intorno di α

inM. Denotiamo ω12 e ω̄12 le forme di connessione associate a {e1, e2} e {ē1, ē2},

rispettivamente.

Ora ϕ è l'angolo compreso tra e1 ed ē1, ed è de�nito a meno di una costante, ma

dϕ è ben de�nito inoltre:

dϕ = −α∗ω12 + α∗ω̄12.

Poiché e1 è parallelo lungo α abbiamo che α∗ω12 = 0, considerato che ē1 = α
′
,

otteniamo:

kg = (α∗ω̄12)(d/ds) = dϕ(d/ds) =
dϕ

ds
.

�

La dimostrazione della proposizione precedente contiene anche un'interpretazione

della curvatura di Gauss in termini di trasporto parallelo. Proviamo a riassumerla.

Consideriamo un punto p ∈ M, ed un duo intorno D ⊆ M che sia omeomorfo

ad un disco con bordo liscio ∂D. Sia q ∈ ∂D e V0 ∈ Tq(M), un vettore unitario,

trasportiamo V parallelamente a se stesso lungo ∂D, ovvero consideriamo un campo

di vettori parallelo tale che V : [a, b]→ TM : t 7→ (γ(t), V (t)) e che V (0) = V0; con

γ : [a, b]→M una parametrizzazione del bordo ∂D, tale che γ(a) = γ(b) = q e che

sia parametrizzata con l'ascissa curvilinea s. Quando il campo di vettori V ritorna

su q formerà un angolo ϕ con V0. Consideriamo le riferimenti {e1 = γ′(a), e2}

e {ē1 = V (a), ē2}, de�nite lungo γ.Ora nella dimostrazione della proposizione

precedente si trova che dϕ = γ∗ω̄12. Da cui:

−
ˆ
∂D

γ∗ω12 =

ˆ
∂D

dϕ = ϕ,
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ma per il teorema di Stokes:

ϕ = −
ˆ
∂D

γ∗ω12 = −
ˆ
D

dω12 =

ˆ
D

Kσ.

Per il teorema del valore medio del calcolo integrale, abbiamo che

K(p) = lim
D→p

ϕ

Area(D)
,

Da cui si deduce che la curvatura di Gauss dà conto di quanto di�erisca dall'identità

un trasposto parallelo lungo un piccolo cerchio attorno a p.

Con questo concludiamo la parte relativa ai teoremi ed alle de�nizioni, passiamo

ora allo svolgimento degli esercizi.

5.2. Esercizi di geometria di�erenziale delle super�ci.

Come d'abitudine passiamo alla parte riguardante gli esercizi.

Exercise. 5.1 (il toro piatto)

Sia f : R2 → R4 un'applicazione de�nita da:

f(x, y) = (cos(x), sin(x), cos(y), sin(y)), (x, y) ∈ R2,

Si mostri che:

(1) f è un'immersione e che f(R2) è omeomorfo a T2 , ovvero il toro.

(2) La riferimento mobile{ei = ∂if}i∈{1,2} in f(R2) è ortonormale nella met-

rica indotta su f(R2) da R4. Si calcolino inoltre ω1, ω2 e ω12.

(3) La curvatura gaussiana della metrica indotta è zero.

Svolgimento:
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(1) Calcoliamo df , questo ci dà:

df(x,y) =

 −sen(x) cos(x) 0 0

0 0 −sen(y) cos(y)

 ,

il rango di questa è due, dunque dfp 6= 0 per ogni punto di R2; di con-

seguenza questa è un'immersione. Inoltre abbiamo che f(R2) = S1 × S1,

e dunque visto l'esercizio 3.2, si ha che f(R2)
∼
= T2.

(2) Abbiamo che:

∂1f(x, y) =

(
−sen(x) cos(x) 0 0

)
,

∂2f(x, y) = ( 0 0 −sen(y) cos(y) ),

di conseguenza:

||∂1f ||2 = [sen(x)]2 + [cos(x)]2 = 1,

||∂2f ||2 = [sen(y)]2 + [cos(y)]2 = 1,

≺ ∂1f, ∂2f �= 0.

Posto e1 = ∂1f e e2 = ∂2f , abbiamo che:

de1 =

(
−cos(x)dx −sen(x)dx 0 0

)

de2 =

(
0 0 −cos(y)dy −sen(y)dy

)
,

di conseguenza:

ω12 =≺ de1, e2 �= 0 = −ω21,

ω1 = dx,

ω2 = dy,
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(3) Poiché la curvatura di Gauss K è tale che:

dω12 = −Kω1 ∧ ω2,

dω12 = 0 e ω1 ∧ ω2 6= 0, allora K = 0.

Exercise. 5.2

Sia H2
+ il semipiano superiore di R2, ovvero:

H2
+ = {(x, y) ∈ R2| y > 0},

Si consideri il seguente prodotto scalare in H2
+, dato da:

(u · v)p =
≺ u, v �

y2
p

,

dove ≺ ·, · � è il prodotto scalare canonico. Si provi che questa è una metrica

Riemanniana in H2
+ la cui curvatura Gaussiana K è −1; H2

+ con questa metrica è

detto piano iperbolico.

Svolgimento:

Iniziamo con il dimostrare che · è un prodotto scalare. Questo è simmetrico, infatti:

(u · v)p =
≺ u, v �

y2
p

=
≺ v, u �

y2
p

= (v · u)p,

inoltre è bilineare:

(u · [αv + βw])p =
≺ u, αv + βw �

y2
p

=

= α
≺ u, v �

y2
p

+ β
≺ u,w �

y2
p

= α(u · v)p + β(u · w)p.

Ed ovviamente de�nita positiva, poiché y2
p > 0 per ogni p e per ogni u vale ≺

u, u �> 0. Consideriamo il riferimento mobile:

f1 = ye1, f2 = ye2,
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questo è ortonormale poiché:

fi · fj =
y2 ≺ ei, ej �

y2
= δji .

Dobbiamo calcolarci ω1e ω2, queste possono esser scritte nella forma:

ωi = ai1dx+ ai2dy,

imponendo la condizione ωi[fj ] = δji , otteniamo il sistema:
a1

1y = 1 a1
2y = 0

a2
1y = 0 a2

2y = 1

di conseguenza:

ω1 =
dx

y
, ω2 =

dy

y
,

di�erenziando:

dω1 = − 1

y2
dx ∧ dy,

dω2 = 0.

Per de�nizione si ha:

yω12[ei] = ω12[fi] = dωi[f1, f2],

di conseguenza:

yω12[e1] =
−y2

y2
= −1, yω12[e2] = 0,

�nalmente otteniamo che ω12 = ω12[e1]dx+ ω12[e2]dy = −dxy . Sussiste la relazione:

1

y2
dx ∧ dy = dω12 = −Kω1 ∧ ω2 =

1

y2
dx ∧ dy,

da cui K = −1.

Exercise. 5.3

Sia M una varietà Riemanniana di dimensione due. Sia f : U ⊆ R2 → M una

parametrizzazione di M tale che fu = df (∂1) e fv = df(∂2) siano ortogonali,
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(u, v) ∈ U . Poniamo E =≺ fu, fu � e G =≺ fv, fv �. Si consideri il riferimento

mobile ortonormale e1 = fu/
√
E e e2 = fv/

√
G. Si mostri che:

(1) Il riferimento duale è:

ω1 =
√
Edu, ω2 =

√
Gdv.

(2) Le forme di connessione sono date da:

ω12 = − (
√
E)v√
G

du+
(
√
G)u√
E

dv, ω12 = −ω21.

(3) La curvatura gaussiana diM è:

K = − 1√
EG

{(
(
√
E)v√
G

)
v

+

(
(
√
G)u√
E

)
u

}
.

Svolgimento:

(1) Iniziamo con il calcolare il riferimento duale, poiché ωi[ej ] = δji , posto

ωi = aidu+ bidv,otteniamo il sistema:

a1√
E
du[fu] + b1√

E
dv[fu] = 1

a1√
G
du[fv] + b1√

G
dv[fv] = 0

a2√
G
du[fv] + b2√

G
dv[fv] = 1

a1√
E
du[fu] + b1√

E
dv[fu] = 0

,

Da cui otteniamo:

b1 = a2 = 0, a1 =
√
E, b2 =

√
G;

quindi ω1 =
√
Edu, mentre ω2 =

√
Gdv.

(2) Per de�nizione abbiamo che

ω12[ei] = dωi[e1, e2],
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dunque visto che:

dω1 = −(
√
E)vdu ∧ dv, dω2 = (

√
G)udu ∧ dv,

abbiamo:

dω1[e1, e2] = − (
√
E)v√
EG

, dω2 =
(
√
G)u√
EG

;

quindi:

ω12[fu]√
E

=
(
√
E)v√
EG

,
ω12[fv]√

G
=

(
√
G)u√
EG

,

ω12 = ω12[fu]du+ ω12[fv]dv = − (
√
E)v√
G

du+
(
√
G)u√
E

dv.

(3) Iniziamo con il notare che: ω1 ∧ ω2 =
√
EGdu ∧ dv, resta da calcolare

dω12, questo è dato da:

dω12 = −

(
− (
√
E)v√
G

)
v

du ∧ dv +

(
(
√
G)u√
E

)
u

du ∧ dv =

=

{(
(
√
E)v√
G

)
v

+

(
(
√
G)u√
E

)
u

}
du ∧ dv,

Ricordando che dω12 = −Kω1 ∧ ω2, si ottiene:

K = − 1√
EG

{(
(
√
E)v√
G

)
v

+

(
(
√
G)u√
E

)
u

}
.

Exercise. 5.4

Sia S2 = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 + z2 = 1}. Si mostri che non esiste un campo di

vettori non nullo X in S2.

Svolgimento:

Supponiamo che tale campo esista, allora il campo di vettori unitario e1 = X/||X||

è ben de�nito in tutta S2, inoltre è anche di�erenziabile. Consideriamo e2 normale

a e1 e unitario, tale che la coppia {e1, e2} abbia la stessa orientazione di S2. Poiché
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K = 1, abbiamo dω12 = −Kω1 ∧ ω2 = −ω1 ∧ ω2 = −σ, di conseguenza:

4π =

ˆ
S2

σ =

ˆ
S2

−dω12 =

ˆ
∂S2

ω12 =

ˆ
∅
ω12 = 0.

Assurdo.

Exercise. 5.5

SI consideri R2 con il seguente prodotto scalare: Dato p = (x, y) ∈ R2 e u, v ∈

Tp(R2), allora:

≺ u, v �p=
u · v

(g(p))2
,

dove u · v è il prodotto scalare canonico di R2 e g : R2 → R un'applicazione non

nulla. SI mostri che la curvatura gaussiana della metrica associata ad esso è:

K = g(gxx + gyy)− (g2
x + g2

y).

Svolgimento:

Consideriamo il riferimento mobile:

e1 = g(p)a1, e2 = g(p)a2,

questo è ovviamente un riferimento ortonormale. Iniziamo con il calcolarci ω1, ω2,

queste sono le duali di e1,e2, quindi si deve avere: ωi[ej ] = δji ; dalla quale, poste

ω1 = a1
1dx+ a1

2dy e ω2 = a2
1dx+ a2

2dy, discende il sistema:
a1

1g(p) = 1 a1
2g(p) = 0

a2
1g(p) = 0 a2

2g(p) = 1

,

da cui si deduce:

ω1 =
dx

g(p)
, ω2 =

dy

g(p)
;

di�erenziando otteniamo:

dω1 =
gy
g2
dx ∧ dy, dω2 =

gx
g2
dx ∧ dy.
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Di conseguenza:

gω12[a1] = ω12[e1] = dω1[e1, e2] = gy,

gω12[a2] = ω12[e2] = dω2[e1, e2] = −gx.

da cui risulta ω12 =
gy
g dx−

gx
g dy, di�erenziando:

dω12 = −

(
gyy
g
−
g2
y

g2

)
dx ∧ dy −

(
gxx
g
− g2

x

g2

)
dx ∧ dy =

− 1

g2

[
g (gyy + gxx)−

(
g2
x + g2

y

)]
dx ∧ dy = −Kω1 ∧ ω2 =

= − 1

g2
Kdx ∧ dy.

Da cui: K = g(gxx + gyy)− (g2
x + g2

y).

Exercise. 5.6

Sia M ⊆ R3 una super�cie con metrica indotta. Dato p ∈ M, x ∈ TpM ed un

campo di vettori tangenti aM, si mostri che:

(∇xY )(p) = πTpM

(
dY (α(s))

ds

)
|0
,

dove α : I →M è una curva di�erenziabile, s ∈ I, αunitaria, πTpM è la proiezione

su TpM ed in�ne dY
ds è l'usuale derivata di R2. Allora si concluda che γ, unitaria è

una geodetica se e solo se il vettore d2γ
(ds)2 è ortogonale alla super�cie.

Svolgimento:

γ è una geodetica se e solo se ∇γ′γ′ = 0. Dato che

∇γ′γ′ = πTpM

(
d(γ′)

ds

)
= πTpM

(
d2γ

(ds)2

)
= 0,

da cui l'asserto.

Exercise. 5.7
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Sia S2 = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y2 + z2 = 1} la sfera unitaria con la metrica indotta

da R3. Si mostri che:

(1) Le geodetiche di S2 sono i cerchi di raggio massimo.

(2) La mappa antipodale

A : S2 → S2

p 7→ −p

è un'isometria.

(3) Il piano proiettivo reale PR2( considerato come sfera in cui vengono iden-

ti�cati i punti diametralmente opposti,) può essere dotato di una metrica

in maniera tale che π : S2 → PR2 sia un'isometria locale.

Svolgimento:

(1) Iniziamo l'osservare che un eventuale rotazione della super�cie non cam-

bia la perpendicolarità di un vettore alla stessa, di conseguenza è su�-

ciente dimostrare che l'equatore è una geodetica ed in automatico tutte

le circonferenze di raggio massimo sono delle geodetiche. Consideriamo la

parametrizzazione di S2, esclusi (0,0,1) e (0,0,-1), data da:

Γ(θ, ϕ) = (cos(θ)cos(ϕ), sen(θ)cos(ϕ), sen(ϕ)). (θ, ϕ) ∈ [0, 2π]× (−π/2, π/2)

un cerchi di raggio massimo può esser parametrizzato �ssando uno dei due

tra θ e ϕ. Consideriamo il riferimento mobile dato da:

f1 = ∂1Γ(θ, ϕ) = (−sen(θ)cos(ϕ), cos(θ)sen(ϕ), 0),

f2 = ∂2Γ(θ, ϕ) = (−cos(θ)sen(ϕ), −sen(θ)sen(ϕ), cos(ϕ)),

posti e1 = f1/||f1|| ed e2 = f2 , questi sono un riferimento mobile ortonor-

male. In questa parametrizzazione per ottenere l'equatore è su�ciente
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porre ϕ = 0, di conseguenza la sua parametrizzazione diviene:

γ = (cos(θ), sen(θ), 0),

da cui

γ′ = (−sen(θ), cos(θ), 0),

γ′′ = −(cos(θ), sen(θ), 0),

abbiamo che ≺ γ′′, e1 �=≺ γ′′, e2 �= 0, di conseguenza è normale alla

super�cie il che implica, per l'esercizio 5.6, che l'equatore è una geodetica.

(2) Siano u, v ∈ Rn, allora:

≺ dA[u], dA[v] �=≺ A(u), A(v) �=≺ −u,−v �=≺ u, v �,

dunque A : Rn → Rn : p 7→ −p è un'isometria, in particolare questo

continua a valere se n = 3.

(3) Dotiamo il proiettivo della metrica seguente, date due classi [p], [q] allora

de�niamo:

< [p], [q] >=≺ p+, q+ �,

dove p+ è il membro della classe che ha prima coordinata non nulla pos-

itiva. Questo è evidentemente simmetrico, bilineare, de�nito positivo e

ben de�nito. Consideriamo ora un qualsiasi punto p di S2, questo ha si-

curamente almeno una coordinata non nulla, non è restrittivo supporre la

prima, consideriamo U = {(x, y, z) ∈ S2| xpx > 0}19, questo è un intorno

di p in S2. Si consideri q ∈ U , questo ha la prima coordinata dello stesso

segno di p, dunque

< π(q), π(p) >=< [q], [p] >=≺ p+, q+ �=≺ p, q �,

in maniera similare si opera con gli altri casi.

19Nel caso la prima fosse nulla si considera la seconda e si prende come U = {(x, y, z) ∈ S2|ypy >
0}, nel caso l'unica coordinata non nulla fosse la terza si considera U = {(x, y, z) ∈ S2| zpz > 0}.
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Exercise. 5.8

Sia M una varietà Riemanniana di dimensione due. Lo scopo dell'esercizio è

mostrare che La curvatura gaussiana di M è nulla se e solo se è localmente eu-

clidea, ovvero, se in un intorno di ciascun punto esiste un sistema di coordinate

(u, v) tale che la prima forma fondamentale associata sia I = du2 + dv2. Ovvia-

mente se I è come sopra allora vale K = 0. Per dimostrare il viceversa si proceda

come segue:

(1) Si scelga un riferimento mobile {e1, e2},in un intorno di p ∈ M. Poiché

dω12 = −Kω1 ∧ω2 = 0, per il lemma di Poincaré esiste θ in un intorno di

p tale che dθ = ω12.

(2) Si scelga Un'Altra riferimento {ē1, ē2} ponendo Ang(e1, ē1) = θ.Si mostri

che la forma di connessione ω̄12 è identicamente nulla.

(3) Si mostri che ω̄12 = 0, implica che dω̄1 = dω̄2 = 0, e si usi il lemma di

Poincaré per ottenere il sistema di coordinate richiesto.

Svolgimento:

Per il 5.21, abbiamo la seguente correlazione tra ω12 e ω̄12, posto che i due riferimenti

abbaino stessa orientazione:

ω̄12 = ω12 − τ,

dove, per il lemma 5.22, abbiamo che τ = dθ, ma per ipotesi dθ = ω12, di conseguen-

za ω̄12 = 0. Questo prova il punto 2. Possiamo scrivere ω̄12 = ω̄12[ē1]dx+ ω̄12[ē2]dy,

di conseguenza:

0 = ω̄12[ē1] = dω̄1[ē1, ē2] = a1dx ∧ dy[ē1, ē2] = a1,

in maniera identica si dimostra che dω̄2 = 0, il che implica che ω̄1 e ω̄2 sono esatte,

per il lemma di Poincaré. quindi esistono u, v tali che du = ω̄1 e dv = ω̄2 , inoltre
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scrivendo la metrica di questo riferimento otteniamo:

I = ω̄2
1 + ω̄2

2 = du2 + dv2.



CAPITOLO 6

Il Teorema di Gauss-Bonnet e il Teorema di Morse.

Questo è l'ultimo capitolo di questa trattazione. In questo capitolo si introdurrà il

teorema di Gauss-Bonnet, uno dei più interessanti risultati della geometria, questo

teorema stabilisce un collegamento entro la geometria di�erenziale e la topologia di

una super�cie. La dimostrazione di questo teorema fa uso di quanto è stato fatto

nei capitoli precedenti, dall'esistenza di una partizione di�erenziabile dell'unità alle

riferimenti mobili introdotte nel capitolo precedente, e si consiglia di vederla almeno

una volta. La versione contenuta nel capitolo 6 del [DoCDF], è sostanzialmente

quella dovuta a S.S.Chern. Andiamo ora a vedere i risulti e le de�nizioni più

importanti riguardanti questo capitolo.

6.1. De�nizioni e teoremi dell'ultimo capitolo.

Prima di iniziare a introdurre i concetti principali del capitolo, vediamo di fare

qualche appunto di carattere generale. Iniziamo dicendo che d'ora in avanti, per

tutta la durata di questa prima sezione, una qualsiasi varietà di�erenziabile verrà

considerata dotata di metrica Riemanniana. D'ora in poi M indica una varietà

di�erenziabile, compatta, orientata e di dimensione 2. Passiamo ora alle de�nizioni.

6.1.1. Il Teorema di Gauss-Bonnet. Iniziamo con l'introdurre il concetto

di punto singolare in un campo di vettori.

Definition 6.1. Sia X un campo di vettori di�erenziabile suM; un punto p ∈M

è detto singolare per X se e solo se X(p) = 0. Un punto singolare p ∈ M è detto

isolato se esiste un suo intorno V ⊆M tale che non contenga punti singolari per X

188



6.1. DEFINIZIONI E TEOREMI DELL'ULTIMO CAPITOLO. 189

di�erenti da p. Per convenienza, in generale prenderemo V omeomorfo ad un disco

di R2.

Dato che M è compatta abbiamo che il numero di punti singolari isolati è �nito.

Dato un punto singolare isolato di un campo di vettori X, possiamo associargli un

numero intero. Iniziamo con il considererà in V , un intorno del punto singolare

p che non contenga altri punti singolari. Consideriamo su V \{p} due riferimenti:

{e1, e2} e {ē1, ē2}, con medesima orientazione e con la seconda tale che ē1 = X
||X|| ,

tale che ē2 sia ortogonale ad ē1 e che diamo orientati come M. Per quanto visto

nel capitolo precedente:

ω̄12 − ω12 = τ,

e questa è de�nita in tutto V \{p}.

Definition 6.2. De�niamo l'indice di X rispetto a p, come il numero reale IXp , o

più semplicemente I, dato da: ˆ
C

τ = 2πI.

Dove C è una curva chiusa che sia il bordo di un compatto K di M, tale che

p ∈ K ⊆ V .

Lemma 6.3. L'indice non dipende dalla scelta della curva C, inoltre I ∈ Z.

Dimostrazione. Tralasceremo la dimostrazione del fatto che l'indice è un

intero, assumeremo questo fatto come dato. Siano γ1e γ2 due curve chiuse e semplici

attorno a p, come nella de�nizione di indice. Assumiamo inizialmente che esse non

si intersechino e denotiamo ∆ la regione compresa tra esse. Sia I1 l'indice calcolato

rispetto a γ1 e I2 l'indice calcolato rispetto a γ2. Per il teorema di Stokes ed il fatto

che dτ = 0, otteniamo:

I1 − I2 =

ˆ
γ1

τ −
ˆ
γ2

τ =

ˆ
∆

dτ = 0.

�
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Il lemma appena visto non ci garantisce che l'indice è ben de�nito, infatti vi sarebbe

ancora la dipendenza dell'indice dal riferimento mobile{ei}, di questo ci occuppiamo

con il lemma seguente.

Lemma 6.4. La de�nizione dell'indice non dipende dalla scelta del riferimento mo-

bile. Più precisamente, sia Sr = ∂Br il bordo di un disco di raggio r e centro p,

consideriamo il riferimento mobile{ē1, ē2} della de�nizione. Allora il limite

lim
r→0

1

2π

ˆ
Sr

ω̄12 = Ī ,

esiste, e I = Ī.

Dimostrazione. Siano Sr1 e Sr2 due cerchi concentrici, r2 < r1, e sia ∆ la

regione delimitata dai due. Per il teorema di Stokes:

(6.1.1)

ˆ
Sr1

ω̄12 −
ˆ
Sr2

ω̄12 =

ˆ
∆

dω̄12,

questo tende a zero al tendere a zro di r1 e r2, si noti che ω̄12 non è de�nita in ;

ciononostante, dω̄12 = −Kσ è certamente de�nita dappertutto. Ne consegue che

ogni successione ˆ
Sr1

ω̄12, ...,

ˆ
Srn

ω̄12, ...,

con rn → 0 è una successione di Cauchy e dunque convergente. Di conseguenza

esiste il limite

lim
r→0

1

2π

ˆ
Sr

ω̄12 = Ī ,

ora resta da mostrare che questo è I.

Consideriamo la (6.1.1), si �ssi r1 e si faccia tendere a zero r2, otteniamo:

ˆ
Sr1

ω̄12 − 2πĪ =

ˆ
Br1

dω̄12 = −
ˆ
Br1

Kω̄1 ∧ ω̄2.

D'altro canto, poiché ω̄12 = ω12 + τ , abbiamo

ˆ
Sr1

ω̄12 =

ˆ
Sr1

ω12 +

ˆ
Sr1

τ =

ˆ
Br1

dω12 +

ˆ
Sr1

τ =
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= −
ˆ
Br1

Kω1 ∧ ω2 + 2πI.

Dalle due precedenti otteniamo l'asserto. �

In�ne abbiamo il seguente:

Lemma 6.5. L'indice non dipende dalla metrica.

Dimostrazione. Siano ≺,�0 e ≺,�1 due metriche riemanniane suM. Dato

t ∈ [0, 1], sia

≺,�t= t ≺,�1 +(1− t) ≺,�0 .

Allora ≺,�t è ancora una metrica Riemanniana suM. Le ≺,�t sono una famiglia

di metriche Riemanniane, dipendenti dal solo parametro t, che inizia con ≺,�0 e

termina con ≺,�1. Sia allora It l'indice corrispondente alla metrica ≺,�t, It è una

funzione continua di t, ma è anche a valori discreti in quanto It ∈ Z, dunque è

necesariamente costante. �

Enunciamo ora il teorema di Gauss-Bonnet.

Theorem 6.6. (di Gauss-Bonnet) SiaM una varietà di dimensione due compatta

e orientata. Dato un capo di vettori XsuMcon delle singolarità isolate p1, ..., pk i

cui indici sono I1, ..., Ik. Allora per ogni metrica riemanniana suM, abbiamo:

(6.1.2)

ˆ
M
Kσ = 2π

k∑
i=1

Ii,

dove K è la curvatura di Gauss della metrica e σ l'elemento d'area.

Dimostrazione. Si consideri, in M\(
⋃
i{pi}) il riferimento mobile {ē1, ē2} ,

con ē1 = X/|X| ed ē2 ortogonale ad ē1 e nella stessa orientazione diM. Denotiamo

con Bi la sfera di centro pi tale che non contenga altri punti singolari oltre a pi.

Per il teorema di Stokes, abbiamo che:

ˆ
M\

⋃
i Bi

Kω̄1 ∧ ω̄2 = −
ˆ
M\

⋃
i Bi

dω̄12 =

ˆ
⋃
i ∂Bi

ω̄12 =
∑
i

ˆ
∂Bi

ω̄12,
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dove ∂Bi ha l'orientazione indotta da Bi. Facendo tendere il raggio di Bi a zero

otteniamo: ˆ
M
Kω̄1 ∧ ω̄2 = 2π

∑
i

Ii.

�

Possiamo generalizzare il teorema a super�ci con bordo.

Theorem 6.7. (di Gauss-Bonnet) SiaM una varietà con bordo orientata, compatta

e di dimensione 2, sia X un campo di vettori di�erenziabile suM, trasversale a ∂M,

ovvero non è tangente ad ∂M in alcun punto. Supponiamo che X abbia solo delle

singolarità isolate p1, ..., pk, tutte non su ∂M, e siano I1, ..., Ik, rispettivamente, i

loro indici. Allora per ogni metrica Riemanniana suM vale:

(6.1.3)

ˆ
M
Kσ +

ˆ
∂M

kgds = 2π

k∑
i=1

Ii,

con kg la curvatura geodetica di ∂M e s la sua lunghezza d'arco.

Dimostrazione. Omessa. �

Notiamo che i primi membri delle (6.1.3) e (6.1.2), sono invarianti per di�eomor�smi

nel caso delle super�ci compatte e orientate, di conseguenza lo sono anche i secondi

membri, che facciamo notare non dipendono dalla metrica utilizzata.

Definition 6.8. Il numero
∑
i Ii è detto caratteristica di Eulero-Poincaré ed è in-

dicata con χ(M), questa, oltre ad essere invariante per di�eomor�smi, non dipende

dalla metrica suM.

Un teorema la cui dimostrazione verrà omessa è il seguente; questo verrà utilizza-

to nel seguito e fornisce comunque un dato dell'importanza della caratteristica di

Eulero-Poincaré.
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Theorem 6.9. Data un super�cie compatta connessa ed orientata, M; questa è

omeomorfa ad una super�cieM′ se e solo se

χ(M) = χ(M′).

Dimostrazione. Omessa. �

6.1.2. Il Teorema di Morse. Un teorema collegato a quello di Gauss-Bonnet

è quello dovuto a M. Morse. Questo mette in stretta relazione la topologia di una

super�cie M2, data dalla sua caratteristica di Eulero-Poincaré, con i punti critici

di una certa classe di funzioni. Denoteremo, da ora �no alla �ne del capitolo, salvo

speci�cazioni, conM una varietà orientata, compatta e di dimensione 2.

Definition 6.10. Sia f ∈ F(M), il punto p ∈M è detto critico se e solo se dfp = 0.

Un punto critico è detto non degenere se e solo se esiste una parametrizzazione g

in un intorno di p = g(0, 0), tale che Det(A) 6= 0, dove :

A = Hg(f)[p] =

 ∂2
1(f ◦ g) ∂12(f ◦ g)

∂21(f ◦ g) ∂2
2(f ◦ g)

 (0, 0).

Lemma 6.11. La de�nizione di punto critico non degenere non dipende dalla parametriz-

zazione g utilizzata.

Dimostrazione. Sia p un punto critico per f nella parametrizzazione gα e sia gβ

un'altra parametrizzazione in un intorno di p, allora:

Hgβ = [d(gα ◦ gβ)]Hgα [d(gα ◦ g−1
β )]−1,

Dunque per il teorema di Binet se Det(Hgα) = 0 allora Det(Hgβ ) = 0. �

Definition 6.12. Il gradiente di f ∈ F(M) è quel campo di vettori ∇ f : M →

TM, dato da:

≺ ∇ f, v �p= dfp[v],
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per ogni v ∈ TpM e ≺ ·, · �p una metrica suM.

Da cui si ottiene il seguente:

Lemma 6.13. Un punto p è critico per f ∈ F(Mn) se e solo se è un punto singolare

per ∇ f .

Dimostrazione. Il punto p è critico per f se e solo se, �ssata una parametriz-

zazione in un intorno di p, per ogni i ∈ {1, ..., n} vale:

0 = ∂if(p) =≺ ∇ f, ei �,

e questo è vero se e solo se ∇ f = 0. �

Ora ci serva una classi�cazione dei punti critici non degeneri, diamola nella seguente:

Definition 6.14. Sia p un punto critico non degenere di f ∈ F(M), sia A la matrice

(∂ij(f ◦ g)(p))i,j∈{1,2} e g una parametrizzazione in un intorno di p. Consideriamo

l'espressione seguente:

d = h(x, y)− h(0, 0) =
[(
∂2

1h
)
|0
x2 + (∂12h)|0 xy +

(
∂2

2h
)
|0
y2
]

+ o(x2 + y2),

dove h = f ◦ g, e nel passaggio tra secondo e terzo membro si è utilizzato uno

sviluppo di Taylor. Allora se Det(A) > 0 diremo che:

• p è un punto di minimo se d > 0, in qualche intorno di p.

• p è un punto di massimo se d < 0, in qualche intorno di p.

invece se Det(A) < 0 è detto punto di sella.

Ora possiamo enunciare il Teorema di Morse.
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Theorem 6.15. (di Morse) Sia f : M → R una funzione di�erenziabile su una

super�cie compatta ed orientataM, tale che ogni suo punto critico sia non degenere.

Denotiamo con M,m e s rispettivamente il numero dei punti di massimo,minimo

e di sella di f . Allora il numero M +m− s non dipende da f ; Inoltre:

M +m− s = χ(M).

Dimostrazione. Si scelga una metrica Riemanniana su M. Per questa di-

mostrazione si sfrutteranno i risultati contenuti nei lemmi e nelle proposizioni citate

nel seguito. Poiché i punti critici di f sono non degeneri, allora le singolarità di

∇ f sono isolate e semplici. Dunque l'indice di ∇ f è 1 se il punto è massimo o

un minimo e −1 se il punto è di sella. Per il teorema di Gauss Bonnet abbiamo

dunque che

2π
∑
i

Ii = M +m− s,

e questa somma non dipende dalla metrica considerata ed è proprio la cartteristica

di Eulero-Poincaré della varietà. �

Diamo ancora qualche de�nizione.

Definition 6.16. Sia Xun campo di vettori di�erenziabile su M, sia p ∈ M un

punto singolare per X ed in�ne sia g : U →M una parametrizzazione in un intorno

di p = g(0, 0). Nella base {∂1, ∂2}, associata a g, possiamo scrivere X come:

(X ◦ g)(x, y) = α(x, y)∂1 + β(x, y)∂2,

con (x, y) ∈ U . Dove α, β : U → R sono funzioni di�erenziabili, poiché p è singolare

allora α(0, 0) = β(0, 0) = 0. De�niamo la matrice della parte lineare di X come:

Ag =

 ∂1α ∂2α

∂1β ∂2β

 (0, 0).

Diremo che p è una singolarità semplice se e solo se Det(Ag) 6= 0.
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Lemma 6.17. Il fatto che una singolarità sia semplice non dipende dalla parametriz-

zazione g usata.

Dimostrazione. Omessa. �

Possiamo chiederci come il fatto che p sia un punto critico non degenere si ri�etta

su gradiente di f , la risposta è data dal seguente.

Proposition 6.18. Sia p ∈ M un punto critico per una funzione di�erenziabile

f :M→ R, de�nita su una varietà RiemannianaM2. Allora p è non degenere se

e solo se è una singolarità semplice per ∇ f .

Dimostrazione. Omessa. �

Inoltre si scopre che le singolarità semplici sono isolate.

Lemma 6.19. Sia p ∈ M una singolarità semplice per una campo di vettori dif-

ferenziabile X. Allora p è una singolarità isolata.

Dimostrazione. Omessa. �

Corollary 6.20. I punti critici non degeneri di una funzione f ∈ F(M) sono

isolati.

Dimostrazione. Discende direttamente dai lemmi precedenti. �

Per il lemma 6.19 ha senso parlare di un indice rispetto ad una singolarità semplice.

Proposition 6.21. Sia p ∈M un punto singolare semplice per un campo di vettori

X. L'indice di X in p è sia 1, nel caso il determinante della parte lineare di X sia

positivo, sia −1, nel caso il determinante della parte lineare di X sia negativo.

Dimostrazione. Omessa. �
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Con questi lemmi necessari alla dimostrazione del lemma di Morse si conclude la

parte teorica dell'ultimo capitolo, passiamo ora agli esercizi.

6.2. Esercizi sui teoremi di Morse e di Gauss-Bonnet.

Exercise. 6.1

Si calcoli la caratteristica di Eulero Poincaré dei seguenti:

(1) Un ellissoide.

(2) M = {(x, y, z) ∈ R3| x2 + y4 + z6 = 1}.

Svolgimento:

(1) Per quanto visto la caratteristica di Poincaré è invariante per omeomor-

�smi, dunque la caratteristica di Poincaré dell'ellissoide E è la stessa della

sfera unitaria S2. Sappiamo inoltre che la curvatura di Gauss della sfera

unitaria è K = 1, di conseguenza:

4π =

ˆ
S2

σ =

ˆ
S2

Kσ = 2πχ(M),

da cui:

χ(E) = χ(S2) = 2.

(2) De�niamo anzitutto l'applicazione segno, data da:

sgn : R→ R : y 7→


1 y > 0

0 y = 0

−1 y < 0

,

questa è costante, dunque continua in R\{0}, l'unico punto di discon-

tinuità è 0; inoltre gode della proprietà sgn(y) = sgn(sgn(y)). Adesso
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consideriamo le applicazioni % e ς:

% : R→ R : y 7→ sgn(y)
√
|y|,

ς : R→ R : y 7→ sgn(y)y2.

Le due applicazioni appena de�nite sono sicuramente continue in R\{0},

in quanto prodotto di applicazioni continue, inoltre %(0) = ς(0) = 0;

calcoliamo il limite destro e sinistro delle due:

lim
x→0+

%(x) = lim
x→0+

sgn(x)
√
|x| = 1 · 0 = 0,

lim
x→0−

%(x) = lim
x→0−

sgn(x)
√
|x| = −1 · 0 = 0,

lim
x→0+

ς(x) = lim
x→0+

sgn(x)x2 = 1 · 0 = 0,

lim
x→0−

ς(x) = lim
x→0−

sgn(x)x2 = −1 · 0 = 0.

Dunque sono entrambe continue, in�ne %(ς(x)) = %(sgn(x)x2) = sgn(sgn(x))|x| =

sgn(x)|x| = x, in maniera simile ς(%(y)) = ς(sgn(y)
√
|y|) = sgn(sgn(y))|y| =

sgn(y)|y| = y, dunque sono un l'inversa dell'altra. De�niamo la seguente

funzione:

ϕ : S2 →M : (x, y, z) 7→ (x, %(y), 3
√
z),

questa è continua e biunivoca, la sua inversa è data da:

ψ :M→ S2 : (x, y, z) 7→ (x, ς(y), z3).

Resta da veri�care che dato (x, y, z) ∈ S2 allora ϕ(x, y, z) = (α, β, γ) ∈M,

ma poiché (x, y, z) ∈ S2 abbiamo:

x2 + y2 + z2 = 1,

da cui:

α2 + β4 + γ6 = x2 + (sgn(y)
√
|y|)4 + ( 3

√
z)6 = x2 + y2 + z2 = 1.
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Dunque ϕ è un omeomor�smo tra S2 edM, di conseguenza:

2 = χ(S2) = χ(M).

Exercise. 6.2

Si dimostri che non esiste una metrica Riemanniana sul toro T tale che K sia non

nulla e non cambi segno in T.

Svolgimento:

Supponiamo che tale metrica esista, allora K sarà o positiva in tutto il toro o

negativa sullo stesso. Supponiamola positiva. Inoltre La caratteristica di Poincaré

del toro piatto, e dunque del toro, è 0, poiché la sua curvatura di Gauss è nulla

(vedi esercizio 5.1). Di conseguenza:

0 <

ˆ
T
Kσ = χ(T) = 0.

Assurdo.

Exercise. 6.3

SiaM una varietà compatta, orientabile, connessa e di dimensione 2. Supponiamo

di aver dimostrato che χ(N ) = χ(M) implichi N ∼
=M. SI mostri che le condizioni

seguenti sono equivalenti:

(1) Esiste un campo di vettori di�erenziabile X non nullo in tutti i punti di

M.

(2) χ(M) = 0

(3) M è omeomorfa al toro.

Svolgimento:
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1. =⇒ 2. Poiché X è non nullo allora non ha punti singolari, di conseguenza,

denotato con IXi l'indice di X rispetto all'iesimo punto singolare, si ha:

χ(M) =
∑
i∈∅

IXi = 0.

2. =⇒ 3. Poiché χ(T) = 0 questo implica che χ(T) = χ(M) dunqueM ∼
= T.

3. =⇒ 1. Per il teorema 3.21, abbiamo che M è di�eomorfa al toro piatto;

denotiamo ψ : T →M il di�eomor�smo tra i due. Il toro piatto è parametrizzato

da:

T (θ, ϕ) = (cosθ, senθ, cosϕ, senϕ), ϕ, θ ∈ R,

abbiamo che il campo di vettori X = ∂1T è non nullo sul toro piatto, poiché ψ è un

di�eomor�smo allora dψp è non degenere per ogni p del toro piatto, di conseguenza

dψ[X] :M→ TM : p→ dψp[Xp] è non nullo in tuttaM.

Exercise. 6.4

Sia M ⊆ R3 una super�cie regolare in R3. Supponiamo che M sia compatta,

orientata e non omeomorfa alla sfera. Si mostri che allora esistono dei punti in cui

K è negativa, positiva e nulla.

Svolgimento:

PoichéK è una funzione continua su un compatto, essa ammette massimo e minimo.

Se il massimo è positivo ed il minimo negativo abbiamo concluso, possiamo dunque

limitarci a supporre che entrambi siano positivi, ed operando in maniera simile si

tratta il caso in cui entrambi siano negativi. Qualora K sia positiva abbiamo che
´
MKσ > 0, di conseguenza χ(M) > 0. Poiché la super�cie è regolare possiamo

trovare una parametrizzazione S : R2 →M ⊆ R3 tale che ∂1S e ∂2S siano sempre

linearmente indipendenti, dunque resta ben de�nito N = ∂1S × ∂2S, questo è un

campo di vettori sulla super�cie ed inoltre è non nullo a causa dell'indipendenza si
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∂1S e ∂2S, di conseguenza:

χ(M) =
∑
i∈∅

INi = 0.

Assurdo.

Exercise. 6.5 ( La sella di scimmia)

Sia f : R2 → R data da f(x, y) = x3 − 3xy2. Sia p = (0, 0) ∈ R2. Si mostri che:

(1) p è un punto critico di isolato per f .

(2) p è un punto critico degenere.

(3) L'indice di ∇ f in p è uguale a -2.

Svolgimento:

(1) Calcoliamo ∂1f,∂2f ed imponiamoli uguali a 0, in questo modo si ottiene

il sistema: 
3x2 − 3y2 = 0 =⇒ x2 = y2

−6xy = 0 =⇒ x = 0 ∨ y = 0

,

da cui consegue che l'unico punto critico di f è p.

(2) Calcoliamo adesso le derivate seconde di f , otteniamo: ∂11f ∂12f

∂21f ∂22f

 =

 6x −6y

−6y −6x

 ,

calcolando in p la matrice hessiana otteniamo la matrice nulla, il che vuol

dire che p è degenere.

(3) Consideriamo γ = (cos(t), sen(t)), questa è una curva chiusa intorno a p,

l'indice di ∇ f rispetto a p è dato da:

1

2π

ˆ
γ

θ =
1

2π

ˆ
γ

(
2
ydx− xdy
x2 + y2

)
=

1

2π

ˆ 2π

0

2
−[sen(t)]2 − [cos(t)]2

1
dt = −2

2π

2π
= −2.
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Exercise. 6.6

Sia x :M2 → R3 l'immersione di una super�cie in R3, e sia hν :M→ R la funzione

di altezza, hν(p) =≺ x(p), ν �, p ∈ M, di x relativamente ad un vettore ν ∈ R3.

(hν misura l'altezza del punto x(p) relativamente al piano passante per l'origine e

perpendicolare a ν.)

(1) Si mostri che un punto p è critico se e solo se Tp(M) ⊥ ν.

(2) Si mostri che un punto critico è non degenere per hν se e solo se la

curvatura di Gauss K(p) è non nulla.

(3) Per dimostrare questo punto assumiamo la seguente versione del teorema

di Sard. Sia f : Mn → Nn una funzione di�erenziabile e sia q ∈ N ;

diremo che q è un valore regolare per f se per ogni p ∈ f−1(q) si ha

dfp è non singolare1. Il teorema di Sard a�erma che l'insieme dei valori

regolari di f è aperto e denso in N . SI usino il teorema di Sard e il punto

precedente per mostrare che esiste un insieme aperto e denso U ⊆ S2 tale

che se ν ∈ U , tutti i punti critici di hνsono non degeneri.

Svolgimento:

(1) Scegliamo una parametrizzazione g : U ⊆ R2 → M in un intorno di

g(0, 0) = p. Si ha che p è singolare per hν se e solo se ∂1(hν ◦ g)(0, 0) = 0

e ∂2(hν ◦ g)(0, 0) = 0, di conseguenza:

0 = ∂1(hν ◦ g)(0, 0) =≺ ∂1(x ◦ g)|(0,0), ν �,

0 = ∂2(hν ◦ g)(0, 0) =≺ ∂2(x ◦ g)|(0,0), ν �,

poiché ogni vettore di TpM è combinazione lineare di ∂1(x ◦ g)|(0,0) e

∂2(x ◦ g)|(0,0), abbiamo che p è singolare se e solo se TpM⊥ ν.

1Si noti che se q /∈ f(M) allora è sicuramente un valore regolare di f .
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(2) Consideriamo ∂ij(hν ◦ g), questo è dato da:

∂ij(h ◦ g) =≺ ∂ij(x ◦ g), ν �,

ma questa non è altro che l'elemento ij della matrice della seconda forma

fondamentale della super�cie in p, dunque l'hessiano di h è nullo se e solo

se è nullo il deteminate della seconda forma fondamentale rispetto alla

parametrizzazione g, ovvero se è nulla la curvatura.

(3) Consideriamo l'applicazione di Gauss e3 : U → S2, la matrice del dif-

ferenziale di questa è la matrice della seconda forma fondamentale, quindi

i punti dove essa è degenere sono gli stessi in cui hν ammette dei pun-

ti critici degeneri. Per il teorema di Sard abbiamo che l'insieme dove il

di�erenziale è non singolare è denso e aperto, da cui segue la tesi.

Exercise. 6.7

L' n toro, ovvero il toro con n buchi, è una super�cie M compatta ed orientabile

di�eomorfa alla super�cie in �gura. Si consideri la funzione di altezza de�nita

nell'esercizio precedente e si scelga ν tale che tutti i punti critici di hν non degeneri.

Si usi il teorema di Morse per mostrare che la caratteristica di Eulero del n toro è

2− 2n.

Svolgimento:
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La funzione hν , per quanto visto nell'esercizio precedente, è degenere in p se e solo

se K(p) = 0, di conseguenza per evitare che hν abbia punti degeneri è su�ciente

che il vettore ν giaccia nel piano tangente alla super�cie in quei punti, se l'n toro

è fatto come in �gura, allora il piano perpendicolare a ν, per far si che hν non sia

degenere, deve esser parallelo a π. Notiamo che i punti in cui hν è degenerare sono

quelli dove TpM è parallelo a π, e di quesi ve ne sono esattamente due per ogni

foro più uno in �cima� ed un nel �fondo� del toro. Ovvero piazzato un riferimento

cartesiano ortogonale di R3 tale che e1, e2 giacciano in π e che e3 sia parallelo a ν

e diretto come in �gura, supponendo che πsia tangente al n toro, allora si ha che

la funzione di altezza ha un minimo nel punto di tangenza, un massimo nel punto

del toro più lontano, quello con terza coordinata maggiore, e di conseguenza dei

punti di sella in tutti gli altri punti critici. Dunque si hanno 2n punti di sella, un

massimo ed un minimo di conseguenza:

χ(M) = 1 + 1− 2n = 2− 2n,

per il teorema di Morse.

Exercise. 6.8

Sia M una super�cie regolare in R3, sia q ∈ R3\M e sia fq : M→ R la funzione

che dato p ∈ M, ad esso associa fq(p) che è la distanza di p da q in R3. Si mostri

che:

(1) fq è di�erenziabile.

(2) p ∈M è un punto critico per fq se e solo se il segmento pq è perpendicolare

aM.

(3) Il punto critico p è degenere se e solo se fq(p) = 1/ki , con i ∈ {1, 2}, e

k1, k2 le curvature principali diM in p relative alla normale −→pq.

Svolgimento:
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(1) fq(p) =≺ p − q, p − q �=≺ p, p � −2 ≺ p, q � + ≺ q, q �, e questa è

indubbiamente un'applicazione di�erenziabile.

(2) Scelta una parametrizzazione p(u, v) in un intorno di p0 = p(0, 0), calcol-

iamo ∂1fq(p(u, v))|(0,0) e ∂2fq(p(u, v))|(0,0).

∂1fq(p(u, v))|(0,0) = 2 ≺ ∂1p, p− q �|(0,0),

∂2fq(p(u, v))|(0,0) = 2 ≺ ∂2p, p− q �|(0,0),

questi sono entrambi nulli se e solo se p− q è ortogonale a ∂1 e ∂2, ovvero

è ortogonale aM, e questo è vero se e solo se pq è ortogonale aM.

(3) Sia N = λ(p− q) e λ−1 = ||p− q|| calcoliamo le derivate seconde di fq.

∂11fq = 2(≺ ∂11p, p− q � + ≺ ∂1p, ∂1p �) =

= 2(λ ≺ ∂11p,N � + ≺ ∂1p, ∂1p �) = 2(λe+ E),

∂12fq = 2(≺ ∂12p, p− q � + ≺ ∂1p, ∂2p �) =

= 2(λ ≺ ∂12p,N � + ≺ ∂1p, ∂2p �) = 2(λf + F ),

∂22fq = 2(≺ ∂22p, p− q � + ≺ ∂2p, ∂2p �) =

= 2(λ ≺ ∂22p,N � + ≺ ∂2p, ∂2p �= 2(λg +G),

dove E,F e G indicano i coe�cienti della prima forma fondamentale e

e, f e g quelli della seconda. Si ha dunque che il punto p0 è degenere se

vale in (0, 0):

4[(λe+ E)(λg +G)− (λf + F )2) = 0,

ovvero:

λ2(eg − f2) + λ(eG+ gE − 2fF ) + (EG− F 2) = 0,
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le soluzioni di questa sono tali che:

λ1λ2 =
(EG− F 2)

(eg − f2)
=

1

k1

1

k2
,

λ1 + λ2 =
(eG+ gE − 2fF )

(eg − f2)
=

1

k1
+

1

k2
,

dunque si ha che p0 è degenere se e solo se fq(p) = ||p − q|| = 1/ki,

i ∈ {1, 2}.
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