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Introduzione

In questa tesi daremo una dimostrazione topologica dell’infinita
dell’insieme dei numeri primi.

Analizzando in dettaglio I'approccio di Furstenberg, il quale utilizza
concetti base della topologia, come spazi topologici, insiemi aperti
e insiemi chiusi.
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Definizione

e Sia X un insieme non vuoto, una famiglia T di sottoinsiemi di X e una
topologia in X se e solo se soddisfa i seguenti assiomi:

Top 1) X, appartengonoa T
Top 2) La unione di un qualsiasi numero di insiemi in T appartienea T

Top 3) La intersezione di un numero finito di insiemi in T appartienea T

Definizione

e Gli elementi di T si chiamano insiemi aperti, e la coppia (X, T) si dice che
e uno spazio topologico. | complementari degli insiemi aperti si dicono
insiemi chiusi.
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Definizione

Sia Z l'insieme dei numeri interi, e per qualsiasi coppia di numeri

interi aeb con b>0,sia

Nyp={a+nb:n€ Z}={aatb,ax?2b..}

La nostra topologia T sara quindi definita come

T={Z}U{@}U{ECSZ:Va €E esiste bEZ b>0 tc N, ;< E}
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La coppia (Z,T) € uno spazio topologico.

[ Dimostrazione J

Top 1. Z ,@ € T per definizione.

Top 2. Sia{E; i €1} €T, e sia a€ U E;. Allora a € E; | per qualche i € I.
Poiché E; € T allora esisteb € Z b>0 t.ale che N, ,SE; SU;¢ E;
QuindiU;¢; E; €T

Top 3. Supponiamo adesso che E;, E, € T e che a€ (E; N E;), Allora esistono
bi,b; €Z by, by >0taliche N, SE1 e N, SEy,

Sia x € Ny p,p,, allora per qualche n € Z abbiamo che

xrYr=a-++ n(b1b2)= a-+ (nbz) b1= a-—+ (Hbl) bz

Allorax € N, ex €N, ), = x €E; e x EE; = x € (E1 N E3), quindi
Na,blbzg(El N EZ)
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b—-1
Nop =2\ | Naris
i=1

[Dimostrazione J

{Na+i,b }i=0,1,2,...,b—1 forma una partizione di Z.

Ricoprimento: Sia x € Z. Allora, per il teorema di divisione euclidea, esistono unici ge r tali che

x-a=qgb+r con 0<r<b
dacuir=a+ r + gb, ossia ¥€ N, , e quindi v€ U’Z§ N, ),

Intersezione disgiunta: Siano [j=0, 1, 2,...,, b—1. tali che 7/#j e supponiamo per assurdo che esista
X€Ngyip N Nyyjp. Allorar=a+ i+ kb = a+ j+ hb, da cui, supponendo senza perdere di generalita

che j < j otteniamo

i—j=(h—-kb

Ma0<i7—j<b—1-—, < b equindi/ — j non puo essere multiplo di 5; da qui segue che A=k e, in
ultima analisi / =/, che ¢ in contraddizione. Segue che Noy;, NNy, = @ sei #j
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L'insieme N, ;, € sia aperto che chiuso.

[ Dimostrazione J

L'insieme N, , non e vuoto poiché a € N, ;.
Siax € N, 5, cioe x= a+ nb per qualche n € Z. Per qualunque y € N, ;, abbiamo che

y=x+mb=(@+nb)+ mb=a+ (m+ n)b
e questo implica che y €N, ;. Allora N, , € N, ;, quindi e aperto.

Dato che
h—1
Ngp =17\ U Ngyip
i=1

Allora, N, j, € chiuso.
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Qualunque insieme aperto non vuoto e infinito.

[ Dimostrazione J

Questa e una conseguenza diretta della definizione di insieme aperto
visto che N, ;, e infinito e N, , € E
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7\ {~1,1} = U No,

pEP

[Dimostrazione J

Siax € Z \ {-1, 1} allora x ha un divisore primo g, cioe x = mg per qualche intero m. Questo
implica che x € N, , cioe che x € U,ep Ny ,,. Allora

Z\{—-1,1} c Ny,
pEP

Viceversa, sia x € U,ep Ny, allora x € Ny , per un certo g € P quindi x = mg questo

implica che x ha un divisore primo e che quindi x € Z \ {-1, 1}. Allora

Ny, € Z\ {—1,1}
pEP
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Teorema

L'insieme P e infinito.

[ Dimostrazione J

Supponiamo per assurdo che PP sia finito, allora il lato sinistro di
2\ (-11 = | |,
p EP

sarebbe un chiuso poiché e unione finita di insiemi chiusi. Quindi {-1,1} e
aperto, ma questa € una contraddizione perché tutti gli aperti non vuoti
devono essere infiniti. Per tanto esistono infiniti numeri primi.
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