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Definizione 1 Sia r un intero positivo. Due
varieta di Kahler My and M»> sono dette r-
parenti se esiste S varieta di Kahler r-dimensionale
e due immersioni di Kahler h1 : § — M4 e
ho : S — Mos.

Definizione 2 Due varieta di Kahler My and
M»> non sono parenti se non esiste una varieta
S, dimS > 1 che soddisfa |la Definizione 1.

Definizione 3 Sia r un intero positivo. Due
varieta di Kahler M; and M, sono dette de-
bolmente r-parenti se esistono due varieta r-
dimensionali di Kahler S; e S> localmente iso-
metriche e due immersioni di Kahler A1 : 51 —
My e hy : So — Mo.

Definizione 4 Due varieta di Kahler M7 and
M»> non sono deb. parenti se non esistono due
varieta S1 e So, dimS; = dim S, > 1 che sod-
disfano la Definizione 3.
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Osservazione Dal punto di vista Riemanniano
la definizione di essere parenti € sempre veri-
ficata in quanto la geometria Riemanniana di
una curva reale € banale.

Osservazione Se due varieta di dimensione
complessa 1 sono 1l-deb. parenti (cioé esi-
ste un’'isometria tra loro) allora sono anche 1-
parenti. Infatti I'isometria € olomorfa o antio-
lomorfa.

Osservazione Se due varieta di Kahler My e
M»> sono r- parenti allora sono anche s-parenti
per s < r. LoO stesso discorso non si applica
alle varieta deb. parenti.

Ispirazione Lavoro di Umehara e D'Angelo.

Esempio Sia X una K3 con la metrica di Calabi—
Yau. Siano Ji and Jo due strutture complesse
parallele che non appartengono a alla stessa
orbita di Iso(X). Allora (X, J1) e (X, Jo) sono
debolmente 2-parenti ma non 2-parenti.
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Teorema A Uno spazio Hermitiano simmetri-
co di tipo noncompatto (D,g = cgg) e CP™
non sono debolmente parenti.

Corollario Uno spazio Hermitiano simmetri-
co di tipo noncompatto e uno spazio Hermi-
tiano simmetrico di tipo compatto non sono
debolmente parenti.

Congettura Uno spazio Hermitiano simmetri-
co di tipo noncompatto e lo spazio Euclideo
non sono debolmente parenti.




Metrica di Bergman (1)

Sia D C C"™ un dominio limitato e Kg(z,z) il
Bergman kernel di D, cioe

Kp(z,2) = 1% |F(2)?

dove Fj,7 = 0,1,... e una base ortonormale per
|0 spazio di Hilbert H delle funzioni olomorfe
L2-integrabili su D.

Segue che H contiene tutti i polinomi. Ap-
plicando il procedimento di Gram—-Schmidt al-
la successione z’f PpOSSiamoO assumere che esi-
sta una successione di polinomi linearmente
indipendenti P.(z1),k =0,1... tali che

Py(z1) = Fo(z1,...,2n) = Xg € C”

P(z1) = Fr(21,...,2n),VeE=1,....



Metrica di Bergman (2)

Consideriamo |'applicazione olomorfa

d:D —1%(C),z2=(21,...,2n) = (P(21),Q(2)),

dove P(z1) = (Py(z1),P1(21),...) € Q(z) sono
I termini della successione F; meno i termini
della successione P(z71).

Vediamo [2(C) ¢ CP> come una carta affine
Zo # 0 dello spazio proiettivo complesso CP*°
dotato delle coordinate omogenee [Zg, ..., Z;,...].
La metrica di Fubini-Study g&g di CP* si re-
stringe alla metrica di Kahler

i _ o0 5 7
—88Iog(1—|— Z |w]| ) , w]=—‘7
2 =1 20

su 12(C).

Possiamo quindi definire un’'immersione di Kahler
P(z) = [P(21),Q(2)] : (D,gp) — (CP>, g%g)
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Applicazioni non-degeneri (1)

Definizione 5 Un’applicazione olomorfa W
S — CP®° & detta non-degenere se W(S) non &
contenuto in CPN ¢ CP>®, N < .

Lemma A Sia S C C" un sottoinsieme aperto
C™ e sia

V.S — CP®:zw [Yo(2),v1(2),...]

una mappa olomorfa indotta da

v 1S = 12(C) 2z — (Yo(2),¥1(2),...)
dove v¢;,7 = 0,1... € una successione infinita
di funzioni olomorfe di §. Se esiste una sotto-
successione v, of ¢;, di funzioni linearmente
indipendenti tali che per ogni s € S esiste una
funzione di questa sottosuccessione che non si
annulla in s. Allora W & non-degenere. Inoltre
se W & non-degeneree W : S — CP* & un’appli-
cazione olomorfa tale che W*(grg) = U*(gprg),
allora per il Teorema di rigidita di Calabi ¥ &
non-degenere.
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Dimostrazione del Teorema A (caso parti-
colare)

Siano f . S - D e h: S —>CP™ 0e€ S8 C
C. Possiamo assumere che %];1(0) *= 0, f =
(f1,...,fn). L'applicazione ®of:S — CP>, &
non-degenere. Infatti

(@ o f)€) = [P(f1(£)), QUf1(E), -, fn(£))]

e per il Lemma A basta dimostrare che

Pr(f1(8)),k=0,1,...

sono linearmente indipendenti V€ € S. Sia ¢
un intero positivo e supponiamo che esista q e
numeri complessi aq,...,aq tali che

aoPo(f1(€)) 4+ ---aqPy(f1(€)) =0, V€ € S.

Segue che f1(S) & aperto in C. Quindi la pre-
cedente e soddisfatta su tutto C, e siccome
P1,... Py sono indipendenti tutti gli aj'S sSOono
uguali a zero. L'applicazione ioh : S — CP*®
(dove ¢ : CP™ — CP®° & l'inclusione natura-
le) & degenere. La contraddizione segue dalla
seconda parte del Lemma A.
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Dimostrazione del Teorema A (1) Comin-
ciamo a dimostrare il seguente

Lemma Sia (D,g = cgg) uno spazio Hermitia-
no simmetrico di tipo noncompatto. Se (D, g)
e CP™ sono debolmente parenti allora sono
anche parenti.

dimostrazione Sia L : S; — S l'isometria lo-
caletraSieSoehy:51—=Dhy:S,—>CP™"le
immersioni di Kahler corrispondenti. Possiamo
assumere che L sia un’isometria globale e che
dal punto vista Riemanniano

S1=5y=F xI1 x...xI,

dove F' € un sottoinsieme aperto di uno spazio

Euclideo con la metrica piatta e I;,7 = 1,...k

sono varieta Riemanniane irriducibili. Sicco-

me S, € proiettiva F' € banale. Inoltre nes-

sun [I; e Ricci piatto. Infatti I; Ricci piat-

to implica piatto (vedi Proposizione 1 sotto).
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Sia I,dimI > 0, un fattore irriducibile di S1 e
L(I) il corrispondente fattore irriducibile di S>.
Allora L : I — L(I) o la sua coniugata L &
olomorfa (vedi Proposizione 2 sotto) e quindi
(D,g) e CP™ sono parenti e questo conclude

la dimostrazione del Lemma B.

Sia H; lo spazio di Hilbert delle funzioni olo-
morfe f su D tale che

dove dz e la misura di Lebesgue su D e k € un
intero positivo. Sia F]k una base ortonormale di

SIS IR ()2

H,;.. Allora e invariante per |'azione

K (2,2)
dei biolomorfismi isometrici di (D, g) e quindi
T k 2 k
Z [F (=) = c. K5 (z,2), ¢ > 0. (1)
j=0

Per k sufficientemente, ‘H; contiene tutti i po-

linomi. Fissiamo un tale k e costruiamo la
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mappa olomorfa

®p, 1 D — CP®,z = (21,...,2n) = [P"(21),Q"(2)],

(2)
dove Pk(z1) = (P§(21), Pf(21),...) & una suc-
cessione infinita di polinomi linearmente indi-
pendenti nella variabile z71 e Pg(zl) €& un nume-
ro complesso diverso da zero.

Osserviamo che: ®7(g%g) = kg.

Consideriamo la mappa olomorfa V,, : CP™ —
m-+k
CP( m ) tale che V' (grs) = kgrs.

Se per assurdo (D,g) e CP™ sono debolmen-
te parenti allora per il lemma precedente sono
parenti. Quindi esiste S C C e due immersioni
di Kahler f :' S - D e h : S — CP™. Allo-
ra (D,kg) e (CP™ kgpg) sono parenti. Quindi
dypof 0 S — CP° é non-degenere mentre ioVy,0
N+m
h:S — CP°, (dovei: (CP( ?\Lf ) — CP*® & l'in-
clusione naturale) & degenere, contraddicendo
il Lemma A.
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Prima di dimostrare le Proposizioni 1 e 2 ricor-
do che il tensore di Ricci si puo definire come
segue:

1
Rice(X,Y) = §tr(R(X, JY)oJ)
Quindi la forma di Ricci

p(X,Y) = Rice(X,JY) =

—%tr(R(X, Y)oJ) = %(R(X,Y), J)

OSSia
1
=

p(X,Y) = Z(R(X,Y), J) (3)

Dove stiamo definendo il prodotto scalare di
due matrici antisimmetriche A, B come (A, B) =
—tr(AB).

Proposizione 1 Una sottovarieta di Kahler I
Ricci piatta di uno spazio omogeneo di Kahler
D con curvatura olomorfa bisezionale non po-
sitiva e piatta.
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dimostrazione Per |la Proposition 9.2 p. 176
in Kobayshi—Nomizu (vol. II):

RP(X,JX,Y,JY) = RI(X,JX,Y,JY)+2 [|a(X, V)|,

dove R! and RY sono i tensori di curvatura di
I e D, X eY sono campi di vettori su M, J
la struttura quasi complessa di I (e D) e « la

seconda forma fondamentale. Sia ej,...,eo,
un riferimento locale in I. Allora
2n
S RP(X,JX,ej, Jej) =
J=1
2n 2n
— Z RI(Xa JX7 ejajej) + 2 Z ||Oé(X, 6])||2 —
j=1 J=1
2n
= —tr(RI(X,JX)o )+ 2 Y Ja(X,e)|* =
J=1
2n
= —2Ricc(X,JX)+2 Y (X, e)||* =
J=1
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2n 5
=2 ) Ja(X, el =
J=1

Siccome RP(X,JX,JY,Y) & non positiva

2n

> lle(X,epll =0,

j=1
quindi o« = 0 i.e. I é totalmente geodetica in
M. Una sottovarieta tot. geod. di uno spazio
loc. omogeneo & loc. omogeneo (infatti la
proiezione di un campo di Killing su una tot.
geodetica € un campo di Killing come segue
dalle relazioni

VRY = VLY + a(X,Y) = Vi,

(Lxg)(Y,Z2) =g(VxY,Z)+9(Y,VxZ)

(cfr. relazione di Claireaut)) ma un loc. omo-
geneo e Ricci piatto € aperto di un omogeneo
(Spiro) & un Ricci piatto omogeneo & piatto
(Alekseevsky).
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Proposizione 2 Sia L : (Mq1,J1) — (M>, J>)
un'isometria tra varieta di Kahler irriducubili

che non sono Ricci piatte. Allora L oppure L
sono olomorfe, cioe L*(Jy) = +J7.

Per dimostrare la Proposizione 2 abbiamo bi-
sogno del seguente teorema dovuto a Lichne-
roOwicz.

Teorema L Sia M una varieta Riemanniana
che sia irriducibile in g € M. Sia N C ®L¢(M)
il normalizzatore in SO(T,;M) del gruppo di olo-
nomia locale ®°(M). Allora Lie(®¢(M)) &
strettamente contenuta in Lie(/N) se e solo se
M e Ricci piatta e Kahler intorno a q.
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dimostrazione Proposizione 2 Sia A = L*(J»).
commuta con Lie(®¢(My)), Vg € Mj.

Siccome VJ; = 0 allora J; commuta con Lie(dl¢(My)
allora per il Teorema L, J; appartiene a Lie(CDﬁ]OC(Ml)).
Segue che A; si pud identificare (Jys(q) = i)

con un operatore da C". Siccome Lie($PY¢(M1))
agisce irriducibilmente su TyzM; per il Lemma

di Schur Ay = Xld, A € C. Dalla relazione

A2 = —]d segure che A = +J1(q)

Lemma di Schur: Sia A : C" — C" un’ap-
plicazione lineare che commuta con un grup-
po G che agisce irriducibilmente su C™. Allora
A= Xld, \eC.

dimostrazione sia V), un autospazio di A sic-
come A commuta con G allora V) e invariante
per GG e quindi V, = C"™ ossia A = \I.
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Olonomia e dimostrazione del Teorema L
Sia M una varieta Riemanniana e p € M. 1l
trasporto parallelo lungo un cammino chiuso
in p definisce un’ isometria di T,M. L'insieme
generato da queste isometrie € un sottogrup-
po del gruppo ortogonale O(TyM), chiamato il
gruppo di olonomia di M nel punto p e deno-
tato con ®,(M). Se g € un altro punto di M
€ v un cammino da p a q allora

dove 7 € il trasporto parallelo da p a g lungo
v. Quindi i gruppi di olonomia ®4(M) e dp(M)
sono coniugati e parleremo del gruppo di olo-
nomia senza specificare il punto iniziale. L'olo-
nomia é strettamente collegata alla curvatura
di M. Il Teorema di Ambrose—Singer afferma
che Lie(®y(M)) € generata da R(Xg, Yy) insie-
me agli elementi della forma 7y R(Xp, )7, .
Vale il seguente fatto: se una varieta Rie-
manniana €& irrriducibile in q allora il gruppo
di olonomia agisce in modo irriducibile in TgM.
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dimostrazione del Teorema L Siano g =
Lie(®lo¢(M)) e i = Lie(N). Siccome N & com-
patto esiste un complemento ortogonale t a g
in n cioe
n=got

tale che [g,f] = 0. Inoltre g e T sono ideali di
n. Se g e strettamente contenuto in n allora
esiste 0 = J € t. Ora J commuta con g quin-
di lo stesso & vero per J?2 che & simmetrico.
Quindi ammette un autospazio non banale ma
siccome g agisce irriducibilmente allora per il
Lemma di Schur J2 = cId. Osserviamo che ¢
e negativo: infatti J & antisimmetrico (rispetto
alla metrica) quindi per ogni X # 0 si ha

0<g(JX,JX) = —g(J?°X,X) = —cg(X,X) > 0.

Quindi si pud assumere ¢ = —1. Inoltre esten-
dendere J per parallelismo si ottiene una strut-
tura parallela e quindi integrabile intorno a gq.
Siccome t & ortogonale a g e siccome R(X,Y)
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appartiene all’'olonomia segue che ¢t & ortogo-
nale a R(X,Y) e quindi dalla formula (3) Ric-
ci=0. Viceversa se la varieta M e di Kahler
e Ricci piatta intorno a ¢ per la formula (3),
per il Teorema di Ambrose—Singer e per il fatto
che la struttura complessa J €& invariante per
trasporto parallelo segue che J & ortogonale g
e quindi definisce un elemento in n che non sta
in g. Piu precisamente

= (R(Xp, Yp), Jp) = 2p(Xp,Yp) =0

19



