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CSia 7w R? = ST x St (ts) = (2T ™), L = {(t,at) |« e R\ Q} e f=m : L - S' x S'. Sia
74 la topologia indotta da f su H = w(L) e 75 quella indotta dall'inclusione H C S x S'. Dimostrare
che 7, C 74. (Suggerimenrto: si usi il fatto che f(L) é denso in S* x S1).

. Sia F': H — G un omomorfismo iniettivo tra gruppi di Lie. Dimostrare che F' ¢ un’immersione (e
quindi F(H) & un sottogruppo di Lie di G). (Suggerimenrto: si usi il fatto che un omomorfismo tra

gruppi di Lie ha rango costante e il Teorema del rango costante).

1 h1l sinhl
. Sia X = 0 . Dimostrare che eX = C.OS S .
1 0 sinh1l coshl

. Trovare due matrici A e B tali che e85 #£ eAeB,
. Dimostrare che (teorema della forma canonica ortogonale) data A € O(n) allora esiste P € O(n), p, q
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P~ lAP = P'AP = Py 0 (1)

naturali tali che

0 Prp—q

osf; —sinb;
dove P; = €087 mu 0, €R,0; #sm,Vs€Z, j=1,...,=5=4 I, (risp. I,) ¢ la matrice
cost; cosb;

identita di ordine p (risp. ¢q). (Suggerimento: la dimostrazione si ottiene attraverso i seguenti passi.
a) esistono p > 0 autovalori di A uguali a 1, ¢ > 1 autovalori di A uguali a —1, e 2h > 0 autovalori
complessi e, =01 . e e=10n di A,
b) esiste una base ortonormale di autovettori reali wy, ..., w, di V4 e una base ortonormale di auto-
vettori reali q,...,t, di V_; tali che <wj,t >=0,Vj=1,...,peVk=1,...q.

c) sia my la molteplicita algebrica di e, ¢ = 1,...h. Allora esiste una base ortonormale
uf i, ... fn@ + z'vf;w di Ve, e uf —dvf, ... ,ufn[ - m[ base ortonormale di V-, tali che
<u —i—wn7 i ivﬁz >=0,Vj, ke =1,...,my.

d) sia £ = 1,...,h fissato, dedurre dal punto precedente che Vjo.ky = 1,...,mg,Vj = 1,...,p e
Vk=1,...q

Hu | = Hu =1, < uje,ukl >=< U]{’Ukz >=0
<w],uﬂ >= <w],vﬂ >= <tk,uﬂ >= <tk,v >=0.
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e) per ogni £ =1,...,h, siano u;, = Tl T e, Hv[ T Dedurre che

A® +0) = (@ + o).
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e che Au%):coseg u;, —smwv eAv(Z =sinf, u()—i—cosw v() Vie=1,...,my.



f) dedurre dai punti precedenti che i vettori
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sono una base ortonormale di vettori di R” e che se P € O(n) ¢ la matrice associata a questa base

(cioé la matrice che ha come colonne tali vettori) si ottiene la (1).

. Sia G un gruppi di Lie e sia Gy la componente connessa di G che contiene e (elemento neutro di G).
Se p e ¢ denotano la moltiplicazione e 'inversione in G, provare che

1. ,u({:r} X Go) C Go,Vx € Go;
2. Z(Go) C Go;
3. Gg é un sottoinsieme aperto di G

4, Gy é un sottogruppo di Lie di G.
. Sia G un gruppo di Lie e 4 : G X G — G la moltiplicazione. Dimostrare che
Ho(a,b) (X, Yo) = (Ro)wa(Xa) + (La)w(Y3), Y(a,b) € G x G, VX, € TG, VY, € TG,
dove L, (risp. R;) denota la traslazione a sinistra (risp. a destra) associata ad a (risp. b).
. Sia G un gruppo di Lie con inversione i : G — G,a + i(a) = a~!. Dimostrare che

iva(Ya) = —(Ra-1)ve(La-1)sa(Ya), Va € G, VY, € TuG.

. Dimostrare che ogni gruppo di Lie é parallelizzabile.



