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Introduzione

In questo lavoro noi studenti del corso di geometria differenziale abbiamo
voluto raccogliere in modo ordinato gli esercizi proposti dal prof. Loi durante
il corso. Si vogliono precisare due cose:

Prima di tutto questo lavoro vuole vedersi come un aiuto agli studenti, nel
caso di esercizi particolarmente ostici o per confrontare le proprie soluzioni.
Pertanto invitiamo tutti i lettori a cimentarsi singolarmente sugli esercizi ed
in seguito vedere le soluzioni;

Inoltre si noti che queste costituiscono le nostre soluzioni ai problemi.
Sollecitiamo dunque anche a trovare altre soluzioni, in modo da integrare
questo lavoro, o correggere procedimenti che risultano poco chiari. Proprio
per questo lasciamo disponibile il codice IXTEX oltre che il pdf, di modo che
questo testo possa costantemente essere migliorato ed approfondito.

Nella speranza di aver aiutato anche solo un minimo, salutiamo coloro
che verranno dopo di noi, con affetto ed incoraggamento.
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1 Lista 1.1-1.4

1. Per ogni numero naturale k costruire una funzione che sia C*(R) ma

non C*1(R).

Per ogni k € N sia f,: R — R definita da fy(z) = 237", Si ha
k 1 1 1 1
9 () = (gm) (§+k—1) (g—i—k—(k—l))xs =
1 1 4 1
— (= - —1).. 2 3
(5+6) (5+h-1)gead
definita e continua in R. Quindi, f € C*(R).

k41 1 1 4 1 _2
,g+)(x):(§+/€> (§+k_1>§§x 3

non definita in 0. Quindi, f ¢ C*(R).

2. Dimostrare che la funzione f: R — R definita da

) = {e_a@ sex >0

0 sex <0
¢ liscia ma non reale analitica.

Vediamo che f € C>(R).

Dimostro che per ogni k£ € N esiste n € N per cui esistono ay, ..., a,, by, ...

R, con by, ...,b, < 0, tali che per ogni x > 0
B (z) = e =2 Z a;xb
i=1

Per induzione su k: )
Se k=0 si ha f®(z) = f(x) = e 32 (per z > 0).

Supponiamo vero per k — 1.

fED(2) = e 3 Z a;x”
i=1

,bn €



da cui

) () = (f(k—l)(x))/ — 9p 3" Z a2 + o Z aibit —
=1 i=1

n n
_ 1 L .
=€ 2 ( E 2az~xbz 3 + E Cl,ibz‘.l’bZ 1)
i=1 i=1

Dimostro ora che per ogni k € N si ha f#)(0) = 0. Per induzione su k:
Se k = 0, £(0)=0.

Supponiamo vero per k — 1.

(k=1) () — fU—1) 1 L
T B i C) —(e—hzZaihbf> =0

h—0+ h h—0+ P
¢ (h-1) (h-1)
) — )
h—0— h
Quindi

0001 _ i 1R = FED(0)
FO0) = Jim h
Per x < 0, tutte le derivate di f sono definite e sono nulle. Quindi, su R f
ammette le derivate di qualunque ordine e dunque f € C*°(R).
Vediamo ora che f non ¢é analitica. Supponiamo per assurdo che lo sia. Allora
in un intorno di 0

=0

=)

'xk:0

5

o= Pt =3

Ma per x > 0 si ha f(z) # 0, da cui I'assurdo.

3. Sianoa,b,c,d € R,a < b. Dimostrare che gli intervalli (a,b), (¢, +00), (—00, d)
sono diffeomorfi tra loro e diffeomorfi a R.

Sia
f:(0,1) — (a,b)
r—a+(b—a)x
ben definita in quanto se x € (0,1) allora

O<z<l=0<(b—a)z<b—a=a<f(x)<b
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Sia
f7' (a,b) = (0,1)
Tr—a

T
b—a

ben definita in quanto se x € (a, b) allora
a<r<b=0<z—-a<b—a=0<f'(z)<1

Si verifica che f~! ¢ l'inversa di f e che f e f~! sono C*°. Quindi, (a,b) e
(0,1) sono diffeomorfi.
Sia

fi(=o0,d) = (0,1)

T e

f e C* e la sua inversa é
f7(0,1) = (—o0,d)
r—Inx+d
anch’essa C'*°. Quindi, (—oo,d) ¢ diffeomorfo a (0, 1).
Sia
f: (_0070) — (Cv +OO)
T —r+c

f ¢ un diffeomorfismo e quindi (¢, +o00) ¢ diffeomorfo a (—o00,0) e dunque
anche a (0,1).
Infine,

f:R— (0,400)

e’

¢ un diffeomorfismo (I'inversa & Inz), per cui R ¢ diffeomorfo a (0,4+00) e
quindi a (0, 1).
Dunque (a, b), (¢, +00), (—o0, d), R sono tutti diffeomorfi a (0, 1) e quindi sono
diffeomorfi tra loro.

4. Dimostrare che [’applicazione

h: Bl(O) — R"

1 n
v =(a',...,2") (5”—9’—)
V1 2] 1— |z



definisce un diffeomorfismo tra la palla aperta unitaria centrata nell’origine
di R™ e R™. Dedurre che la palla aperta di centro ¢ € R™ e raggio r > 0 in
R™ ¢ diffeomorfa a R™.

Le componenti di A sono C* in quanto 1 — |z|*> # 0 per x € B;(0).
Quindi, h & C*°. Vediamo che la sua inversa &

hl R" = By(0)

1 n
v= (2. .. 2" (I—f"—)
V14 |z]? V14|22

Infatti,
1 n
h(h Y (x :h< £ 2 )
(") V14 |z]? V14 |z|?
Sia y = h(x)
| |? 1 1
lyl* = = = =1+ |z|?
TN TN (T
Quindi

hwlu»=mw:(—f§m;m,fg%ﬁ>:

z! x"
= —=V1+2]}. . . —— 1+ 91;2) =z
<«/1+|:c|2 i V1 |z]? i

Analogamente h™*(h(z)) = z. Anche h™* ¢ C* in quanto 1 + |z|*> # 0 per
ogni z € R".
Quindi A € un diffeomorfismo.
Sia

fl Bl(O) — BT(C)

T—Trr+c

f & C* e la sua inversa

f~t: B.(c) = By(0)

Tr —cC
X —

r

¢ C*°. Quindi B,(c) ¢ diffeomorfa a B;(0) e dunque a R™.



5. Sia f € C®(R?). Usando il teorema di Taylor con resto dimostrare
che esistono gi1, gi2, g2o € C*(R?) tali che

of of

f(z,y) = f(0,0)++= e (0,0)r+—= 3y (0,0)y+a”g11 (z, y)+aygia(z, y)+y 922 (2, y)

Per il teorema di Taylor con resto esistono hy, hy € C°°(R?) tali che

0
m(0,0) = 2 0,0)

0
hy(0,0) = 8—‘5(0,0)

f(z,y) = f(0,0) + zhi(z, y) + yho(z,y)
Ancora per il teorema di Taylor con resto esistono Ay, hia, hot, hay € C°(IR?)
tali che
hi(z,y) = h1(0,0) + xhiy (2, y) + yhio(z,y)
hao(,y) = ha(0,0) + xhoi (2, y) + yhao(z,y)
Quindi
of

xa_(()? 0) + thll(x7 y) + xyhl?(x7 y)+

of
Oy

f(x,y) :f(0,0)+

+y—==(0,0) + xyho (z,y) + thgg(az )

Siano gi1 = hi1, g12 = hi2 + ho1, g22 = hoa. Allora

af af

flz,y) = f(0’0)+833 (0, 0)$+6 (0,0)y+2*g11 (z, y)+aygiz(z, y)+y g2 (z,y)

6. Sia f € C=(R?) tale che f(0,0) = 5£(0,0) = %£(0,0) = 0. Sia
g(t,u) = M set#0 eg(0,u) =0. Dimostrare che g € C™(R?).

Per il teorema di Taylor con resto esistono gi, go € C*(R?) tali che

_of
g1 (07 0) - %(O’ O)
42(0,0) = %(o, 0)



f(z,y) = f(0,0) + xg1(x,y) +yge(x,y) = vg1(x,y) + yga(z,y)
Si ha allora, se t # 0,

1 1
g(t,u) = zf(t,tu) = [tg1(t, tw) + tugs(t, tu)] = g1 (¢, tu) + ugs(t, tw)
Per ¢t = 0:
9(0,u) = 0 = [g1(¢, tu) + ugs(t, tu)] o
in quanto
i - _of _

91(0,0) = 8_:70(0’0) =0 e ¢(0,0)= By (0,0)=0

Quindi

Y(t,u) € R?  g(t,u) = gi(t, tu) + ugs(t, tu)
da cui g € C=(R?).

7. Dimostrare che linsieme C3°(R") dei germi delle funzioni lisce in-
torno a p € R™ con le operazioni di somma e di prodotto definite a lezione é
un’algebra commutativa e unitaria.

Vediamo che (C3°(R"), +,-) ¢ uno spazio vettoriale su R:

e Siano [(f,U)], [(g, V)], [(h,W)] € C(R™).

(L] + [ V)]) + [0 )] = [(f + 9, U N V)] + [(h, W)] =
=[(f+g+h,UnVOW)] =[f,U)]+[(g+h VW)=
= (0] + ([t )] + [ W)])

Quindi + ¢é associativa.

Siano [(f,U)], [(g.V)] € C(R™).

(O] + [(g.V)] = [(f +9.UNV)] = [(g+ £,V NU)] =
=[(g. "]+ [(£,U)]
Quindi + é commutativa.
[(0,R™)] € C(R") ¢ Ielemento neutro per la somma e per ogni

[(f,U)] € Cr(R"), [(—f,U)] ¢ il suo opposto.
Quindi (C;°(R"),+) ¢ un gruppo abeliano.
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e Siano [(f,U)], [(9,V)] € C°(R") e sia a € R.

a([(£0)] + [(0.V)]) =a[(f +9.UNV)] = [(af +ag.UNV)] =
[(af, )] + [(ag, V)] = a[(£,U)] + al(g, V)]
e Sia [(f,U)] € C*(R") e siano a,b € R.

(a+b)[(f,U)} [(af—i—bf U} = [a
= a[(£,U)] +[(f,U)]

U)] + [(bf,U)] =

e Sia [(f,U)] € C*(R") e siano a,b € R.
(@h)[(£.0)] = [(abf.0)] = a[(0f.0)] = a(b[(.0)])
e Sia [(f.U)] € C(R™).
L[(f.0)] = [(Lf,0)] = [(f.U)]

Vediamo che (C3°(R™), +, -, ) ¢ un’algebra su R: [a.]
1. Siano [(f,U)], [(g,V)]. [(h,W)] € C*(R™).

(I )] o [(9.V)]) » [(n )] =
= [(fgh,UnV nW)] = [(f U}

)
= [0 o ([g.1)] o [(h,)])

2. Siano [(f,U)], [(g, V)], [(h,W)] € C°(R™).

[(fg, UNV)] e [(h,W)] =
o[ghVﬂW}:

(7,00 o ([0, )] + [0 W)]) = [(£.0)] @ [(g+ B,V A W)] =
— [(fg+ fh,UNVOW)] = [(fg,UNV)] + [(fh,UNW)] =
(£, )] & [(9: V)] + [(f,U)] & [(h, W)]

/N

[(9.V)] + [(h,W)]) « [(£.0)] = [(g+ bV W) o [(£.0)] =
[(gf +nf,VOWNU)] = [(9f,V NU)] + [(hf,W NT)] =
[(9.V)]  [(£.0)] + [(, )]  [(£,0)]
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3. Siano [(f,U)],[(g.V)] € C*(R") e sia a € R.

s -
= [(af,U)] @ [(g,V)] = [(f,U)] o [(ag, V)]

Vediamo che P'anello (C5°(R"), +, ) & commutativo unitario:

Siano [(f7 U)}, [(g, V)] € C(R").
[(f,U)] e [(9,V)] = [(fg,UNV)] =[(gf.VNU)] =
=[(g. V)] o [(f,U)]

Quindi e é commutativa.

[(1,R™)] € C°(R™) ¢ l'unita.

8. Dimostrare che l'insieme delle derivazioni puntuali Der, (C’I?O(R”))
di C°(R™) con le operazioni definite a lezione é uno spazio vettoriale su R.

Proposizione 1. Sia R anello commutativo unitario, X un insieme diverso
dal vuoto, I una partizione di X e siano {A;}ier degli R-moduli. Sia B =
{f[ X = |JA:Yiel aci= fla) € A;}. Siano +: Bx B — B e

i€l

- R x B — B definite come:

VigeB VAER YacX (f+g)a)=f(a)+gla) e (\f)(a)=Af(a)

Allora (B, +,+) ¢ un R-modulo.

Dimostrazione. Siano f,g,h € B e siano A\, u € R. Allora Va € X :

o ((f+9)+h)(a) =(f+9)(a) + h(a) = (f(a) + g(a)) + h(a) = f(a) +
(9(a) + (@) = (f + (g + 1) ()

e (f+g)(a) = f(a) +g(a) = g(a) + f(a) = (g + f)(a)

e Sia 0 € B tale che per ognib € X seb € i € I allora 0(b) = 0 elemento
neutro di A;. Allora (f 4+ 0)(a) = f(a) + 0 = f(a)

e Sia—f € BtalecheVbe X (—f)(b) = —f(b). Allora (f+(—f))(a) =
fla) = f(a) = 0 = 0(a).
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In particolare, sia B = {f: C;°(R") — R} (con I = {X}). Allora
(B, +,-) & uno spazio vettoriale su R. Essendo chiuso rispetto alle operazioni
di + e -, Der,(C*(R™)) ¢ un sottospazio di B.

9. Dimostrare che i campi di vettori lisci x(U) su un aperto U C
R™ con le operazioni definite a lezione ¢ uno spazio vettoriale su R e un

C>*(U)-modulo.
Sia
_ {f: U~ | | Der,(CP@®™):Ype U f(p) € Derp(O;O(Rn))}

Per la proposizione dell’esercizio precedente, con I = {{p}: p € U}, B ¢
uno spazio vettoriale su R. Essendo chiuso rispetto alle operazioni di B,
x(U) € B ¢ un sottospazio vettoriale. In particolare (x(U),+) ¢ un gruppo
abeliano. Vediamo che x(U) & un C*(U)-modulo: siano f,g € C*(U) e
siano X,Y € x(U). Allora Vp € U: [1)]

((fg) ), = (f9)0)X, = (f(p)g() X, = f(p)(9(p)X}) = f(p)(9X), =
)

X +Y) ) = f(p)(X—i—Y)p = )X, +Y,) = f()X, + f(p)Y, =

12



10.  Sia A un’algebra su un campo K. Dimostrare che le operazioni
(D1 + D2)(a) = Di(a) + Da(a)
(AD)(a) = AD(a)
per ogni A € K e per ogni Dy, Dy, D € Der(A) dotano Der(A) della struttura

di spazio vettoriale su K.

Sia B = {f: A — A}. Per la proposizione dell’esercizio 8, B ¢ uno spazio
vettoriale su K. Essendo chiuso rispetto alle operazioni di B, Der(A) C B é
un sottospazio vettoriale.

10. Stano Dy e Do due deriwazioni di un’algebra A su un campo K
(Dy,Dy € Der(A)). Mostrare che Dy o Dy non é necessariamente una
derivazione di A, mentre Dy o Dy — Dy o Dy € Der(A).

) e a € A tali che
). Allora

Sia per esempio A = C*(R). Siano D € Der(A
D(a) # 0. Supponiamo per assurdo che D o D € Der(A

(Do D)(a-a)=D(D(a))a+ aD(D(a))

(DoD)(a-a)= D(D(a)a + aD(a)) —
= D(D(a)a+ (D(a))’ + (D())” +aD(D(a))

Quindi (D(a))2 = 0. Assurdo.

Siano D, E € Der(A). Vediamo che Do E — FE o D € Der(A). Siano
A € K esiano a,b € A. Allora:

e (DoE—EoD)(Aa+ ub) = D(E(Aa+ pb)) — E(D(Xa+ pb)) =
= D(AE(a) + pE(b)) — E(AD(a) + uD(b)) =
= AD(E(a)) + uD(E(b)) — AE(D(a)) — pE(D(b)) =
=ADoE—FEoD)(a)+u(DoE—FEoD)b)

e (DoFE—FEoD)(ab) = (aE(b) - E(a)b) — E(aD(b) - D(a)b) =

= D(a)E(b)+a(DoE)(b)+(DoFE)(a)b+ E(a)D(b) — E(a)D(b) —a(E o
D)(b) — (E o D)(a)b— D(a)E(b) =

=a(Do E)(b) —a(Fo D))+ (Do E)a)b— (EoD)(a)b=
=a(DoE—-FEoD)(b)+ (DoE—FEoD)(a)b
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2 Lista 2.1-2.3

1. Sia S™ la sfera unitaria in R™L. Trovare un’atlante differenziabile di S™
conn—+1 carte.

Consideriamo S, = {(x1, ..., z, + 1) € R™||z|* = 23 + ... +-22,, = 1}
la sfera in R™*1.

Chiamiamo Uy = {(21,..., 2, + 1) € R*" ot + .+ 22, =1,2; > 0} e
Ui ={(z1,..,zn +1) e R" ot + . +22,, =1,2; < 0}. Esia

Giy : Uip = {(@1, 0, i1, Tig1, ooy Tpgn) ERMa + o+ 2l <1} =V,

¢i+(($1, ey L1, Ly Lijg 1y eeey Ly + 1)) = (xl, cery Li— 1, Ljq 1y -0y Ty + 1)
¢ Vi = Upp
Gy (W1, 9n)) = W1 s e, VI = (Y]], s 9m)

adesso queste sono continue perché le componenti sono continue. Pertanto
I'unione di (U4, ¢it) e (Ui—, ¢;—) ¢ un atlante topologico con 2(n + 1) carte.
Vediamo se le carte sono compatibili

Pit © ¢;_1 0 (Uiy NUZ) = @iy (Uiy NU;)
(yb ,yn) — (y17 s Yim1, Vi1, - Yj—15 V - ”yH7yj+17 7yn)

che ¢ di classe C'™° poiché lo sono le componenti, infatti I'unico problema

potrebbe essere dato da /1 — ||y|| ma siccome (y1,...,y,) € ¢;—(Uix NU;_)
si ha che |ly]] < 1. Lasciamo al lettore di verificare gli altri casi, che sono

totalmente analoghi.

2. Dimostrare che le strutture differenziabili su S™ definite dall’esercizio
precedente e dalle proiezioni stereografiche coincidono.

Per mostrare che le due strutture differenziabili coincidono vediamo che
le carte della proiezione stereografica sono C'* con quelle polari, in questo
caso infatti I’atlante differenziabile che le contiene sara lo stesso e quindi avro
la stessa struttura differenziabile.

Mostriamo che, usando le notazioni del punto precedente (Ui, ®;i) e
(Un, ) sono compatibili, con Uy = S™\{N} e mx proiezione dal polo nord.
Si ha che

¢i+ o W&l : 7TN<UN N Uz+) — 7Tz'+(UN N Ul+)

2
n Yi—1 Yir1 ||y|| —1
Y1y ooy Yn) = ( e 5 5 .
1+ lyll L+ llylI™ 1+ lyll 1+ lyll
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che é ovviamente una funzione C*°, perché lo sono le componenti. Equiva-
lentemente

ng Oﬂ-i_-i—l . 7Ti+(UN N UZ+) — 7TN(UN N UH—)

) (2 VI= Tyl =y

e e

Sinota che essendo UyNUiy = {(y1, ..., yn) €ER" D2, <1 Ay, #1}
questa & ben definita ed & C'*°, infatti derivando il termine i-esimo /1 — [|y||> >
0 e il denominatore non si annulla mai.

3. Sia S uno spazio topologico e ~ una relazione d’equivalenza aperta su
S. Dimostrare che lo spazio quoziente S/ ~ e Ty se e solo se R = {(z,y) €
SaS|z ~ y} & un sottoinsieme chiuso di SxS.

Guardare il libro di "introduzione alla topolgia generale", Andrea Loi,
edito Aracne, pagina 138.

4. Sia S uno spazio topologico Ny e ~ una relazione d’equivalenza aperta
su S. Dimostrare che lo spazio quoziente S/ ~ e Nj.

Guardare il libro di "introduzione alla topolgia generale", Andrea Loi,
edito Aracne, pagina 138.

5. Dimostrare che la grassmanniana G(k,n) € uno spazio topologico
connesso e compatto.

Vediamo prima di tutto la connessione. Abbiamo definito la Grassma-
niana come l'insieme dei sottospazi K-dimensionali in R". Se consideriamo
una particolare rotazione di R™ in modo che il sottospazio K-dimensionale,
che chiameremo U coincida con il sottospazio V' = {(x1, ..., z,) € R"|z,_\ =
... =z, = 0}, in questo modo consideriamo la proiezione

m:V — RF tale che  w(xq,...,2,) = (21, ...2%)

che é una biezione (I'inversa é I’applicazione che associa a (x1, ...xx) il vettore
di R"™ (x1,...24,0,...,0) ) continua con inversa continua. Siccome anche la
tazi : fi bbi he U ¢ fo a R¥ ed d
rotazione ¢ un omeomorfismo abbiamo che U ¢ omeomorfo a R* ed essendo
quest’ultimo connesso anche U ¢é connesso. Si nota infine che G(k,n) =
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U,e; Ui ovvero & unione di connessi che hanno il punto (0,...,0) € R" in
comune. Allora G(k,n) ¢ connesso.

Vediamo la compattezza. Sia W un sottospazio vettoriale di dimensione
k. Per Gram-Schmidt considero (wy,...,wg) una base ortonormale di W
, dove i w; sono quindi tali che < w;,w; >= ¢;5. Consideriamola allora
come una matrice di n righe e k colonne (ogni elemento della base ¢ una
colonna). Sappiamo che due k-ple generano lo stesso sottospazio se e solo
se esiste una matrice invertibile, che sarebbe la matrice di cambiamento di
base. Nel caso di due basi ortonormali pero la matrice di cambiamento deve
essere ortogonale (da GEOMETRIA 2). Consideriamo allora linsieme, per
rispettare le notazioni usate a lezione, F'(k,n) = {A € M| < a;,a; >=
8ii}. Adesso F(k,n) C F(k,n) e considero in F(k,n) la relazione A ~ B <
M € O(k)|A = BM.

Adesso F(k,n) é compatto infatti visto come sottoinsieme di R"k é chiuso
e limitato. Chiuso perché presa

fij s Mg = R tale che fij(A) =< a;,a; >

allora F'(k,n) = [ﬂf’jzli# [ 0N [ﬂle f:;1(1)] che & intersezione di chiusi
(controimmagine di chiuso mediante funzione continua). Inoltre presa A €
1

F(k,n) siha||A] = (Z?:l Z?:1|aij\2> — V/k pertanto & limitato. Siccome

F(k,n) é compatto anche Elhn) o compato. Si consideri allora

~

b F(k,n) . F(k,n)

tale che H([A]o) = [4]a

~J Y

ovvero che alla classe [A]lop = {B € M.x|B = AO} con O € O(k) associa
[Alg = {B € M,.x|B = AG} con G € GL(k). L’applicazione & ben definita
poiché se A ~ B allora B = AO ma se O € O(k) evidentemente O € GL(k),
cioé [Blg = [A]g. L’applicazione é continua, si consideri

F(k,n)

~

g: F(k,n)— tale che  ¢g(A) = [Alg

e il classico diagramma visto anche a lezione. Siccome g scende a quoziente
allora h om = g. g & continua, perché composizione dellinclusione tra F e
F' e della proiezione rispetto alla relazione di equivalenza vista in classe, ma
allora h ¢ continua. Infine h ¢ suriettiva, sia [B]g € 2% con B = (by]...|b)
e b; € R". Usando Gram-Schmid riesco a trovare un’altra k-pla di vettori
che generino lo stesso spazio e che siano ortonormali e chiamiamola A =
(a1]...]ag). Siccome generanolo stesso spazio allora esse sono collegate dalla
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matrice di cambiamento di base G € GL(k), cio¢ [B]g = [A]¢. Ma allora
h([Alo) = [Ala = [B]q, cioé h ¢ suriettiva.

Allora si ha che h(ZEmy — ZEn) — () n) ¢ compatta perché immagine
di compatto tramite applicazione continua.

6. Siano M e N due varieta differenziabili e qo € N. Dimostrare che

lg 1 M — MaN
p — (p; q)

e un’applicazione liscia.

Sia (U, ¢) carta di M intorno a p e (V,4) carta di N intorno a go. Con-
sideriamo allora(¢xy)) 0 i, 0 ¢~ ¢(U N, '(UxV) — R™ " che sarebbe
(650 01igy © 6 (6(p)) = (6x1) 0 iy 0 671 (B) = (6x) (P, 0) = (6(p), ¥(0)).

Siccome le componenti dell’applicazione sono C* poiché v e ¢ sono carte
quindi funzioni C'*°, allora I’applicazione i,, ¢ C'*°.

7. Sia St il cerchio unitario di R?. Dimostrare che una funzione liscia
f:R? = R si restringe ad una funzione liscia fg : ST — R.

Consideriamo come carte della sfera le proiezioni stereografiche e gli in-

siemi (S"\{N}, mx)

8. Sia F:R* = R3 (z,y) — (v,y,2y). Sia p = (z,y) € R% Trovare
a,b,c € R tali che:

0 0 0 0

Fopl=— )=a= — Co—
p(ax\p) Oulrp)  OvIFp)  Ow|FE)

Applichiamo a F (5~ ) I'applicazione proiezione della prima componen-

9
9z|p
te, cioe

u:R* <R  taleche  u(u,v,w)=u

o . . . 8 . a . a o
Allora a sinistra si ottiene F*p(%‘p)(u) = %Ip(u o.F(x,y)) = %|p.(x) = 1.
D’altra parte a destra ottengo solo a. Pertanto in conclusione si ottiene
a = 1. Si itera il ragionamento applicando la proiezione sulla seconda e la

terza componente ed infine si ottiene b = 0 mentre per ¢ si ha:
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oy (55,)(w) = g5, (wo Fla.y)) = 57, (zy) =y se p = (a/,¢/). Ovvero

c=1".

Si osservi che nelle notazioni di Geometria 4, se consideriamo F una
parametrizzazione X (u,v) = (u,v,uv) si sta calcolando X, = (1,0, v) come
ottenuto anche sopra.

9. Siano z,y le coordinate standard su R? e U = R? {(0,0)}. In U le
coordinate polari (p,0),p > 0,0 € (0,27) sono definite come x = pcosf e
x = psinf. Si scrivano 8% e % n funzione di 3% € a%.

Siano su R? le carte (R?, Id) e (U, ¢) dove U ¢ il piano senza la semiretta
positiva delle = e ¢ sono le trasformazioni delle coordinate polari, cioé ¢p—1 =
(pcosB, psind). Sia p = (o, Yo)-

Per la legge di passaggio tra carte vista a lezione si ha che

o Ox, 0 dy, . 0
a0~ op " oxn 3oy
p  Op p o Op" 9y,

Adesso g—i(p) = ang— (¢(p) = 6”5—289@(1))) = cosbipp) = \/;Tyz Dove

I'ultima uguaglianza segue invertendo le trasformazioni di coordinate polari.

Operando allo stesso modo si trova %(p) = \/;;TyQ’ %(p) = —y, %(p) = 7.

. 10. Sia p = (x,y) un punto di R?. Allora

(1) = cos2t —sin2t\ (x
P \sin2t  cos2t y
¢ una curva liscia in R* che inizia in p. Calcolare (0).

Consideriamo ¢(t) = (x cos 2t — y sin 2t, x sin 2t + y cos 2t). Ora per defini-

zione ¢/ (0) = c*g(%‘o) € T,R? = R? allora ho che C*()(%'O) = aa%—l—ba%. Appli-
chiamo pertanto prima la = e allora C*o(%m)(l‘) = %‘O(x oc) = %lo(x cos 2t —

ysin2t) = —2y.
Applicando poi y si trova che b = 2x.

11. Siano M e N warieta differenziabilita e 7 : MaN — M e w5 :
MzN — n le priezioni naturali. Dimostrare che per (p,q) € MxN applica-
zione

(71, 72,,)  TipgyMaN — T,MaT,N
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€ un isomorfismo.

Sia (U, ) carta di M in p esia (V,4) cartadi N in ¢. Allora (U xV, o x1))
¢ una carta di M x N in (p,q). Siano By, By ¢ Byxn le basi di T,M, T,N
e Tip.g) (M x N) associate alle carte (U, ), (V,v¥) e (U x V, p x ¢) rispettiva-
mente.
Allora la matrice associata a Ty rispetto alle basi By/wy € By & Jmi(p, q) =
J(pomo(pxv)™")((¢ x¥)(p,q)).
Sia (z,y) € (U) x (V) CR™ x R™. Allora (pom o (¢ x ¢) ") (z,y) =
(pom) (e (2), 07 () = (¢ '(2) = .
Quindi, sia m: R™ x R™ — R™ proiezione. Allora Jm(p,q) = Jm (gp(p), @Z)(q))
Siat=1,....,mej=1,...,m+n. Allora g:; = 0;5. Quindi [le(p, Q)]ij =
dij-
Analogamente, sia 7: R xR"™ — R"™ proiezione. Allora Jms(p, q) = Jﬁ(gp(p), w(q))

Siai=1,...,nej=1,...,m+n. Allora g—:]? = 0i(j—m)- Quindi |:J7T2<p, q)Lj =

Oi(j—m)-
Sia (V1. Vmin)Basn € Tipg)(M x N). Allora, rispetto alle basi Byxn €
BM7

ﬂ-l*(p’q) (Uh cee 7Um+n) =
m-+n m-+n

= (Z [Jﬂ-l(p7 qﬂ 1kvk7 teey Z [Jﬂ-l(pv q)}mkvk> =
k=1 k=1

m—+n m—+n
= ( E (Slk’l)k,..., E (5mkvk) = (vl,...vm)
k=1 k=1

e rispetto alle basi By «y € By

7T2*(p7q> (Uh s JUm+TL> =
m+n m-+n
= <Z |:J7T2(p7 Q)] 1kvk7 cey Z [JWQ(p7 Q)}nkvk) =
k=1 k=1
m+n m+n
= (Z 51(k7m)vk7 ceey Z 6n(km)vk) = (Um—i-la cee 7vm+n)
k=1 k=1

Quindi, rispetto alla base By n e alla base di T,M x T, N ottenuta canoni-
camente da Bj; e By,

(ﬂ-l*(p,q) 9 7T2*(p’q)) (/U17 LR 7Um+n> - (Ul, oo 7/Um+?’l,)

da cui (Wl*(pyq),ﬂ'g*mq)) ¢ un isomorfismo.
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3 Lista 2.4

1. Siano Sy e Sy due sottovarieta di due varieta differenziabili My e Mo
rispettivamente. Dimostrare che S1 X Sy é una sottovarieta di My x Ms.

Se Sp ed S, sono sottovarieta, allora sono sottovarieta topologiche; quindi
S1 X Sy & sottovarieta topologica con la topologia prodotto. Dato (¢,p) €
S1 xSy, se Sy & sottovarieta topologica, esiste una carta adattata in p (Uy, ¢1)
tale che e per Sy esiste una carta adattata in ¢ (Us, ¢2) tale che

U:nSi={pels|y(e2(p)) = =y"(d2(p)) =0}
quindi U1 x U2 ¢é aperto di M; x Ms.

(Sl M Ul) (SQ N UQ) (Sl X SQ) (Ul X Ug)
:{ q,p) €U1QU2‘5Ui(¢1(Q)>—y P2 (p —0}

coni € {k+1,...,m}, je€{l+1,...,my}. Siottiene quindi la carta
adattata (U; x Uy, zt, ... a™ gyt ... y™)

2. Sia F:R? = R, (z,y) — 22 — 6xy + y>. Trovare i ¢ € R tali che
F~Y(c) sia una sottovarieta di R?.

R? ¢ varieta con la carta (R?id). Cerco i punti di R? per cui le derivate
sono non tutte nulle. Poiché %_l:; = 2x — 6y, %—5 = —6x + 2y allora

20 — 6y =0 T =3y T =3y
e >
—6r+2y=0 —3rx+y=0 —8y =20
'unico punto critico ¢ (0,0) quindi F(0,0) = 0 ¢ valore critico. F~(c) ¢

sottovarieta di dimensione 1 Ve # 0. F~'(0) non & localmente euclideo,
quindi non é sottovarieta differenziabile e nemmeno varieta.

3. Dire se le soluzioni del sistema

{x3+y3+z3:1

z =1y
costituiscono una sottovarieta di R3.
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Partendo dal sistema

z=xy

definiamo la funzione F: R?* — R?, (z,y,2) — (23 +y3 + 2% — 1,2 — zy).
Allora
( oz 3}17‘/ 0z ) —
OFy 0k OF
ox oy 0z
322 3y? 322
-y —x 1

Nei punti del tipo (0,0, z) ha rango 1, ma questi non appartengono ad S.
Cerchiamo altri punti in cui il rango ¢é 1:

2= P

v + 222 =0
24 y2z2 =0
x=y
z(r+x2%) =0
r(r+12)> =0

cioé si ottengono i punti del tipo (0,0, z) che abbiamo gia escluso, e i punti
(=22, =22, 2), che non appartengono ad S. Quindi in S il rango ¢ sempre 2,
cio¢ 0 ¢ un valore regolare per F, e S = F~1(0) ¢ sottovarieta e dim S = 1.

4. Un polinomio F(xo,...,x,) € Rlxg,...,z,] & omogeneo di grado k
se e combinazione lineare di monomt xy ...zl di grado k, Zj:1 1; = k.

Dimostrare che .
"
Z axz

Dedurre che F~1(c),c # 0 ¢ una sottovarieta di R™ di dimensione n—1. Di-
mostrare inoltre che per ¢c,d > 0, F~'(c) e F~(d) sono diffeomorfe € lo stes-

so wvale per ¢,d < 0. (Suggerimento per la prima parte: usare l'uguaglianza
F(Axg, ..., \v,) = N F(xg,...,x,) valida per ogni X € R).

Supponiamo ¢ # 0. E’ valore regolare? Calcolo lo Jacobiano di F: per la
formula trovata, le derivate non sono tutte nulle ( kc # 0), cio¢ esiste almeno
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un indice j tale Che O 13 diverso da zero. Quindi lo Jacobiano ha rango
massimo, ed F~(c) ¢ sottovarleta di dimensione n-1.
Siano ¢,d > 0.

f: F )= F!

!

0 ok nk @

(@, \[ 9
siax = (2%)...,2") € F~(c); allora f(x) € F~'(d), infatti:
F(xol\ﬁ/g,...,xnl\g/g)
c c

i
\/ = F(a°,... 2"
TR

F(f(°...,2") =

d d
=-F(z)=-c=d
c c
cioe f(F1(c)) C (d) E’ suriettiva, infatti dato y € F~!(d), x =

WO/, ..y \/g) € F~1(c) ¢ tale che f(x) =y. Infatti,

_ okfkﬂl qu/g_ 0 n
_<y \/;\/:77y \/; C)_(yavy)

Iniettivita: se a:\/7 4 — 2 =y. Infine ¢ liscia perché puo essere vi-

c
sta come applicazione hsc1a da R™ in R™ opportunamente ristretta da F'~1(c)
su F'1(d) (la restrtizione a F~!(d) ¢ ancora liscia perche ¢ sottovarieta); per
'inversa vale un ragionamento analogo, essendo anche F~!(c) sottovarieta.

Se ¢,d < 0 ¢ analogo perché F(x {“/g) =4(—¢)=—d

C

5. Dimostrare che SL,(C) = {A € M,(C)| det A # 0} ¢ una sottovarieta
di M, (C) di dimensione 2n? — 2.

SL,(C) = det—1(1) 1 ¢ valore regolare, perché¢ data A € SL,(C), det(A) =
+ -+ (=1D)Fgbr | M| = 1 (sviluppando rispetto alla prima ri-
ga). Esistera almeno un addendo diverso da zero, e quindi in particolare
esistera un certo minore (supponiamo M ) con determinante diverso da
zero. Derivando rispetto a x'! si ottiene 8;_2;1(,114) = |M"| # 0. Quindi 1 ¢
valore regolare, e SL,(C) ¢ sottovarieta di dimensione 2n? — 2.
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6. Sia F: N — M un’applicazione liscia tra varieta differenziabili. Di-
mostrare che linsieme PRy dei punti regolart di F' ¢ un aperto di N.

Sia p punto regolare; allora lo Jacobiano JF(p) ha rango massimo, cioé
esiste un minore di ordine m con determinante diverso da zero, supponiamo
che sia maggiore di zero. Quindi essendo il determinante una funzione liscia,
per il teorema della permanenza del segno esiste un intorno U in cui il segno
si mantiene, e risulta quindi che p € U C PrF.

7. Sia F': N — M un’applicazione liscia tra varieta differenziabili. Di-
mostrare che se F' ¢ chiusa allora V Rp (insieme dei punti regolari di F') é
aperto i M.

Per l'esercizio 6, PRr ¢ un aperto di N. Allora PCr = N \ PRp ¢
chiuso in N. Poiché F' ¢é chiusa VCr = F(PCp) ¢ chiuso in M e quindi
VRr =M\ VCp & aperto in M.

8. Dimostrare che F: R — R? tale che F(t) = (t,t*t*) é un embedding
liscio e scrivere F(R) come zero di funzioni.

Sia
m: F(R) = R
(z,y,2) =@

Allora 7 = F~!. Inoltre m e F sono C*°. In particolare F': R — F(R) ¢ un
omeomorfismo e quindi F' ¢ un embedding topologico.

Proposizione. Sia F': R* — R™ funzione liscia. Sia p € R™. Siano

0 o) o) 0 o n moo.;
{8_x1‘p’ ceey Wnlp} € {a_ylp(p)’ ey %“‘(m} basi di TPR € TF(p)R TZSp@t-
tivamente. Sia Y, vz-%‘ e T,R". Allora

tlp
Zn 0 Zm " OF; 0
F* Vi— = -7 -
" ( O ) : ( Ox; ®) )5%’
=1 p j=1 “i=1 |F(p)
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Dimostrazione. Sia f € C;°(R™). Allora

F*p<2“i§ )(f)z (Zw% >(foF):
i=1 Lilp i—1 Ti|,
— ;Uialﬂp(fOF) = ;vl;a—i(F(p)) ' (p) =
=S (52w ) (-
j=1 Nj=1 ~* Y510
" (= OF; 9
_ Z(: S ) ij) )

Siat € R. Sia v<

as |, € T;R. Per la proposizione

d
F,, (U— > = (v, 2vt, 3vt?) € TpyR?
ds|,
Quindi F,, € un’applicazione iniettiva. Dunque F' € anche un’immersione e
quindi un embedding liscio.
F(R) = {(t,t*,t*) € R3}. Sia (x,y,2) € R3. Allora
(r,y,2) EF(R) @ y=a’Nz=2

Quindi F(R) = {(z,y,2) eR*: y —2? =0A z — 2% = 0}.
Sia

3

g: R® — R?
(.’E,y,Z) = (y_$2’z_$3)

Allora F(R) = g~1(0,0).

9. Dimostrare che F: R — R? tale che F(t) = (cosht,sinht) ¢ un em-
bedding liscio e F(R) = {(z,y) € R?: 2* — y* = 1}.

L’inversa di F' &
F1:FR) =R
(z,y) — sinh™" (y)
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che é continua. Quindi F' ¢ un embedding topologico. Sia t € R. Allora Vv €
R F,,(v) = (vsinht,vcosht). F,, é iniettiva. Quindi F' & un embedding
liscio.

Vediamo che F(R) = {(z,y) € R*: 22 —¢y* =1 Az > 0}:

(x,y) € F(R) = 3t € R: v = cosht Ay = sinht =
22 —y? = cosh®t — sinh®t = 1 A x = cosht > 0

Sia (x,y) € R? tale che 22 — y> = 1 Az > 0. Poiché sinh ¢ suriettiva esiste
t € R tale che y = sinh¢. Allora 22 = 1 + sinh®¢ = cosh?¢ da cui = = cosht
(perché x > 0).

10. Dimostrare che la composizione di immersioni & un’immersione e che
il prodotto cartesiano di due immersioni ¢ un’immersione.

Siano N, M, P varieta e siano F': N — M e G: M — P immersioni. Sia
p € N. 1l differenziale (G o F),, = G, ri © Fl, ed & dunque iniettivo perché
composizione di funzioni iniettive. Quindi G o F' é un’immersione.

Per ogni + = 1,2 sia F;: N; — M; immersione.

Sia G = F; x Fy: N; x Ny — My x M.

Sia p = (p1,p2) € N1 x Ny. Allora G, : T,,(Ny x Na) = Ty (M x Ma).
Per ogni i = 1,2 siano 7¥: Ny x Ny = N; e 7M: M; x My — M;. Allora

Tév = (W{V*p,’ﬂ'év*p)l Tp(Nl X NQ) — Tp1N1 X Tp2N2 ¢}

Wg(p) = (m" Tl )i Tapy My x Ma) = Try )My X Tp,(py) Mo

Loxgp)’ 72 *cp)
sono isomorfismi.
Sia

-1
f = Wg/[(p) ¢} G*p o (7'('1]7\7) : Tp1N1 X Tp2N2 — TF1(p1)M1 X TFg(pg)MZ

Facciamo vedere che f = Fi,, X F, . Questo ¢ vero se e solo se

M _ N
T‘-G(p) © G*P - (Fl*P1 X F2*P2) © ﬂ—p

Si ha
:(M 7_‘,M )OG

M
o © G T xam) T2 s

= ((m"e@),,,(m'=G),)

* *
P P *p )
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(Fray, % Foo)) ol = (Fu,, % Fo, ) o (nl, @, ) =

= (P, om' ) Foy 0my ) = ((From) s (Foomy), )

Sia (q1,q2) € N1 x N,. Allora per ognii = 1,2

(EM © G)(Ch,%) = 7TZM(F1(Q1),F2(Q2)) = Fi(q;) = (E O7T1N) (q1,92)

Quindi

(meG),, (m'e@), )= ((Fiem), , (From), )

*p *p

da cul

M Ny~ _
TG(p) © G*p © (WP ) - Fl*m X F2*P2

Dato che Wé/[,(p) e )’ sono isomorfismi, G, ¢ iniettiva se e solo se R, xF,,
¢ iniettiva. Per ipotesi [, e F3,,  sono iniettive e quindi G, ¢ iniettiva.
In conclusione, G ¢ un’immersione.

11. Dimostrare che se F': N — M ¢é un’immersione ¢ Z C N ¢ una
sottovarieta di N allora F),: Z — M ¢ un’immersione.

Sia i: Z — N inclusione. Sia p € Z. Vediamo che i,,: T,Z — T,N ¢
iniettivo.
Sia (U, ) carta adattata di N in p relativamente a Z. Supponiamo ¢ =

(x1,...,2,). Allora {6%1‘ ey %I } ¢ una base di 7T, N. Sia k la dimensione
P nlp

di Z. StaV=UNZesia g, =m,o0¢,. Allora (V,pz) & una carta di Z

in p. Supponiamo ¢z = (y1,...,yx). Allora {8%1|p, ce %lp} é una base di

T,Z. Vediamo che per ogni Zle Uw%' € 1,7 si ha che
tlp

LN G

=1

Sia f € C°(N). Allora

(v Y= (v Juen =3 udely)

i
i=1 Yil, i=1




Siat=1,...,k. Allora

-1

a(gycz i) (p) = a(f o Z'af;:OZ_ ) (@z(p)) _ I(foi Oaiiv k) ((7Tk o 30)(]9)) -
- A ) (P otr)) ) =30 205, =
ﬁ

(p)

- a.’ll'j

Infatti ¢, = @ o implica io ¢, "' = ¢~!. Quindi

(Lo )0 =S ugli = v (1

i=1 Yi lp

Da cio si trova che i, € iniettivo. Sia G = Fj,. Allora G = F oi. Dunque per
ogni p € Z siha G*p = F,, oi,,, da cuil G*p ¢ iniettiva in quanto composizione
di iniettive.

12. Dimostrare che ['applicazione

F:S? 3 R*
(z,y,2) = (2% — y*, 2y, 22,92)

induce un embedding liscio da RP? a R*.

Sia
7: R*\ {0} - RP?
(@,y,2) = [2,y, 2]

la proiezione canonica. 7 é continua. Vediamo che 7w & C*.
Sia {(Uy, @i)}?zl Patlante differenziabile di RP? visto a lezione. U; = {[a, b, ] €
RP?*:a#0} e

Y1 U1 — Rz
b
la, b, c] — (—, E)
a a
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Allora

prom: {(z,y,2) ER*: x #£0} > R?
Yy z
) (L2)

¢ liscia. Analogo per oy 07 e 3 o7. Quindi 7 ¢ liscia e anche 7: S? — RP?
¢ liscia, essendo S? una sottovarieta di R\ {0}.

Vediamo ora che per ogni p = (p1,ps,p3) € S* m,: 1,5 — TrpRP? @
un isomorfismo.
Supponiamo p; # 0 (altrimenti analogo). Allora w(p) € Uy. Sia (21, x2) = ¢1.

Allora { 0 0 } ¢ una base di Tﬂ(p)RPQ.

01 | () %2 ()

D d 2 Q:
Sia v = Ula_l'l|7r(p) + Uza—mlﬁ(m € Tﬂ-(p)RP . Sia
c: (—e,e) = S?
t = (p1,p2 + tuip1, p3 + tvaps)

c¢(0) = p. Allora m,,(/(0)) = (70 ¢)'(0) e (7 oc)(—e,e) C Up. Per ogni
i=1,2siaa; =x;0(moc). Allora
da1 8 dCLQ 8
/ . / - _ e _
e (¢0) = (o) = Gr Oz + 5 Oy
Per ogni t € (—¢,¢)

at) = (@ omoo(t) = A1 _ 2D

Cl(t) P1
) (0 t
C3 DP3 + tvapy
as(t) = (xgomoc)(t) = =
(1) = @0 moo)) = 23 = B
Allora P J
1 gy — 42 4y —
@ = e g 0=

Quindi 7, (/(0)) = v, da cui m,, ¢ suriettiva e quindi un isomorfismo.
Sia
G:RP? - R*

M%ﬂHFC@&Q>

(2, y, 2)|
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G ¢ ben definita in quanto se [2/, 1/, 2'] = [z, y, z] allora esiste A € R* tale che
(@', 9, 2") = ANz, y, 2).

Inoltre G o = F, quindi G ¢é I'applicazione indotta da F' su RP?.

Vediamo che G ¢ liscia.

Sia

G:R*\ {0} - R*
(r,y,2) — F(M)

|(z, y, 2)]|

G ¢é continua. Sia 7: R\ {0} — RP? proiezione canonica. G = Gor. Allora
per una proposmone fatta a lezione G é continua.
Sia {(U;, gpz)} 'atlante differenziabile di RP?.

()01712 R — U1
(a,b) — [1,a,0]

Allora

(Gop )0t = G(ia) = F( S0

Quindi G o ;71 & C™ in quanto composizione di funzioni C*°. Analogo per
GopyteGops ! Quindi G e C*.

Vediamo che G ¢ iniettiva. Siano (x,y, 2), (a,b, c¢) € S? tali che G([x, Y, z]) =
G([a,b,c]). Allora (22 — y?, 2y, xz,yz) = (a® — b?, ab, ac, be).
Se z = 0 allora y? = b? da cui y = £b e quindi (z,y,2) = *(a, b, ¢).
Se x # 0 allora
b 2b2
y:a—:>x2—a—2:a2—b2:>x4—$2a2+x2b2
x x
=@ -ad)@*+ V) =0=2"=a’V'=-b =1r"=d=
r==ta= (v,y,2) = +(a,b,c)

P =0=>

In ogni caso [x,y, z] = [a,b,c]. Quindi G & iniettiva.

Vediamo che F ¢ un’immersione. Per ogni p = (py,p2,p3) € S? abbiamo
F*pi Tp52 — TF(p)R4.

Sia v € Ker(F,,). Sia ¢ = (x,y,2): (—e,e) — S? curva tale che ¢(0) = p e
d(0) = v. Allora

1 oc); 8
F*p(U) = (Foc)(0)=(Foc), (dtlo) Z A Ft axl

i=1 | F(p)
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con B = {i 2 } base canonica di TF(p)]R4 e {%Io} base cano-

T S O R V)
nica di TpR.

(Foo)(t) = ((z(t)* = (1), x(t)y(t), »(t)=(t), y(1)2(1))

Quindi
M2 0) = (22 s — 20/ (O)pa /O + /O,
2'(0)ps + 2 (0)p1, ¥/ (0)ps + 2'(0)p2)
da cui
0=F,, (v) = (22'(0)p1 — 2¢/(0)pa, ' (0)p2 + ¥/ (0)p1,
7' (0)ps + 2'(0)p1, 4/ (0)ps + 2 (0)pa)
Inoltre dato che (z(t),y (t)) € S% per ogni t € (—¢,¢) allora

(x(O)vy(O),Z(O)) - (#/(0),4/(0),#(0)) =0

cioé ' (0)p1 + v'(0)p2 + 2/(0)ps = 0. Ho allora il sistema

2p12'(0) — 2p2y/'(0) =
o’ (0) + p1y/(0) =0
psx'(0) + p12/(0) = 0
pgy’(()) —l—ng’(O) =0
(P12'(0) + p2y/'(0) + p32'(0) =0
che ha come matrice associata
2p1 —2py O
P2 1 0
A=|Dps 0 P1
0 b3 D2
P1 D2 D3
Calcoliamo il rango di A.
2p1 —2py O
pe p1 0| =2p(p;+pd)
b3 0 b1
2p1 —2py O
pe p1 0| =2p(p]+p3)
0 Ps3 b2
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ps 0 m

0 ps p2| =ps(ps — p2) — pips = ps(p3 — Pz — )

b1 P2 P3
Dato che p € S? allora p # 0. Se p; # 0 allora il primo determinante &
diverso da zero. Se ps # 0 allora il secondo determinante ¢ diverso da zero.
Se p; = po = 0 allora p3 # 0 e quindi il terzo determinante ¢ diverso da zero.
Quindi rango(A) = 3, per cui il sistema ammette un’unica soluzione, ovvero

(+/0.5/0),#0)) =0

d: (—e,e) > R?
t— c(t)

Allora d =ioc¢, con i: S? — R? inclusione.

d'(0) = (ioc)(0) = (ioc)s, (%b) =1,,(c'(0))

dove i,, ¢ iniettiva.
Quindi se (2/(0),4'(0),2'(0)) = 0 allora i,, (c'(0)) = 0 da cui v = /(0) = 0.
Dunque Ker(F,,) = {0} e quindi F, ¢ iniettiva.

Vediamo ora che G ¢ un’immersione. G o = F. Sia p € RP2. Dato
che 7 & suriettiva esiste ¢ € S? tale che 7(¢) = p. Allora

F,,=(Gom),, =G, o,
Dato che 7, ¢ un isomorfismo e F, ¢ iniettiva, si ha che G, ¢ iniettiva.

Per concludere, per una proposizione vista a lezione, dato che G: RP? — R*
¢ un’immersione iniettiva e RP? ¢ compatta allora G ¢ un embedding liscio.

13.  Dimostrare che un’immersione iniettiva e propria € un embedding
liscio. Mostrare che esistono embedding lisci che non sono applicazioni pro-
prie. (Ricorda che un’applicazione continua f : X — Y tra spazi topologici é
propria se f~Y(K) ¢ compatto in X per ogni compatto K di'Y ).

Data f : N — M immersione iniettiva propria, mostriamo che f : N —
f(IV) ¢ chiusa e continua.
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Questa & continua perché se C' é chiuso di f(N) allora questo & compatto
perché f(N) é T, ed & un compatto anche in M. Ma dunque siccome f &
propria, f~}(C) ¢ compatto in N, ma allora essendo un compatto sottoin-
sieme di T3, € chiuso. Siccome la controimmagine di un chiuso ¢ un chiuso,
f: N — f(N) é continua.

Questa ¢ chiusa perché se B ¢ chiuso di N siccome N ¢ di Hausdorf (75)
allora B & compatto, percid f(B) é compatto in M essendo immagine di
compatto tramite funzione continua. Ora f(B) ¢ compatto in M se e solo se
¢ compatto in F'(IN) con la topologia indotta, ma siccome f(N) & Ty allora
f(B) ¢ chiuso. Percio I'applicazione ¢ chiusa.

Siccome f : N — f(NN) ¢ chiusa e continua e biettiva allora ¢ un omeo-
morfismo, pertanto f : N — M & un embedding liscio.

Consideriamo adesso

g:R—R

z —e"

Questa non ¢ propria, infatti g71([0,1]) = (—o0,0] che non ¢ compatto in
R. Tuttavia questa ¢ un embedding liscio. Infatti € iniettiva, & C* ed & un
immersione poiché Jg(z) = ¢'(z) = e #0 Vz € R. Inoltre ¢ un embedding
topologico poiché g : R — (0,00) = g(R) ¢ biettiva con inversa log(z) che &
continua.

Pertanto g ¢ un embedding liscio ma non ¢ propria.
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4 Lista 2.5

1. Sia N una sottovarieta div una varieta differenziabile M. Dimostrare che
TN ¢é una sottovarieta di T M.

Sia (v,p) un elemento di TN, costruiamo una carta di TM adattata
in (v,p) rispetto a T'N. Consideriamo dato p € N la carta di M adatta-
ta in p rispetto a N come (¢,U) = (21,...,2,,U), allora UNN = {q €
Ulz"(q) = ... = 2™(q) = 0}. Sia adesso, con le notazioni viste a lezio-
ne, (¢, TU), questa ¢ una carta di TM intorno a (v, p), infatti TU & aperto
perché ¢(TU) = ¢(U)xR™ & aperto di R™xR"™. Osserviamo adesso che, indi-
cando v = (v,p), TUNTN = {v € TU|z""'(v) = ... = 2™(v) = 0}. Questo
vale perche TUNTN = T(UNN) e o(T(UNN)) = ¢(U N N)xR* = {v €
TU|(z'(p), ..., 2"(p), 0, ...,0,¢1(v), ..., cm(¥) }, quindi ¢ proprio nella forma che
volevo.

Siccome vale Vv = (v, p) del fibrato T'N, ho che questo ¢ una sottovarieta.

2. Una varieta differenziabile é detta orientabile se esiste un atlante di
M rispetto al quale il determinante Jacobiano dei cambi di carte é positivo.
Dimostrare che:

e o) RP? ¢ una varieta orientabile;

e b) il fibrato tangente TM di una varieta differenziabile M é orientabile.

a)

Consideriamo 1'usuale atlante differenziale di RP?, {Ui, ¢i}iz1,23, vediamo
se il determinante del cambio di coordinate mantiene sempre lo stesso segno,
cioé sia p € U; N Uj, allora vediamo se detJ(¢; o ¢z~_1)(¢i(p)) > 0.

Operiamo nel caso generale di RP"™. Si ha infatti che ¢; oqﬁ;l(bl, b)) =

by bj71 bj+1 ﬁ 1 bit1 b . . . .
<bj,..., b by b b b v by ) Scrivendo la matrice dello jacobiano
si vede ,
1 _b
b] 0 b‘? LY O
0 + ~ho0
b; b2
_bh 1
0 0 .. P b

J
Il cui determinante ¢, applicando laplace sulla prima colonna ad esempio,

—b% * bn%l < 0 se n ¢é dispari, nel nostro caso quindi (n = 3) funziona tutto.
i

b)
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Consideriamo il solito atlante del fibrato {(TUs, da) Yaca (supposto {(Us, da) taca
'atlante differenziabile di M) ,consideriamo allora un elemento v € T'M e due
carte (TUy, ¢o) e (TUs, dg). Allora lo Jacobiano del cambio di coordinate,
in base ai calcoli fatti a lezione, sara una matrice a blocchi come:

8(¢BO¢(;1 )Z 0
orJ )
O a(¢6 0?51)1

ord
. . 1 . 9 21
Il determinante allora non cambia mai di segno ricordando che % e

il determinante del cambio di coordinate di M che era per ipotesi orientabile.

3. Dimostrare che ’applicazione che associa ad ogni varieta differenzia-
bile il suo fibrato tangente e ad ogni applicazione F : N — M tra varie-
ta differenziabili l’applicazione F, : TN — TM definita come F.((p,v)) =
(F'(p), Fip(v)) per ogni (p,v) € TN definisce un funtore covariante dalla
categoria delle varieta differenziabili in se stessa.

L’applicazione F va effettivamente dalla categoria delle varieta differen-
ziabili in se stessa. Verficihiamo ora le prorieta funtoriali:

F(Iy)=1.: TN — TN
(v,p) = (Idip(v), Id(p))

Ma ora Id.,(v)(f) = v(f o Id) = v(f), percio I, = Iry.
Inoltre date F': N — M e G : M — P, con M,N,P varieta differenziabili

F(GoF)=(GoF),: TN - TP
(0,) = ((G 0 F)ap(v), (G o F)(p)) = (Gagr) © Fap(v), G(F(p)))

dove nell’'uguaglianza abbiamo usato la regola della catena del differenziale.
E equivalentemente

F(G)oF(F): TN -TM — TP
(v,p) = (Gurp) © Fip(v), G(F(p)))

allora F(G) o F(F) =F(GoF).

4. Una derivazione di un’algebra di Lie (V,[,]) su un campo K & un’ap-
plicazione lineare D :'V — V tale che

D([Y,Z]) = [DY, Z] + [Y,DZ], VY,Z€V.
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Dimostrare che dato X € V' ’applicazione

Dx:V =V, Y —>[X,Y]

e una derivazione.

Abbiamo che Dx([Y, Z]) = [X,[Y, Z]], ,ma per la proprieta di Jacobi so
che [X,[Y,Z]|+[Y,[Z, X]]| + | [X Y]] = 0. Ma allora ho che
[X? [Y7 ZH = _[Y7 [Z7XH - [Z7 [X?Y]] - _[Y7 _[X7 Z“ - (_[[X7 Y]72]> =

=Y, Dx(Z)|+ [Dx(Y), Z]

5. Sia M =R {0} e X =L € x(M). Trovare la curva integrale di X

massimale che inizia in un generico punto p € R.
Per trovare la curva c¢(t) = x(t) massimale che passa per p risolviamo il

b(t) =1
sistema {xEO)) che ha come soluzione z(t) =t + ¢ e dalla condizione
z(0) =p

iniziale ¢ = p. Ovvero z(t) = t + p. Siccome perdo M = R\{0} si ha che
t # p. Pertanto 'intervallo massimale é:

(—p, +00) se p > 0;

(—o0, —p) se p < 0

6. Trovare il flusso (locale) dei sequenti campi di vettori:

0 0 0 0 0 0
X=o——y—, Y=0—+y—, Z=—+y— cx(R?
T ox y@y Tor + yay ox + yay X(R)
Nel caso siano completi calcolare il loro gruppo di diffeomorfismi ad un pa-

rametro.

Svolgiamo il primo, gli altri 2 sono equivalenti. Consideriamo una curva
c(t) = (x(t),y(t)) e risolviamo il seguente sistema

i(t) = x(t)
y(t) = y(t)
z(0) = p'
y(0) = p?



Questa ammette come soluzione c(t) = (p'e!,p?e~"). Ora il flusso ¢ globale
perché vale V(p',p?) € R? e Vt € R. 1l gruppo di diffeomorfismi ad un
parametro é

F,:R* - R?
<p1’p2)_>(p16t7p267t)
Cioe . .
e 0 P
Ft(plvpz) = (0 €t> (p2>
7. Dimostrare che il campo di vettori X = L € x(R* (0,0) non ¢
completo.

Per vedere che il campo di vettori non é completo consideriamo la curva
c(t) = (z(t),y(t)) e il sistema, con (p',p?) # (0,0),

z(t) =1
y(t) =0
z(0) = p'
y(0) = p?

Questo ammette come soluzione c(t) = (p' + t,p?). Si vede che il campo
non & completo perché su tutti i punti p dell’asse delle z, cioé della forma
(x,0)x € R, il valore t = —x non ¢é accettabile, in quel caso infatti si avrebbe
c(—x) = (—x+2,0) = (0,0).

8. Sia M wuna varieta differenziabile e X € x(M) tale che X, = 0 per
ognt p € M. Dimostrare che la curva integrale che inizia in p € la curva
costante c(t) = p.

Per cercare la curva integrale che inizia in p € M imponiamo le condizioni

Siccome ¢ : I — M allora c(t) € MVt € M e dunque X, = 0 pertanto
abbiamo che il sistema diventa:



Che ammette come soluzione ¢(t) = p, cioé la curva costante in p.

9. Sia M una varieta differenziabile e X € x (M) il campo di vettori nullo,
X = 0. Descrivere il gruppo di diffeomorfismi ad un parametro associato.

Abbiamo visto dall’esercizio 8. che se X & il campo di vettori nullo il
flusso ¢ dato da F'(t,p) = p, ovvero al variare di t € R si ha Fy(p) = p.
Pertanto il gruppo di diffeomorfismi & F; = Idy,.

10. Sia F : N — M wun diffeomorfismo tra varieta differenziabili, X €
X(M) e f € C®°(N). Dimostrare che

F(fX) = (fo F)EX

Si e visto a lezione che se F' ¢ un diffeomorfismo allora X & F-related a Y
se e solo se Y ¢ il puahforward di X. Pertanto Vq € M e Vg € C*°(M) si ha:

[Fo(fX)](9) = Fip1g(fX)r-1(9(9) = definizione di differenziale =
(fX)p-1(q)(90F) = f(F~H(q)) Xp-1( (goF) (foF ™) (@) Fup-1( Xp-1(q)(9) =
definizione di pushforward = (f o F N(q)(F.X),(9) = [(f o FTYF.X],(9).
Ma allora abbiamo proprio mostrato che F,(fX) = (fo F"HF. X
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5 Lista 3.1-3.6

1. Dimostrare che il prodotto diretto di due gruppi di Lie € un gruppo di Lie.

Cominciamo 1’esercizio notando che il prodotto di H, G varieta differen-
ziabili & una varieta differenziabile. Difatti HxG € Ty e Ny perché prodotto
di spazi Ty e Ny, inoltre Vz = (p, q¢) € HxG consideriamo la carta (U, ¢) di H
intorno a p e la carta (V1) di G intorno a ¢q. Consideriamo ora (UxV, ¢x1)) |
questa & una carta di HxG intorno a (p,q) e data un’altra carta (UxV, ¢x))
intorno a (p, g) si ha che (¢xv)) o (¢x)) "' (p, q) = (¢0 ¢~ (p), ¥ 0™ !(q)) che
é C* avendo le componenti C* perché sono cambi di carte di varieta.

Da Algebra 2 sappiamo che il prodotto diretto di gruppi € un grup-
po, ci manca da vedere che le operazioni sono C'°. Consideriamo adesso
I’applicazione:

puc : (HxG)x(HxG) — HxG
((h1,91), (h2, g2)) = (haha, g1g2) = (pa(ha, ha), pe(91, 92))

Questa é un’applicazione C'*° tra varietd perché le componenti sono C'*
essendo G e H gruppi di Lie. Stesso discorso considerando

tng : HxG — HxG

2. Sia m: R? — S' x St w(t,s) = (e*™,e?™), L = {(t,at)|a € R\ Q}
e f=my: L — S' xS Sia 74 la topologia indotta da f su H = w(L)
e 75 quella indotta dall’inclusione H C S* x S*. Dimostrare che 7, C 4.
(Suggerimento: si usi il fatto, menzionato a lezione, che f(L) é denso in

St x St).
Osserviamo per prima cosa che m ¢ omomorfismo di gruppi di Lie, infatti
m(ty + ta, 51+ 82) = m(t1, 51)7(t2, 52)

Allora poiché L ¢ sottogruppo di R?, 7(L) ¢ sottogruppo di S* x S'. Ora
per mostrare quanto richiesto basta far vedere che f: L — H con H dotato
della topologia 7, ¢ continua, infatti in tal caso f~*(U) C L aperto YU € T,
ossia U € 7y e quindi 7, C 7.

01

10

3. Sia X = ( sinhl coshl

). Dimostrare che eX = (COShl smhl)
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. 0 1 0 1 10
OsserkurnocheX-X(1 0) (1 0)(0 1)_[

Allora

X +oo Xk +0o X2n+1 +oo X2n
~ Kkl 2n+ 1! = (2n)!
400 400 400 +00
X I I I
S Y e Y e -
| | |
Zoznt+ 1) )l T L Ent 1) 2 (2n)]
+oo 1 —+00 1
n= n)! n= n |
_ ( <110 o) -0 @I )
n=0 (2n+1)! n=0 (2n)!

Ricordando adesso gli sviluppi del seno e del coseno iperbolico si ha che

B ' .« x _ [coshl sinhl
= Xcoshl + I sinhl, cioé e* = (smhl coshl

4. Trovare due matrici A e B tali che eA+B #£ edeB.

Dobbiamo sicuramente trovare due matrici tali che AB # BA. Conside-

: 01 0 0
riamo A = (O 0) e B= (1 O)'

Queste adesso non commutano e anzi si vede che A-A = B-B =0
2 1
11
Adesso si vede invece che A+ B = X con X la matrice dell’esercizio 3.,

e dunque e8P = X £ e4eB.

(matrice nulla). Pertanto e? = I+ A e e? = I+ B e quindi e#

5. Dimostrare che il gruppo unitario U(n) é compatto per ogni n > 1.

U(n) ¢ chiuso poiché controimmagine di 1, tramite f: GL,,(C) — M, (C),
f(A) = A*A. Esso inoltre & limitato (come sottoinsieme di M, (C) ~ R*"”
spazio euclideo) in quanto A € U(n) se e solo se le sue colonne formano una
base ortonormale di C", per cui usando la norma usuale dello spazio euclideo
si ottiene che

AcU(n) <= A=lv,...,u,)

dove i vy sono vettori colonna e < v;,v; >= 0, ||v;|]| = 1. Allora [|A|| =
Vo2 + 40,2 < o] 4+ -+ + [|onl| = n, ossia U(n) é limitato. Per il
Teorema di Heine-Borel, esso ¢ dunque compatto.
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6. Sia G un gruppo di Lie e sia Gy la componente connessa di G che
contiene e (elemento neutro di G). Se p e i denotano la moltiplicazione e
[tnversione in G, provare che

1. u({x} X Go) C Go, Vr € Go,’
2. Z(Go) C Go;
3. Go e un sottoinsieme aperto di G;

4. Goy € un sottogruppo di Lie di G.

Da scrivere.

7. Sia G un gruppo di Lie e : G X G — G la moltiplicazione. Dimostrare
che

Hx(a,b) (Xw YE)) = (Rb)*a(Xa)"i_(La)*b(YE)% v(% b) € GfGa X, € T,G, Y, TG,

dove L, (risp. Ry) denota la traslazione a sinistra (risp. a destra) associata
ad a (risp. b).

Usando un procedimento simile a quello visto a lezione scriviamo i, (q,p) (Xa, ¥3)

Pos(ap) (Xas 0) + fhs(ap) (0,Y3). Vediamo il primo.

Sia ¢ : (—¢,€) — G tale che ¢(0) = a,d(0) = X, e ora sia v(t) = (¢(t),b).
Allora in base alla proposizione vista a lezione si ha che jiy(qp)(Xq,0) =
(1(e(t),0))'(0) = (c()b)'(0) = (Rpe(t))'(0) = (R,,)(Xa). Ripetendo lo
stesso ragionamento per il secondo si considera ¢ : (—¢,e) — G tale che
£(0) = b,(0) = Yp 7 = (a,(t)) e dunque juyiup) (0, Yi) = (u(a, (£))(0) =
(ac(t))'(0) = (Lac(t))'(0) = (La.,)(Vs)-

8. Sia G un gruppo di Lie con inversione i : G — G, a — i(a) = a %

Dimostrare che

i*a<Ya) = _(Rafl)*e(Lafl)*a(Ya)a Va S G, \V/Y;l € TaG.

Operiamo come per 'esercizio 7. Sia ¢ : (—€,¢) — G tale che ¢(0) =
0,¢(0) = Y, (1) = (ic(t), c(t)). Ora p(x(t)) = e percio ho che u(+(£))/(0) =
0 e pertanto

0= pata—1,a((i©)'(0), € (0)) = (Ra)sa=1 (isa(Ya)) + (La=1)ra(Ya)
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Da qua invertiamo e troviamo

ia(Ya) = =((Ra)ua-1) 7" 0 (La-1)sa(Ya) = —((Ra1)e) © (La-1)sa(Ya)
Dove abbiamo usato che ((Ry)sq-1)"! = (R4-1). Infatti:
(Ra)sg—1 : Ty G = T.G
edato Y, € T,-1G e f € C*(G) allora

(Ra=1)e((Ra)ea=1) " (Ya)(f) = (Ra1 © Ra)sa1 (Ya)(f) =
Ya(f 0 Ry 0 Ro)(a™) = Yo(f(a™)) = Idr, ,c(Ya)(f)

Questo conclude ’esercizio.

9. Verificare che il commutatore tra matrici [A, Bl = AB — BA definisce
un’algebra di Lie sullo spazio tangente all’identita dei gruppi O(n), SO(n),
U(n), SU(n), SL,(R), SL,(C).

Poiché quelli elencati sono sottogruppi di Lie di GL,(R),GL,(C) e l'in-
clusione canonica é un omomorfismo di gruppi di Lie, allora abbiamo visto a

lezione che
[Av B]IH = [Aa B]GLn(K)

Svolgiamo la verifica, che consiste nel provare che effettivamente il bracket
di due elementi di 7; H € ancora un elemento dell’algebra, qualsiasi sia il
sottogruppo H tra quelli elencati.

e H=0(n): T;,0(n)={X € M,(R)| X" =—-X} allora
[A, B]" = (AB — BA)" = (AB)" — (BA)" = ~BA+ AB = —[B, 4]
e H=150(n): 1T,50(n)="1T;,0(n)
e H=U(n): T,U(n)={Xe€GL,(C)| X + X* =0} allora
[A,B]+ [A,B]* = AB— BA+ (AB)" — (BA)" =

e H=SU(n): T;,S5UMn)={XeGL,(C)| X+ X*=0Atr(X)=0}
allora

[, B] + [A, B]* = AB — BA+ (AB)" — (BA)" =
tr([4, B]) = tr(AB — BA) = tr(AB + (BA)") = tr(AB + A*B*) = 0
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o H=SL,(R): T; SL,(R) ={X € M,(R)| tr(X) = 0} allora

tr([A, B]) = tr(AB — BA) = tr(AB) — tr(BA) =0

o H=SL,(C): T; SLy(C)={X € M,(C)| tr(X) = 0}

10. Verificare che l’esponenziale di una matrice definisce un’applicazione
e: T;,G — G, e(A) = et per G = GL,(R), GL,(C), O(n), SO(n), U(n),
SU(n), SL,(R), SL,(C).

Cio e vero poiche qualsiasi G si scelga tra quelli elencati, exp € un sotto-
gruppo ad un parametro e lo & anche e(A) = e pensata come applicazione
t — et infatti t + s — e(t+9)A = gtAtsA — o4 . 54 ¢ infine

d ;4 . d
Ee oo = A= pr expg(tA)

[t=0

ossia il sottogruppo ad un parametro coincide.

11. Sia G = G x -+ - X Gy il prodotto diretto di gruppi di Lie. Dimostrare
che lalgebra di Lie di G ¢é isomorfa alla somma diretta delle algebre di Lie

Poiche G ~ G x - - - X G, esiste un isomorfismo di gruppi di Lie, sia esso

F. Allora F,: T.G - T,,Gy + - - -+ T.,G ¢ un isomorfismo di algebre di Lie
per una proposizione vista a lezione.

12. Dimostrare che ogni gruppo di Lie ¢ parallelizzabile.

Da scrivere.
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6 BONUS

Gruppo T;G Dimensione Compatto Connesso
GL,(R) M,(R) n? 1no 1no
GL,(C) M,(C) 2n? no si
SL,(R) {Be M,(R)|trB =0} n?—1 1no si
SL,(C) {Be M,(C)|trB =0} 2n? — 2 no si
U(n) {B € GL,(C)|B + Bx =0} n? si si
SU(n) {BeGL,(C)|B+Bx=0AtrB=0} n*-1 si si
On {B € GL,(R)|B + BT =0} nin=l) si si
S0, {B € GL,(R)|B + BT =0} n(n-1) si si

2
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