1. SOTTOGRUPPI DEL PRODOTTO DIRETTO DI DUE GRUPPI

Osserviamo che in generale un sottogruppo del prodotto diretto di due gruppi
non é il prodotto diretto dei due sottogruppi. Per esempio se G & un gruppo
non banale allora il sottogruppo diagonale D =< (1,1) >= {z,z) | z € G} é un
sottogruppo di G x G che non é il prodotto diretto di due sottogruppi di G (infatti
(x,y) ¢ D se x # y). Osserviamo che D &2 G = {1} x G < G x G. Quindi ci
si chiede se esista A < H x K tale che A 2 A; x Ay con A1 < He Ay < K. 1l

seguente esempio mostra che questo capita.

Esempio 1.1. Consderiamo ’omomorfismo suriettivo
f 83 x Sy = {£1} = Zs, (f,9) = sgn(fog).

Allora il suo nucleo H = Kerf < S3 x S3 non ¢ isomorfo al prodotto diretto di
due sottogruppi di S3. Infatti |[H| = 18 (per il primo teorema di isomorfismo e per
Lagrange) e quindi se fosse isomorfo al prodotto diretto di due sottogruppi di Ss
l'unica possibilita (a meno dell’ordine) sarebbe H = Az x S3. Osserviamo ora che
((12),(123)) € A3 x S5 é un elemento di ordine 6 mentre H non ha elementi di
ordine 6; se ci fosse un elemento di ordine 6 in H < S3 x S35 dovrebbe essere (a
meno dell’ordine) della forma (7,0) con 7 trasposizione e ¢ 3-ciclo. Ma f(ro0) =

sgn(roo)=—1e quindi (1,0) ¢ H.

Se i gruppi sono finiti e di cardinalita coprime fra loro allora vale il seguente

risultato.

Teorema 1.2. Siano H e K due gruppi tali che |H| =m e |K| =n con (m,n) = 1.
Allora per ogni A < H x K esistono A1 < H e Ay < K tali che A= Ay x As.

Proof. Siano A; := p1(A) e Ay := pa(A) (dove p; sono le proezioni canoniche).
Allora A C A; X As e quindi

|Al[| A1 x Ag| = |A1][Az]. (1)

Siccome |A|||H x K| = mn segue che |A| = ab con alm e bjn. Ora |A;||m (per
Lagrange) e |A1]||A| = ab (per un corollario del primo teorema di isomorfismo).
Quindi |Aq]||(m,ab) = a (in quanto alm, bln e (m,n) = 1). Analogamente |As||b.
Quindi

|4y % Aol = | 44|42l ab. 2)

La (1) e (2) danno |A| = ab = |A; X As| da cui A = A; x As. O



