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Monoidi, semigruppi e gruppi. Semigruppi; esempi di semigruppi; legge di cancella-
zione in un semigruppo; elementi idempotenti in un semigruppo; esempi di semigruppi
dove tutti gli elementi sono idempotenti e esempi dove nessun elemento lo é; in un
semigruppo finito esiste almeno un elemento idempotente; monoidi (semigruppi con ele-
mento neutro e); esempi di monoidi; un elemento e di un semigruppo dove vale la legge
di cancellazione ¢ idempotente se e solo se e é ’elemento neutro; elementi invertibili in
un monoide; unicita dell’inverso; un elemento idempotente in un monoide dove vale la
legge di cancellazione € ’elementto neutro; un elemento idempotente in un semigruppo
dove vale la legge di cancellazione a sinistra (o a destra) é I'elemento neutro; definizio-
ne di gruppo; un semigruppo con elemento neutro a destra (risp. sinistra) e inverso a
destra (risp. sinistra) ¢ un gruppo; esempi che mostrano che esistono semigruppi con
elemento neutro a sinistra e inverso a destra che non sono gruppi; legge di cancellazione
in un gruppo; un semigruppo finito dove vale la legge di cancellazione ¢ un gruppo;
esempi che mostrano che esistono semigruppi infiniti dove vale la legge di concellazione
che non sono gruppi; esempi che mostrano l'esistenza di semigruppi finiti dove vale la
legge di cancellazione a destra ma che non sono gruppi; esempi di gruppi; gli elementi
invertibili di un monoide formano un gruppo; proprieta elementari dei gruppi: inverso
del prodotto; proprieta delle potenze in un gruppo; confronto tra la notazione addittiva
e moltiplicativa; ordine di un elemento; alcune proprietd dell’ordine: se x ha ordine
finito o(x) = m, (a) allora ¥ = 1 se e solo se m divide k, (b) 2" = z* per n,k € Z se e
solo se n & congruo a k modulo m, (¢) o(z*) = m/(m, k), (d) o(z™1) = m.

Permutazioni. Le permutazioni come gruppo; prodotto di permutazioni finite; sup-
porto di una permutazione; permutazioni disgiunte; due permutazioni disgiunte com-
mutano; cicli; ordine, supporto e inverso di un ciclo; ogni permutazione f non identica
con supporto finito pud scriversi in modo essenzialmente unico come prodotto di cicli
disgiunti f = o1---0; e Uordine di f é uguale al minimo comune multiplo della lun-
ghezza dei cicli 0;; una permutazione ha ordine un primo p se e solo se si puo scrivere
come prodotto di cicli tutti di lunghezza p; definizione di N(f); segno di una permuta-
zione sgn(f) = (—1)N); permutazioni di classe pari e dispari; ogni permutazione f si
puo scrivere come prodotto di N(f) trasposizioni; il sgn ¢ una funzione moltiplicativa
sgn(fog) = sgn(f)sgn(g); una permutazione ¢ di classe pari se e solo se si pud scrivere
come prodotto di un numero pari di trasposizioni.

Sottogruppi. Sottogruppi: stabilita e inverso; esempi di sottogruppi; se un insieme
finito A di un gruppo G ¢ stabile allora A & un sottogruppo di G; il gruppo alterno
Ay criterio per riconoscere un sottogruppo (un sottoinsieme non vuoto H di un gruppo
G ¢ un sottogruppo se e solo se z 'y € H per ogni z,y € H); I'intersezione di una
famiglia qualsiasi di sottogruppi é un sottogruppo; sottogruppo < X > di un gruppo
G generato da un sottoinsieme X C G; sottogruppo < x > generato da un elemento;
gruppi ciclici; i sottogruppi di Z sono tutti ciclici e della forma mZ, m € N; se G & un
gruppo e x un suo elemento allora | < z > | = o(x); siano H e K sottogruppi di un
gruppo G allora H U K ¢ un sottogruppo di G se solo se H C K oppure K C H; un
gruppo G non pud essere unione di due suoi sottogruppi propri; I'unione di una catena
di sottogruppi ¢ ancora un sottogruppo; sottogruppo (H, K) =< H U K > generato



da due sottogruppi H, K C G; prodotto HK di due sottogruppi H e K di un gruppo
G; siano H e K sottogruppi di un gruppo G allora HK = KH (ossia H e K sono
permutabili) se e solo se (H, K) = HK; se H =mZ e K = nZ sono sottogruppi (Z, +)
allora H+ K = (m,n)Z e HN K = [m,n]Z.

Classi laterali. Classi laterali di un sottrogruppo; sia G un gruppo e H un suo sotto-
gruppo allora ogni classe laterale (sinistra o destra) di H in G ha la stessa cardinalita di
H:; sia GG un gruppo e H un suo sottogruppo allora la cardinalita delle classi laterali si-
nistre di H in G coincide con la cardinalita delle classi laterali destre di H in G; [G : H]
indice di H in G; teorema di Lagrange (sia G un gruppo finito e H un suo sottogruppo
allora |G| = [G : H]|H]|); se G ¢ un gruppo finito e H un sottogruppo di G allora [G : H]
e |H| dividono |G|; sia G un gruppo finito e z un elemento di G allora o(z) divide |G]|
e 2/ = 1; in un gruppo finito G di ordine p primo gli unici sottogruppi sono quelli
banali, G € ciclico e tutti gli elementi non nulli di G hanno ordine p e generano G.

Sottogruppi normali. Definizione di sottogruppo normale di un gruppo G: N & un
sottoguppo normale di G (N <G) se le classi laterali sinistre e destre coincidono zN e Nz
coincidono per ogni x € Gj criteri per la normalita di un sottogruppo: N sottorguppo di
G ¢ normale se e solo se il coniugato di ogni elemento di N appartiene a N; il coniugato
di un sottogruppo H* = z~! Hz; condizione di normalita (N <G se e solo se N¥ < N se
e solo se N¥ = N per ogni x € G); il gruppo alterno A,, ¢ un sottogruppo normale di Sy,;
sia H un sottogruppo di G e K un sottogruppo normale di G allora HK = KH (e quindi
HK ¢ un sottogruppo di G) se anche H ¢ normale allora H K ¢ un sottogruppo normale
di G; azioni di gruppi su insiemi e |HK| = ||[I_{IJLII§||; Iintersezione di una famiglia di
sottogruppi normali é un sottogruppo normale; il sottogruppo generato da una famiglia
qualsiasi di sottogruppi normali & un sottogruppo normale; gruppi semplici (gruppi
che non hanno sottogruppi normali non banali); il centro Z(G) di un gruppo G (gli
elementi di G che commutano con tutti gli elementi di G); il centro di un gruppo G &
un sottogruppo abeliano normale del gruppo G e ogni sottogruppo contenuto in Z(G)
¢ normale in G; G ¢& abeliano se e solo se Z(G) = G; se G & un gruppo semplice non
abeliano allora Z(G) = {1}; un sottogruppo N di indice due in un gruppo G & normale
inoltre esistono sottogruppi N di un gruppo G di indice tre che non sono normali (per
esempio il sottogruppo H =< (12) > di S3).

I gruppi lineari il gruppo lineare speciale SL,,(K) (sottogruppo normale di GL,,(K));
il sottogruppo T,F(K) delle matrici triangolari superiori invertibili (non ¢ normale in
GL,(K), per ogni n > 2 e per ogni campo K); il gruppo D,,(K) delle matrici diagonali
(non & un sottogruppo normale di GL,(K) se |K| > 3 e n > 2); le matrici scalari Z
sono il centro di GL,,(K); il gruppo ortogonale O,,(K) & un sottogruppo (non normale)
di GL,(K) per n > 2; le matrici simmetriche invertibili non sono un sottogruppo di
G L, (K); il gruppo intersezione O,,(K) NT.f (K); il gruppo Qg dei quaternioni di ordine
8 e le sue proprieta (il piu piccolo gruppo non abeliano di ordine una potenza di un
primo; il piit piccolo gruppo non abeliano in cui tutti i suoi sottogruppi sono normali;
Qs € unione di tre suoi sottogruppi propri ma non ¢é il pitt piccolo gruppo con questa
proprieta, per esempio Zg X Zs =< (1,0) > U < (0,1) > U < (1,1) >); il gruppo di
Heisenberg e il suo centro.

Quozienti e omomorfismi di gruppi. Quoziente di un gruppo G tramite un sotto-

gruppo normale N; Z,, come quoziente di Z/mZ; se N & un sottogruppo normale di
un gruppo finito G allora |G/N| divide |G|; omomorfismi di gruppi; principali proprieta



degli omomorfismi (I'identita va nell’identita, I'inverso va nell’inverso e le potenze si
preservano); la composizione di omomorfismi ¢ un omomorfismo; isomorfismi di gruppi
(omomorfismi invertibili); 'immagine di un gruppo ciclico tramite un omomorfismo ¢
ancora ciclico; nucleo di un omomorfismo (sottogruppo normale del dominio); immagine
di un omomorfismo (sottogruppo del codominio); un omomorfismo di gruppi ¢ iniettivo
se solo se il suo nucleo ¢ banale; omomorfismo canonico m : G — G/N (ogni sotto-
gruppo normale ¢ il nucleo di un omomorfismo); il primo teorema di isomorfismo (sia
¢ : G — H un omomorfismo di gruppi e 7 : G — G/ ker ¢ 'omomorfismo canonico
allora esiste un unico omomorfismo iniettivo ¢ : G/ ker ¢ — H tale che ¢ o = ¢ che
risulta essere un isomorfismo se e solo se ¢ & suriettivo); sia ¢ : G — H un omomor-
fismo di gruppi allora G/ ker ¢ = Im(yp); sia ¢ : G — H un omomorfismo suriettivo
di gruppi allora H = G/ ker ¢; sia ¢ : G — H un omomorfismo suriettivo di gruppi se
G é finito allora |ker ¢| e |H| dividono |G|; GLy(K)/SL,(K) = K*, per ognin > 1, e
Sn/An = Zo, per ogni n > 2; sia ¢ : G — H un omomorfismo di gruppi allora (a) per
ogni K < G risulta p(K) < H e se K I G allora ¢o(K) < ¢(G), (b) per ogni L < H
risulta ker ¢ < (L) < G e inoltre L < H allora ¢~ '(L) < G, (c) per ogni K < G
si ha p 1 p(K)) = Kkerg, (d) p(p (L)) = LN ¢(G) per ogni L < H; esiste una
corrispondenza biunivoca tra 'insieme dei sottogruppi (normali) di G contenenti ker ¢ e
I'insieme dei sottogruppi (normali) di H contenuti in ¢(G); sottogruppi di Z, (L < Zy,
se e solo se L = ;LL—ZZ tale che n|m); il gruppo degli automorfismi Aut(G) di un gruppo G;
il gruppo Inn(G) degli automorfismi interni; Inn(G) <Aut(G) e G/Z(G) = Inn(G); il
teorema di Cayley (ogni gruppo ¢ isomorfo ad un sottogruppo di un gruppo di permu-
tazioni); ogni gruppo finito di cardinalita n & isomorfo ad un sottogruppo del gruppo
lineare G L, (K) per un qualsiasi campo K.

Prodotto diretto di gruppi. Prodotto diretto di un numero finito di gruppi; proprieta
commutativa e associativa del prodotto diretto; sia G = H x K allora esistono due
sottogruppi normali H e K isomorfi a H e K taliche HNK = {1} e G = HK; sia G
un gruppo ¢ H e K due sottogruppi normali di G tali che HNK = {1} e G = HK
allora G =2 H x K; sia G un gruppo abeliano e H e K due sottogruppi di G tali che
HNK ={1} e G=H+ K allora G~ H x K; sia G un gruppo finito e H e K due
sottogruppi normali di G tali che |H| = m e |K| = n, (m,n) =1 e |G| = mn allora
G = H x K; se G é un gruppo abeliano cardinalitd 6 con due elementi di ordine 2 e 3
allora G = Zg. se in un gruppo G tutti gli elementi hanno ordine 2 allora G ¢& abeliano;
se G ha ordine 4 allora ¢ isomorfo a Z4 oppure a Zy X Zs; a meno di isomorfismi un
gruppo con 6 elementi é isomorfo a Zg oppure a Ss3; non esiste un sottogruppo H di
Ay di ordine 6; classificazione dei gruppi con 8 elementi; un gruppo con p? elementi
con p primo ¢ isomorfo a Z,» oppure a Z, x Zy; 'ordine di un elemento z = (x,y) del
prodotto diretto H x K & finito se solo se sono finiti gli ordinidi z € H e y € K e in
tal caso 'ordine di z ¢ il minimo comune multiplo degli ordini di = e y; se H e K sono
gruppi finiti con cardinalita prime fra loro allora Aut(H x K) = Aut(H) x Aut(K);
sottogruppi del prodotto diretto di gruppi.

Gruppi abeliani finiti. Un sottogruppo di un gruppo ciclico ¢ ciclico; il quoziente di
un gruppo ciclico é ciclico; se C' & un gruppo ciclico finito allora per ogni divisore d di
|C| esiste un unico sottogruppo di C' di ordine d; esiste una corrispondenza biunivoca
tra i divisori positivi della cardinalita di un gruppo ciclico finito e i suoi sottogruppi;
classificazione dei gruppi ciclici: un gruppo ciclico finito é isomorfo a Z,, mentre un
gruppo ciclico infinito é isomorfo a Z; generatori di un gruppo ciclico: un gruppo ciclico



finito ha ®(m) generatori dove ®(m) ¢é la funzione di Eulero mentre un gruppo ciclico
infinito ha due generatori; il prodotto diretto C7 x Cs di due gruppi ciclici finiti é ciclico
se e solo se la cardinalita di C7 e Cy sono primi fra loro; il gruppo degli automorfismi
di un gruppo ciclico: Aut(C) = Zy se C ha infiniti elementi e Aut(C) = U(Zy,) se
|C| = m; se il gruppo degli automorfismi di un gruppo finito ¢ ciclico allora il gruppo
¢ abeliano; teorema di Gauss (dando per buono che AUt(Zpk) é ciclico per un primo p
dispari): il gruppo degli automorfismi di un gruppo ciclico finito C' ¢ ciclico se e solo
se |C] = 1,2,4,p", 2p*, dove p & un primo dispari; sia G un gruppo abeliano, H un
sottogruppo di G e a € G siano m e n interi primi tra loro tali che ma € H e na € K
allora a € H; lemma di Cauchy nel caso abeliano): sia p un numero primo e G un
gruppo abeliano finito tale che p divide |G| allora G ha elementi di ordine p; sia G un
gruppo abeliano finito e m un intero positivo tale che max = 0 per ogni x € G allora
|G| divide qualche potenza di m; siano m e n due interi positivi primi tra loro e G un
gruppo abeliano di ordine mn allora: (a) H = {z € G | nx = 0} & un sottogruppo
di G di ordine n; (b) K = {x € G | maz = 0} ¢ un sottogruppo di G di ordine m,
(¢) G =2 H x K; teorema di decomposizione primaria; sia p un numero primo e G un
gruppo abeliano di ordine p™ allora G € isomorfo ad un prodotto diretto di gruppi ciclici;
teorema di Frobenius—Stickelberger (ogni gruppo abeliano finito ¢ prodotto di gruppi
ciclici).
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